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NOUVELLES ANNALES 
D E 

M A T H É M A T I Q U E S . 
MÉTHODE ÉLÉMENTAIRE POUR CALCULER LE RAPPORT 

DE LA CIRCONFÉRENCE AU DIAMÈTRE; 
PAR M. L. MALEYX. 

En étudiant la méthode inventée par Arelrimette pour 
déterminer une valeur approchée dn rapport de la cir-
conférence au diamètre, j'ai été conduit à faire deux 
remarques principales. 

La première consiste en ce que Archi mède, en dou-
blant le nombre des côtés d'un polygone régulier, fait 
varier à la fois le périmètre du polygone et les diamètres 
des cercles inscrit et circonscrit ; ce fait distingue sa mé-
thode de celle dite des périmètres, où l'on suppose que, 
le périmètre du polygone variant, le rayon du cercle cir-
conscrit reste fixe, et de celle dite des polygones isopéri-
mètres9 où Ton suppose que le périmètre reste fixe. S'il 
existe une constante dans sa méthode, cette constante 
est le côté du polygone, et encore ne l'est-elle pas d'une 
manière absolue. 

La deuxième remarque consiste en ce que l'applica-
tion de ses principes peut être rendue plus simple que 
celle des principes des deux autres méthodes que je viens 
de citer. 

J'ai fondé sur ces remarques une étude que je me pro-
pose de publier ultérieurement, et dont j'extrais ce qui 
suit. 
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I. Un côté de Vangle droit d'un triangle rectangle 

est représenté par i, son hy poténuse par D et le se-
cond côté par d, Vangle opposé au premier côté Vêtant 
par a; 011 se propose de calculer le second côté de 
Vangle droit dK et l'hypoténuse J), d'un second tri-
angle rectangle dont le premier côté est aussi re-
présenté par i, et, opposé à un angle égal à ^ • 

Soit {Jig- i) ABC le premier triangle rectangle dans 
lequel 011 a 

A == idt, ABC = a, AC = i , BC = D, A B = d. 

Pour construire le second, il suffira de prolonger AB 
de la longueur BB, == BC = I), et d'unir par une ligne 

Fig. i. 

C T H A 

droite le point B, au point C \ car, le triangle CBB, étant 
isoscèle par construction, on a 

B Bt G = BCBî = i ABC. 

On a du reste évidemment 

AB, = d{ = D -f- d 

et, d'après le t héorème de Pythagore, 

Bi G = D / ^ f - r - i . 

11. Extraction de la racine carrée d'un nombre 
donné sous la forme a--\- R, d'après les données a et R, 
et sans effectuer le carré a1. 

Prenons a pour valeur approchée par défaut delà ra-

cine cherchée, et soit la valeur aussi approchée par 
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défaut, et à moins J e la partie complémentaire de 

la racine, 011 a 

développant le premier membre et réduisant, 

h b* u 'A a x h — r K, ioa 102« 
d'où 

Jl< i l 
ioa ~ a a 

jNous pouvons développer le quotient ^ en fraction dé-

cimale, à moins de par défaut, et, si représente ce 

développement, II, étant le reste de la division, nous 

ïi = ici x 

et, en conséquence, 

J L < _2L h- J i i , iiî < _ L . 
I O A ~ L O A 2 « ' 'ICI I O A 

étant un multiple de contenu dans le second 
I O A R I O A 

membre de l'inégalité précédente, ne peut surpasser 

qui est Je plus grand multiple de contenu dans le 

même nombre ; ne peut donc être que supérieur ou 

égal à et, pour qu'il ne lui soit pas supérieur, il 

suffit que du nombre donné, + ou puisse retran-

cher le carré de a H—^r? c'est-à-dire qu'on ait l'inéga-

I 0x 1 o lité 



ou 

ou encore 
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a a x J L + J Z i < R 

10a 10aa 

I02a 

Si donc 011 développe le quotient de la division de R 
par 2 a en décimales, tant que le carré de la partie 
trouvée au quotient ne surpassera pas le reste de la divi-
sion, cette partie sera égale à la partie complémentaire de 
la racine, à inoins d'une unité du dernier ordre, et par 
défaut. 

Supposons que nous nous arrêtions dans la division 

de R par ici à la partie du quotient, ne surpas-

sant pas le reste de la division, et désignons par R2 
Cl2 

l'excès de R, sur nous aurons successivement i o2a 

-2L + R 2 = R — ia X S - ; 
ioa 

d'où, ajoutant aux deux membres a - i a X -Ç 

On pourra alors reprendre le calcul précédent en 

traitant a h- e t R 2 de la même manière que a et R , 

et continuer ainsi jusqu'à ce que l'on ait obtenu une 
valeur suffisamment approchée de la racine cherchée. 

Observations. — On pourra encore abréger le calcul 
en ne conservant que la partie utile des produits qu'on 
devra successivement retrancher dans les divisions 
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qu'on aura à faire, à condition de tenir compte à la tin 
du calcul des erreurs commises sur ces produits. 

III . Pour ne rien laisser à désirer, donnons un 
exemple de ce calcul : soit à extraire la racine carrée 
de la somme ( 3 ,732050807568 -f- a)2 -f- 1, a étant un 
nombre positif inconnu, mais moindre que • Agis-
sons comme si a était nul, nous en tiendrons compte 
ultérieurement; commençons la division de 1 par le 
double de la partie entre parenthèses diminuée de a, 11e 
conservant dans chaque produit que la partie représen-
tant des unités de l'ordre — : 

,000000000000000 j 7.464101615 
7464IOI8I5I36 ^ 

i36 

9.5358983848640 
22392304845408 
2966679003232 

Retranchons du second reste le carré de la partie 
trouvée au quotient (o, i3) 2 — 0 , 0 1 6 9 , puis divisons 
le résultat de cette soustraction par la somme du di-
viseur précédent et du double de la partie trouvée au 
quotient, o, 26 : 

o,02966679003202 
0,0169 

0,012766790032320 j 7,724101615136 
7724101615136 T7 y / 0,001002 
5042688417184 

4634460969078 

408227448106 

386200080755 

22022367351 
i54482o323o 

6074l64121 
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Opérons sur le nouveau quotient comme sur le pré-

cédent, modifions de même le diviseur et poursuivons : 

0,000006074164121 
(o ,ooi6r,>. )2 — 0,000002729104 

3845o6oi2i |7,72740)615i36 
3090962244 
754097877 
(>954665O4 

5 8 6 3 1 

54091835 
4539*538 
386370O 

0,000000497587 

675838 
618192 

57646 
54089 

/ o^j 7 

Dans les opérations que nous venons d'exécuter, les 
produits que nous avons successivement retranchés du 
dividende initial sont trop faibles : il en résulte que le 
reste final est trop grand de la somme des parties né-
gligées dans chaque produit 5 il est facile de former une 
limite supérieure de la somme de ces parties négligées. 

Nous avons d'abord négligé le produit de 2a (partie 
complémentaire du diviseur) par le nombre formé des 
trois premiers chiilres des quotients obtenus, soit o, i31 -, 
cette première partie négligée a une valeur moindre 

O 2 l 3 l X 2 
que o , 1 o 1 X —¡r, = p— • 1 ? JO IOl® 

E11 second lieu, dans chacun des produits suivants, la 
partie négligée n'atteint pas un nombre d'unités de 

l'ordre marqué par le chiffre employé au multipli-

cateur} donc la somme des parties négligées n'atteint 
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pas le produit 

X ( l 3 l X 2 + 6 + ') + 2 + 4 4- y -T 7 + 5 + 8 + 7), 

et, si nous désignons cette somme par E, nous aurons 

De là résulte que, si nous désignons par R le reste 
iinal exact, nous avons les inégalités 

3557 — 315 3'24'2 ^ ^ ^ 3557 
I Q I A 1 0 I 5 ^ ^ I O 1 5 

Le dernier quotient trouvé ne pourrait être que trop 
grand, puisque nous avons opéré sur des dividendes trop 
grands, et il 11e l'est pas, en tant que quotient, puisque 
son produit par le diviseur retranché du dividende 
fournit le reste R qui est positif-, il 11'est pas trop grand 
non plus, en tant que partie complémentaire de la ra-

25 
cine, puisque son carré est inférieur à c] l li e s t 

même certainement inférieur à R . 
Donc la partie complémentaire de la racine carrée 

cherchée est, à moins de ^ ^ par défaut, 

o,131652497587, 

et la racine carrée est elle-même : 

3,8637O33O5I55, 

à moins de ^ ^ par défaut. 

IV. L'exemple sur lequel nous venons d'appliquer le 
procédé d'extraction de la racine carrée exposé a u n ° I I 
n'a pas été pris au hasard -, si dans le triangle rec-
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tangle ABC, considéré au n° I, nous supposons 

BC = D = 2, 
nous aurons 

A B = î / = / 3 et a = 3o°. 

Or est égale à i ,732050807568, à moins de 

par défaut-, dès lors, et par application des formules du 
ii° J, nous aurons, en partant des données, 

D = 2, 

d — J ' 5 = i ,732O5O8O-568 à moins de — l - par défaut, 
' I O 1 2 

d, = 3,732O5O8O75()8 » — » 
7/ 7 io 1 2 

D. = 3,8637o33o5ii)5 » » 
io 1 2 

l'angle compris entre D, et d, étant de i5°. 
Ou voit du reste; immédiatement, en unissant le 

point A au point milieu de BC, ou à celui de B, C, que 
D et d sont les diamètres des cercles circonscrit ou 
inscrit à l'hexagone régulier dont le côté est i , et queD, 
et d{ sont les diamètres des cercles circonscrit et inscrit 
au dodécagone régulier ayant aussi pour côté i . 

Reprenant deux fois le même calcul à partir de I), 
et d j, nous nous procurerons de même les diamètres 
D2 et<72, D;< et des cercles circonscrit et inscrit aux 
polygones réguliers de vingt-quatre et quarante-huit 
côtés, respectivement, et ayant chacun pour côté i . 

Y. Les détails dans lesquels nous sommes entrés à 
l'occasion de ces calculs, dans le n° III, doivent nous 
dispenser de les'rapporter in extenso : nous n'en don-
nerons donc que les résultats. 

Toutefois, avant de les inscrire, nous ferons la re-
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marque suivante, qui nous conduira à une notation utile : 
on voit que, dans chaque calcul, tel que celui du n ° l l l , 
on ne fait que déterminer la différence qui existe entre 
les diamètres des cercles circonscrit et inscrit à un même 
polygone régulier dont le coté est i ; nous désignerons 
donc, d'une façon générale, par ].)* et d/{ ¡es diamètres 
des cercles circonscrit et inscrit au polygone régulier 
dont le coté est i , et dont le nombre des cotés est 
6 X 2*, et par A/, la dilïérenee I)/( — 

Cela posé, les résultats trouvés sont caractérisés par 
les égalités suivantes : 

d.2 — d{= 7 , >9J754* 12723 à moins «le — ^ p a r défaut . 

Ao= 0,066543462815 » » 1012 

1 ), — d2 -h A.2 = 7 ,66 [ 2973 75538 » » 

dà = D, -1- cU — 15 ,25705 168826 F 

A;{ — 0 , 0 3 2 7 3 6 6 1 0 4 1 2 

U 3 = clÀ -f- A3 = 15 ,289788298673 

V I. La partie la plus pénible de ces ( aïeuls est évi-
demment la détermination des nombres A : aussi est-011 
conduit à rechercher s'il n'existe pas quelque propriété 
géométrique de la figure qui nous permette d'atteindre 
plus facilement ce résultat. 

Reprenons la figure du n° I et a joutons y la circonfé-
rence décrite de B comme centre avec BC = D pour 
rayon, elle coupe AB en B, et en E, joignons CE par 
une ligne droite; conservant les notations des numéros 
précédents, nous aurons 

BI<] — B A = D — d = A E = A. 

1 o ' ~ 
8 
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Dans le triangle ACE {fig- l'angle ACE est égal 
à Tangle 

BBj G = 

ear ils ont leurs cotés respectivement perpendiculaires 
et sont tous les deux aigus-, donc, pour avoir la diilé-

Fig. 2 

/ / 
¿ T " iV 

rence AE = A, il suilira de construire CE faisant avec 
CA l'angle ACE=-J -ABC; de même, pour avoir la 
différence 

A F = B,C — Bj A = Di — d i = A,, 

il suilira de construire la droite CF faisant avec CA 
l'angle ACF = C. On conclut de cette construction 
que CF est bissectrice de l'angle ACE et de la propriété 
connue de cette droite, l'égalité de rapports 

A, G A V 

Elevons les deux membres au carré et ramenons à la 
forme entière 

A2 — -}. AAt Af = Af ( A2 -+- i) . 

Réduisant et transposant, 

AA!f-i-siAI— A = o. 

Cette équation du second degré définit A, au moyen 
de A par sa racine positive \ mais, comme A a générale-
ment une petite valeur, on peut calculer A, au rnoven 
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d'une suite d'inégalités que nous allons déduire de 
l'équation même, et sans extraction de racine carrée. 

Nous pouvons donner à l'équation précédente la forme 

(i) A , = i A - i A A Ï ; 

d'où l'inégalité évidente 

A t < Î A . 

Remplaçons dans l'équation ( i ) , c t au second membre 
seulement, A, parle nombre plus grandi A; nous aurons 

Ainsi, en prenant pour valeur approchée par excès 
de A, la valeur ^A, l'erreur commise a pour limite supé-
rieure 

Si nous remplaçons maintenant au second membre de 
l'équation ( i ) A, par le nombre plus petit ^A—^A3 , 
nous aurons, en négligeant un terme soustraeiif, ce qui 
ne fait qu'augmenter l'inégalité, 

Dès lors, en prenant pour valeur approchée par défaut 
de A, la différence ^A —¿A3 , l'erreur commise sera in-
férieure à -¿rA5. 

Enfin, en substituant à A, dans le second membre de 
l'équation ( i ) la valeur trop grande ^A—^A3-h-pgA5, 
nous aurons, en négligeant des termes dontla somme est 
certainement positive, 

d'où Ton conclut que si, dans la suite 

on prend un, deux ou trois termes comme valeur ap-
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proehée de A,, eelte valeur est approchée par excès ou 
par défaut suivant qu'on s'arrête à un terme affecté du 
signe -h ou du signe —, et que, dans tous les cas, la va-
leur absolue du premier terme négligé est limite supé-
rieure de l'erreur commise. 

Ces inégalités permettent de calculer un des nombres A 
au moyen du précédent avec une assez grande approxi-
mation : 011 pourrait même l'obtenir avec une approxi-
mation illimitée par l'emploi de l'égalité ( i ) et par la 
méthode des approximations successives -, mais leur 
emploi est encore pénible, eu égard aux multiplications 
à faire : aussi ne ferons-nous usage dans ce qui suit que 
des inégalités 

et nous allons nous occuper d'établir des formules se 
déduisant de l'équation (i) et permettant d'arriver au 
même résultat au moyen d'opérations plus simples. 

VJ1. Reprenons l'égalité initiale réduite du n° M 

(n ' A— 2 Aj — AA| — o, 

d'où 

(.y A = - a » 

Appliquons-la aux différences d'ordre supérieur de 
une unité 

(a) At — 9.A2— AiA^o, 

d'où 

UY 
2 A2 

i —A? 

A étant peu différent de 2 A,, et A, l'étant peu de 2A2, 
la valeur numérique du dernier terme du premier 
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membre de l'égalité ( i ) est sensiblement égale à huit fois 
celle du terme correspondant de l'égalité (2)-, retran-
chant les égalités (1) et ( 2 ) membre à membre après 
avoir multiplié la seconde par 8, on a 

( 3 ) A — I O A 1 - + - I 6 A 2 — A j ( A A ! — 8 A | ) = o . 

Transformons le dernier terme du premier membre de 
l'égalité (3)*, si nous multiplions membre à membre 
l'égalité (i)/ et l'égalité obtenue en élevant au carré les 
deux membres de l'égalité (2) ' , nous aurons 

8 A?, AA1== 
(1 - A f ) ( i - A l j 2 

Remplaçons au dénominateur A, par sa valeur tirée de 

8 Al 
l'égalité ( 2 )! 

AAi = 
( i -Al)2—4A1 

De là on déduit 

- H . — A ^ - i M 
AA, — 8A 

= 8 A?, x ( I _ 1 | ) 2 _ 4 A 2 

2 A=> En substituant au dénominateur - à i — A.; qui lui 
est égal, d'après l'égalité ( 2 )', 

\ '* (; __ \ 2 
AAt — 8 A | = 8 A | x —2i2 2 - = 8 A| Af x 

4 A 1 2 1 4 ( I - A } ) 

Remplaçons enfin au dénominateur de la dernière 

ih 
A 

2 A1 fraction 1 — Aj par sa valeur - déduite de l'égalité (1)', 
on a, après réduction, 

AAj — 8 AI = AAj A| (6— A2 ) ; 

d'où, reportant dans l'égalité (3 ) , 011 a 

(a) A — i o A 1 - f - i 6 A 2 — AAf A | ( 6 — AI ) = o. 

Atììi.dc M"athèmat., 3** série, t. Y. (Janvier 1886.) 
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I )< • I égal i té ( a ) on peu t dédu i re 

i , . . ( G - A ^ A f A ^ 
2 ~ ÏG *1 1 ^ 

Le premier terme du second membre fournit une va-
leur approchée par défaut de A2, et le second terme qui 
représente l'erreur est moindre que 

/A\2 / A y 

^ ( ï l i i l 
i b :> i 2 170 

VJIL Reprenons encore l'égalité ( a ) du numéro pré-
cédent, et appliquons-la aux différences d'indice supé-
rieur d'une unité : 

(a) A — i o A t - h i G A o — AAf A| (G — Af ) = o, 

( b) li — 10 A2-t~ i6A3 — A] A| Af (G — A| ) = o. 

Retranchons membre à membre de l'égalité ( a ) l'éga-
lité (/?) dont les deux membres ont été précédemment 
multipliés par 3 2 ; 011 en déduit 

\ A — 4 2 A ! -i- 3 3 G A2 — 512 A:{  

( C I ( — A, A| [ AAj (G— Af ) — 3-2 A| (G — A§ )] = o. 

Nous allons réduire; la parenthèse du dernier terme 
de l'égalité (c ) en l'exprimant d'abord au moyen de A3 ; 
nous avons trouvé dans le numéro précédent l'expres-
sion du produit AA, au moyen de A2 ; 011 en déduit, en 

tenant compte de l'égalité A2 = 

AA,(G — \V) -
8 A | ( G — A | ) 

( 7 Z T a | ) 2 _ 4 A | 

(1 Ajj ) J 
| 4 Al p iGAf 

1 0 - A Î ) i J (1 —AJ)» 
3*AJ [6(1 A| )2 — 4 Af ] 

[ ( 1 " A3 V̂  4 Â  | ~ 1G A rj ( 1 A3 )~ ' 
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La parenthèse du dernier terme de l'égalité (c) peut 

alors, par substitution de la valeur précédente, s'écrire 
sous la forme 

3aA| 

X | ; 6 ( l _ A 2 ) 2 _ 4 A | _ ( 6 _ A 2 ) j [ ( [ _ A 2 ) 2 _ 4 A 2 ] 2 _ i 6 A 2 ( i _ A 2 ) 

Effectuons les calculs indiqués dans la parenthèse; 
l'expression précédente devient. 

| ( î _ _ A 2 ) 2 _ 4 A 2 ] 2 _ i 6 A 2 ( I _ A 2 ) 2 
X Al (153 — 44?. Al + 2 3 8 A* - 34 A« H- A» ). 

Transformons actuellement le facteur fractionnaire 
en remplaçant dans son dénominateur (i — A:J ) par la 

• ' ' i 2A3 quantité égalé > on trouve 

3 2 A 2 

|(1 — A| ) 2 _ 4 A 2 ] 2 _ i 6 A 2 ( i _ A 2 ) 2 

32 A ? 

m - * » y -
2 a* 

" A | [( 1 A| )2 4^1] 

Remplaçons de nouveau (1 — Ai;) par la fraction 

égale^^ ;nous trouvons, pour valeur du facteur fraction-

naire, 

2AJ __ 2AJ _ A| x a ; 
_ A l ) 2 _ 4 A | j - ^4Af - 2A1 ( 1 — A~J~)* 

Substituons enfin à 1 — Â  la valeur égale 

A j x Aj __AAtAi_ 
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Il eu résulte que la parenthèse du dernier terme de 

l'égalité ( c ) peut s'écrire 

(i53 — 44^ Af + 238 Ai - 34 A« -h A| ), 

et qu'enfin l'égalité ( c ) peut prendre la forme 

336A2 — 5i2 A3 

( I 53 - 442 A§ -i- 238 A* — 34 A g + A* ) = o ; 

/ A — 42A1-{- 336A2 — 5i2A3 

(d) A A f A | 

\ 4 

d'où l'on déduit 

A , = ^ [ ( 8 A 2 — A l ) x 4 2 - i - A ) 

A A 2 A i 

~ ( l 5 3 ~ 4 4 2 A 1 + 2 3 8 A » ~ + A * 

Comme la parenthèse du second terme du second 
membre est évidemment positive pour les valeurs de A3 

qui ne surpassent pas y e t à plus forte raison 
que de plus, pour les mêmes valeurs de A3, cette paren-
thèse a une valeur inférieure à i53, il en résulte que le 
premier terme du second membre peut être pris comme 
valeur approchée par excès de A3, et que l'erreur com-
mise est moindre que la fraction ^ ^ t g ^ 2 > cIui admet 

n . , . 153A" 153 A7 

elle-mcme, comme limite supérieure, ,2Q/8 x 2i0 = = a2i ' 

IX . Les formules établies aux nos VI, VII et VIII, 
prises sous les formes 

Ai = 2 A — 2 AAf. 

i(> i(> 

A 3 = | ( 8 A 2 ~ A , ) X 42-+-A] 

- ^ ^ ( i 5 3 - 4 Î 2 A 2 + 2 3 8 A J - 3 Î A « h - A» >, 2040 
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permettent de calculer une des valeurs A au moyen de 
la précédente, ou des deux ou trois précédentes, avec 
une approximation indéfinie, à l'aide de la méthode des 
approximations successives, et cela indépendamment 
des valeurs de D et d. 

On pourrait encore les appliquer en suivant des mé-
thodes diverses pour obtenir des valeurs approchées de 
l'inconnue, mais le procédé qui nous paraît le pl̂ us 
avantageux, et celui que nous allons appliquer, consiste 
à prendre pour valeur approchée du premier membre 
le premier terme du second ; nous éviterons ainsi 
l'emploi des logarithmes, et nous obtiendrons une ap-
proximation suffisante, pourvu que A soit assez petit. 

Nous avons déjà trouvé directement, aux nos 111 et V, 
les valeurs 

A! — o,131652497587..., 
A2= 0,065543462815.. 
A3 == 0,0327366l04l2.. . v 

chacune de ces valeurs étant approchée à moins de 
par défaut. 

En acceptant comme valeur approchée par excès de A4 

[ (8 A3 — Ao) X + A,], l'erreur sera, d'après la fin 

du n°\7III, inférieure à —r——^r-* 
' 2 2 1 X I 0 2 1 

Maison a évidemment les égalités ou inégalités sui-
vantes : 
i53 x i327 i53 x 337 

221 X IO21 2 7 X I 0 2 1 

/ 33 y 1 _ 1 1 
= iî>3 x ( 1 x — - < x — x \ 100 / 2 ' X 1 o ' 3 ' 

< 
27 X IO7 

55 
35 x 27 x io7 

Si nous faisons le calcul de 

5'îr[( — Aj) X .¡2 -h Aj ]. 
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eu prenant les valeurs approchées que nous avons 
trouvées pour A,, A2, A3, la première et la dernière par 
excès, la seconde par défaut, nous aurons pour valeur 
approchée par excès 0 ,016363922185, quotient décimal 
approché à moins de par excès; du reste, l'erreur 

commise en remplaçant A,, A2, A3 par leurs valeurs 
approchées n'atteint pas 

— — x x ( 336 -+- 42 -r-1 ) < — ^ 
I O 1 2 0 1 2 I O 1 2 

d'où résulte qu'on peut prendre le quotient 

O , O I 6 3 6 3 Q 2 2 I 8 5 

comme valeur approchée par excès de A4 à moins de ? 

et le nombre 0 ,016363922128 comme valeur approchée 
par défaut du même nombre, avec la même limite d'er-
reur. 

Si actuellement nous répétons des calculs analogues 
pour trouve]* une valeur approchée de A5 au moyen de 
A2, A3, A/t, en observant que la limite supérieure du 

. 1 5 3 Ao A2 Af . 1 terme négligé, à savoir —-? moindre que le — -
D 0 2048 u 128 

de celle du ternie négligé dans le calcul précédent, 
puisque Ao, A3, A5 sont respectivement moindres que 
les moitiés de A t, A2, A;J, et qu'en conséquence ce 

ternie négligé est moindre que que, de plus, l'erreur 

commise en substituant à A2, A3, A.t leurs valeurs ap-
prochées, et en développant le quotient en fraction déci-
male à moins de —H" par excès, est moindre que 
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nous en conclurons qu'on peut prendre comme valeur 

approchée de A;j par excès et à moins de —^ le nombre 

o , o o 8 i 8 i 4 i 3 4 3 7 ? et comme valeur approchée de As par 
défaut et avec la même approximation le nombre 

0,008181413397 ; 
d'où 

o ,016363922128 < A^< o,01636392-2185v 

0,008181413397 < A 5 < 0 , 0 0 8 1 8 1 4 1 3 4 3 7 . 

X . Les valeurs de A auxquelles nous sommes actuel-
lement parvenus sont suffisamment petites pour que 
nous puissions faire usage de la formule établie au. 
n° \ II pour obtenir les valeurs consécutives de A; nous 
accepterons donc, comme valeur approchée par défaut 
de Ac, 7y (10 A5 — A .4 ), et nous avons vu à la fin du 110 M l 

que la limite de l'erreur commise était — C a l -J 170 ^ IO12 

culons —A-,), par défaut, en prenant A3 par 
défaut et A4 par excès; la limite de l'erreur commise 

sera ( I O X 4o + 07) X > moindre que . I] ré-j(, \ J J I ( ) 1 2 1 IO 
suite de là que la valeur approchée par défaut et à moins 

de —l— de 
i o 1 2 

(0,081814133970 — 0,016363922185) 
38 

est aussi approchée par défaut de A0 à moins de --»- ; 
d'où 0,004090638236 < Af) < 0,004090638274. 

O11 trouve de même, par l'emploi réitéré de la même 
formule et en prenant les mêmes précautions relatives à 
l'approximation, 

o , 0 0 2 0 4 5 ] 1 0 J J 7 C A : < 0 , 0 0 2 0 4 5 3 i o 5 8 6 , 

0,001022654206 < As < 0,001022654229. 
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Nous avons ainsi trouvé des valeurs approchées de A6 

à moins de de A7 à moins de - et de A8 à moins 10« 
1 23 

IO12 

Ag est assez petit, comme nous allons le voir, pour 
que nous puissions tirer tout le parti possible des 
nombres que nous avons calculés, en tenant compte des 
erreurs qui les affectent. 

X I . Nous avo'ns posé au n° V D*—dk, nous 
avons du reste vu, d'après le n° I, que 

= D/.--+- dk ; 
on en déduit 

¿ 4 + 1 = 2 d/.-T- A/ , . 

Faisant varier À, on trouve 

d6 = idw -r- A4, 

dp — idp-i H- A,,-,. 

Multipliant ces égalités par les puissances décrois-
santes de 2 à partir de iP~'4, on trouve, en les ajoutant 
membre à membre, 

( I ) dp = '¿P-* d3 -+- 1P-* A3 -h 'XP-o Ai -h . . . -f- 2 Ap_2 -+- Ayj-i. 

Si nous posons p = 8, nous aurons 

( 2 ) d% = 2* 2* A3 -1- 23 AI -R- 22 AS -T- 2 AC + A-. 

Remplaçons dans cette égalité ( 2 ) A3, Ai5 . . . , A7, 
par les valeurs approchées par défaut que nous en avons 
trouvées, nous aurons une valeur approchée par défaut 
de et la limite supérieure de Terreur commise sur ds 

s'obtiendra en remplaçant au second membre de l'éga-
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lité ( 2 ) <73, A3, . . . , A7, chacun par la limite supérieure 
de l'erreur commise sur ce nombre. 

Nous rapportons ci-dessous le Tableau de ce calcul, 
en observant que nous 11'écrivons que le numérateur de 
la limite supérieure de chaque erreur, tous ces nombres 
ayant pour dénominateur commun io* 2 . 

Sur une ligne horizontale nous écrivons séparément 
la valeur approchée par défaut de et le numérateur 
de la limite de l'erreur commise sur ce nombre. Nous 
multiplions ces deux nombres par i \ les produits sont 
placés sur la seconde ligne horizontale. A ces produits 
nous ajoutons respectivement la valeur approchée par 
défaut de A3, et le numérateur de la limite de l'erreur 
commise sur A3 ; nous multiplions les sommes par 2, 
et nous continuons de même jusqu'à ce que nous ayons 
fait l'addition de la valeur approchée par défaut de A7 et 
du numérateur de la limite de l'erreur correspondante. 

15, 'ijyoj 1688261 7 
3o,514103376322 

327366 n>412 1 

30,546839986934 i5 
61,093679973868 3o 

16363922128 57 

61,110043895996 87 
122,220087791992 174 

8181413397 4o 

122,228269205389 214 
2i4,456538410778 428 

4090638236 38 

244,460629049014 466 
488,931258098028 932 

2O453io557 

488,9233O34O8585 961 

De là nous pouvons conclure que d% admet pour valeur 
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approchée par défaut 488,9233o34<>8585, et que la 

limite supérieure de l'erreur est — • r io12 

X I I . Par le procédé employé au n° X L on trouve 
l'égalité 

^ \ dp+.n = a» dp -+- a'*-» Â  -h 2»~2 Ap+l H-. . . 

Si A est le nombre des cotés du polygone admettant 
pour diamètre du cercle inscrit d.pi dp+H est le diamètre 
du cercle inscrit dans le polygone dont le nombre des 
côtés est À X 2", et dont le périmètre est aussi repré-
senté par hX t)!l 0 nous pouvons en conclure, d'après 
l'égalité des rapports des périmètres de deux polygones 
réguliers d'un même nombre de côtés à celui des dia-
mètres des cercles qui leur sont respectivement inscrits, 

que est le diamètre du cercle inscrit, dans le 

polygone régulier dont le nombre des côtés est k X 2" 
et dont le périmètre est A. 

Divisant les deux membres de la dernière égalité (1) 
par 2W, on en déduit 

dp+n . 1 x - 1 x 1 \ 
— Ci!)~r' â 22 ^/H-l"*". • • + 

On trouve de même, pour le diamètre du cercle cir-
conscrit au même polygone, 

I)/M„ _ j 1 , 1 . , 1 A , 1 x ___ _ _ ^p -r- — -+-. • — *p+n-1 ^ ±p+n> 

On voit facilement, d'après ces égalités, que 

croit avec tandis que décroit dans les mêmes 

circonstances, tout en restant supérieur à d'une 
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quantité qui a pour limite zéro quand a augmente indé-

finiment \ du reste, et — c o m p r e n n e n t entre eux 

le diamètre de la circonférence dont la longueur est A•; 

on peut donc considérer le diamètre de cette circonfé-

rence dont la longueur est A comme la limite vers la-

quelle tend quand n augmente au delà de toute li-

mite, et nous poserons 

6 - l im ^ . 

XII I . D'après les inégalités établies au n" VI, nous 
pouvons écrire 

\P — A Y, = AY,, 

> AN O A/; <C AP-M "C \ A;; 2 P 8 " V \ 2 

yH-i —^A -̂t-t <C Ap+2 
1 \ 1 A 3 ^ \ ^ y \ 
2 8 p + 2 ^ •sp-+3 2 ^P+li 

\ JL A3 ^ \ ^ 1 A 2 /̂>-+-«—2 8 ^p+n- 2 ^ p̂+n — 1 \ 2 p̂+n—li 
1 = ° — 2 ^p+n—1—{^+«-1' 

Multiplions les nombres écrits dans chaque ligne ho-
rizontale par une puissance de ^ dont l'exposant soit 
égal au rang de la ligne correspondante, et ajoutons 
membre à membre ces deux séries d'inégalités ; on trouve, 
en posant, pour abréger, 

2 = - \p -f- — A/J+1 - h . . . -i- — A p + n - h 

1 A , 1 V r K v ^ v / ' v , ! V 1 A 

Observons actuellement que les termes contenus dans 
la parenthèse qui donne la valeur de sont, toujours 
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d'après les inégalités du n° VI, respectivement moindres 
que les termes de même rang de la progression géo-
métrique décroissante 

1 A3 1 _L \3 — 1 

i ï x (a*)' ^ 
l I 3 I I . 3 

il en résultera que est inférieur au| de la limite de la 
somme des termes de cette progression, soit à 

Dès lors, remplaçant S' par une quantité plus grande, 
nous aurons 

1 -

< - < - 7 - — 

ou 

1 \ 1 \ ^ 3 V 1 A L_A ^ « 

Ces inégalités, ayant lieu quel que soit auront lieu si 
on le lait croître au de là de toute limite, et comme, dans 
ces conditions, 

l i m S = 6 — dp, l im Ap+zj-j = o, 

nous trouverons par cette hypothèse 

- A„ ^ < - Ap, 
2 ' 2 X ( 2+ — I ) 4 2 ' 

d'où 
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Ou peut donc accepter comme valeur approchée par 
excès du diamètre de la circonférence dont la longueur 
est k 

ri -4- - \ 

> 2 A3 

et comme limite de Terreur commise ^ • 

XIV. Nous reportant au n° XI , le nombre des côtés 
du polygone régulier, dont le cercle inscrit admet pour 
diamètre d8 , est 

6 x 2® — 1536, 

nous pouvons donc déduire du numéro précédent que 

représente par excès le diamètre de la circonférence dont 
la longueur est représentée par i536. 

D'après les valeurs numériques trouvées pour c/8 et A8, 
et tenant compte des erreurs dont elles sont affectées, on 
trouve dans ce cas particulier 

0 < 488,923985179032; 

la limite de Terreur commise sur 6 est 

Le quotient à moins de ^ ^ P a r défaut de i536 par 

488,923985179032 
est 

3,141592653585. 

On peut prendre pour limite de Terreur commise sur 
i . 3,2 x 1 o37 ^ 1 • Je quotient < ~ ? d ou 

1 488,9 x 1012 ^ io1-

3 ,141592653585 < T: < 3.1415926 >3 >93. 



( 3o ) 

3 , 141 592653593 est donc approché de ~ à moins de 

sans qu'on connaisse le sens de l'approximation. 

On trouverait i en divisant H par 1536. 

¡VOTE SUR LA DÉCOMPOSITION D'UNE FORME QUADRATIQUE 
A / / / VARIABLES EN UNE SOMME DE m - n CARRÉS; 

PAR M. B E N O I T . 

On sait que, pour exprimer qu'une forme quadratique 
à m variables peut se décomposer en une somme de 
m — 11 carrés, il faut écrire que tous les déterminants 
mineurs de Tordre n — 1 de son discriminant sont nuls*, 
mais les équations ainsi obtenues 11e sont pas distinctes : 
je vais chercher quelles sont celles d'entre elles dont 
les autres sont des conséquences. 

Soit d'abord le déterminant 

. . . a'{' 

. . . a? 

Considérons l'un des mineurs de l'ordre n différent 
de zéro, soit 

o. 
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et formons le déterminant suivant 

a i " m—n 

dans lequel i et j peuvent prendre les n valeurs 
m — n -+- i , . . . , m. 

Posons 
D m-,i + l ; : O, DJ Dm _ y = 

Je dis qu'il résulte de ces équations que tous les mineurs 
de l'ordre n — i de A formés au moyen des éléments des 
m — n premières lignes et de la ligne de rang j sont 
nuls. En eiFet, désignons par A<, Ai,, . . . , AJW_W, A'; les 
coefficients des éléments a\, . . . , alm_rn ci) du déve-
loppement de par rapport à la dernière colonne, et 
soit 

l'une quelconque des colonnes des déterminants en 
question, p pouvant prendre toutes les valeurs suivantes 
1 , 2 , . . . , m. On aura, quel que soit p, 

A'i -+- A'2 + . . . -f- A a f n _ n -4- Aj aj = o ; 

car le premier membre de cette équation n'est autre chose 
que le déterminant Dy, où la dernière colonne est rem-
placée par celle que nous avons considérée plus haut. 
Pour les valeurs de p plus petites que m — n ou égales à 
m — //, ce déterminant est nul, puisqu'il a deux co-
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Ionncs identiques, et, pour les valeurs de p supérieures 
à m — /z, il est encore nul, puisqu'il est alors égal au 
premier membre de l'une de nos équations. 

Si maintenant nous donnons à p les m — n H- 1 valeurs 
correspondant aux rangs des colonnes de l'un quelconque 
des mineurs de l'ordre n — i formés au moyen des élé-
ments des m — n premières lignes et de celle de rang y, 
nous obtiendrons m — n-f- 1 équations linéaires et ho-
mogènes par rapport aux m — n -f- i quantités A ' , . . . , 

A'7 dont l'une au moins A y, qui est égale à S, est 
dillérente de zéro} leur déterminant, qui n'est autre 
chose que l'un des mineurs considérés, est donc nul. 
Ainsi donc tous ces mineurs sont nuls. 

En donnant successivement à y les valeurs ni—n-h i , ..., 
m, on est amené à poser les n- équations suivantes 

rw/i-w+i — n rwH--//+2 — n r)/;i.-/f — n m-n-M — X J m-n-¥\ — • • • •> y ' n i - n 4-1 — 
l y n - n M ( ) \\m-n _ 0  l*/n--nJr i — u i ? • • "> Î J m—n + Z — y-'"> 

? • ? • • • i 
| ) / / / - « + l „ Q r y n - n __ ( ) tn-n. — ui i ' ' • i ^ m—il — K}i 

et il en résulte que tous les mineurs de l'ordre n — i de 
A formés des éléments des m — n premières lignes aux-
quelles on joint successivement l'une quelconque des 
suivantes sont nuls. 

En général, tous les mineurs de l'ordre n — i de A 
sont nuls sans exception. Si, en eifet, nous considérons 
l'une quelconque des combinaisons des m colonnes 
ni — n H- i à m -— n -f- i , les mineurs de l'ordre n — i 
formés en prenant les m — n premières lignes de ces co-
lonnes successivement avec les suivantes sont nuls, ainsi 
que nous l'avons reconnu précédemment, et si, dans 
chaque combinaison des colonnes, l'un des mineurs de 
Tordre n formé au moyen des éléments des m — n pre-
mières lignes n'est pas nul, en raisonnant par rapport 
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aux colonnes, comme nous l'avons fait par rapport aux 
lignes, nous démontrerons que, dans chaque combi-
naison des colonnes, tous les mineurs de l'ordre n — i 
sont nuls; donc tous les mineurs de l'ordre n — i de A 
sont nuls. 

Examinons maintenant le cas où A est le discriminant 
d'une forme quadratique à m variables. 11 est alors sy-
métrique par rapport à la diagonale si l'un des 
mineurs de l'ordre n ayant ses éléments symétrique-
ment disposés par rapport à cette diagonale n'est pas 
nul, on pourra l'amener à la place du déterminant o sans 
détruire la symétrie. Celles des équations (t) qui sont 
symétriques par rapport à la diagonale ont 
leurs premiers membres identiques à cause de la sy-
métrie du déterminant A; ces équations se réduiront 
donc aux suivantes : 

iy«--«-*-1 _ 0 n / « - / / . + 2 _ r ) rw/?-« __ f u /n - n +i — u/n~/i+ i — • • • i i Jm-n+1 — 
jyn-// + 2 — () \yn-n _ .. 

Leur nombre est égal à 

j -f- 2 -1- 3 /i 

En vertu de ces équations, tous les mineurs de 
l'ordre n — 1 de A seront nuls si, dans chacune des 
combinaisons des m colonnes ni — n 4- 1 à m — n -f- 1, 
l'un des mineurs de l'ordre n compris dans les m — n 
premières lignes n'est pas nul. 

Prenons, comme exemple, le polynôme suivant 

l A — S)ar* -f- ( A ' - S ) j 2 ( A " — S 2 B yz -+- 2 B'xz -h 2 B "xy\ 

Ann. de Mathémat.y 3e série, t. V. (Janvier 1886.) 3 

D'"::'' - o 

n ( -h 1 ) 
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il se décomposera en un carré si tous les mineurs du 
premier ordre de son discriminant sont nuls. On a 

A - S B" B' 

A = B" A ' — S B 

B' B A" — S 

Soit À — S ^ o ; si, en outre, B"ou B' n'est pas nul, soit 
dans chaque combinaison des colonnes deux à 

deux, l'un des mineurs du second ordre compris dans la 
première ligne ne sera pas nul $ les conditions sont alors 

D| — o, D | = o, D» = O 

ou 

( n 

(ï) 

H ) 

La deuxième équation montre que B et B' sont tous 
deux difïérents de zéro ou tous deux nuls; dans le pre-
mier cas, on tirera de cette équation la valeur de S, et, 
en la reportant dans les deux autres équations, on aura 
les conditions 

A — S B" 

B" A ' -- S 

A — S B' 
= o, 

B" B 

A — S Br 

B' A"-— S 

B'B" B"B BB' 
ÏT~ ~ B7" = B^ 

dans le deuxième cas, l'équation (3) donne S = A/;, et 
l'équation ( i ) donne 



( 35 ) 
Prenons encore comme exemple le polynôme 

A ^ h- A ' j 2 -4- A"z*- -f- 2 Byz 
— ï B ' x z 4- i B " xy + 2 G J Î + 2 C'y t 2 G "z t -{- D /2 ; 

on a 
A B" B' G 
B" A' B G' 
B' B A" G" 
G G' G" D 

A = 

Pour que le polynôme se décompose en une somme 
de deux carrés, il faut que tous les mineurs du premier 
ordre de A soient nuls. Soient 

A B" 

B" A' 
et 

B' G 
B G' ^ o ; 

alors, dans chaque combinaison des colonnes trois à trois, 
l'un des mineurs du second ordre compris dans les deux 
premières lignes n'est pas nul ; les conditions seront donc 

D3 = o, D£ = o, Di = o 
ou 

A B" B' A V>" G A B" G 
B" A' B = » , B" A' g: = 0, B" A' G' 
B' B A" B' B C" G C' D 

Pour que ce même polynôme soit décomposable en un 
carré, il faut que tous les mineurs du second ordre de A 
soient nuls. 

Supposons qu'on ait A ^ o , et qu'en même temps 
deux des autres éléments de la première ligne ne soient 
pas nuls, par exemple W et B'} alors, dans chaque com-
binaison des colonnes deux à deux, les mineurs du troi-
sième ordre compris dans la première ligne ne sont pas 
tous nuls, et l'on a les conditions 

D; = o. D| = o, D| = o5 D3 = o, = DJ = o 
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A B" 

B ' A ' 

A B ' 

B ' A " 

A B ' 

B" B 

A G 

B ' G" 

= o, 

o, 

A G 

B'7 G' 

A G 

G D 

S U R UNE F O R M U L E D ' A N A L Y S E ; 
PAR M . F . G O M E S T E I X E I R A , 

Professeur à l'École polytechnique de Porto, ancien professeur 
à l'Universilé de Coimbra. 

Le but de cette Note est de démontrer le théorème 
suivant, que je crois nouveau : 

Si les fonctions f(x) etY(x) et leurs dérivées f ( x ), 
F ' ( x ) , f"{x), F''(o:), fm{x), F"{x) sont finies 
et déterminées pour toutes les valeurs de x qui sont 
comprises dans Vintervalle (x(n x ), nous avons la for-
mule 

I /(*)-A*»)-...- / ' ( a v 

\ F(x)-F(rt)-...~ (T ^ f k ( * o ) 
/ = (m —1 J 

f - ( ¿ z ^ i F - f x. ) - R- ' 
( A" -f- i ) î (n — i)î 

_ (x — 3-0 )(i - 0 OCa? — ar0)] 
r = r ^ o ' r - ' 
R ' _ ( y — x 0 ) ( i — F » [ a r 0 - f - B ( > — g0 ' )] 

(/i —i) 

0 étant compris entre o et i . 
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Pour démontrer ce théorème, considérons la fonc-

tion 

o U ) =/(*o) -f- (x - x , )/' {x0) . f((xo) 

- / ( * > _ f L n f . ( g - * ) ™ - ' f m - i ( z ) 

J v • 7 I ^ v 7 (m — i ) ! y 

- [ f U 0 ) + (a? - * 0 ) F ' (x 0 ) - h . . F * ( * a ) 
( X — z)n~l 

- F<*) - (07 - * ) F ' ( * ) . L _ _ Z - r 

f(x)-f(x0)~(x~x0)f(x0)~...--(T^Xo)t/'(x0) 
x -

En lui appliquant la formule connue 

(2) <pO) = cp(̂ 70) -h (a? — )<&'[#<> + — a?o)l, 

on trouve le résultat 

o = f{x0) + xo)f'(xo) • ^r^/'(*<>) 
/ rp T« V/l-1 

-/(*-„)- (x - *-,)/'(*,)-...- /'"-' (*„) 

l 
X 

F < * ) - F ( * 0 ) ^ F * ( * s ) 

+ _ ^ ) j _ < * • 0 ) " " V " - x o ) ] 

(x — a r 0 ) " - ' ( i— 6)"- ' ,, , J 
+ " ( n - , ) ! — * " l * o + 0 ( « - * . ] 

f{x) - / ( * , ) .<»-«'>>(«.) 

F ( * ) - F (x„ ) - . . . - F*(x» ) 
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De cette formule, 011 tire la formule ( i ) que nous vou-
lions démontrer, en supposant 

m y i -i- i, tvz k ~h i. 

I. Si Ton pose, dans la formule ( i ) , 

F(x) = (x— x0 )", k = n— i, £ = m—i, 

et, par conséquent, 

F(.r 0 ) = o, F'(a70) = o, F"-i(x0) = o, 

F"(a?0) = F w [ 0 ( j ? — a?0) 1 = « ! , 
on a 

(a? — a?0)'* 

= ( n ~ 1 ( x ~ y n ( 1 ~~ ° ) m - i / m [x0-rti(x-x0)\ 
ni (m — i)l(x — x0)'l(i — 0)"-i Fn[x0-h 6(a? — x0)\ 

et, par conséquent 

(x — x0y»(j — 0 ) ' « - « 

( np np \m— 1 

V v • 

( m — I ) ! /& 

On obtient ainsi donc la formule de Taylor avec l'ex-
pression du reste de MM. Schlomich et Roche. 

IL Si l'on pose, dans la formule ( i ) , i — k = n— i , 
on trouve 

( / i — i ) ! 
f(x) .. 

^ /"[gn + b(x — x0)\ 
F" [XQ-T- b(x — xQ)]' 

On peut voir cette formule dans le Cours de Calcul 
infinitésimal de M. Hoïiel, où elle est démontrée au 
moyen d'intégrations. 
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III. Si l'on a 

f ( x o) = o , f \ x o) = o, / « - i ( d ? 0 ) . = o , 

F'(<r0) = O j F " ( . r 0 ) = o, . . . , F « - i < > 0 ) = o,. 

il vient la formule Lien connue 

f ( x ) —/(xp) = 0 ( . r — y 0 ) ] ^ 

SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA OUADRATRICE; 
PAR M . G . F O U R E T . 

1. Les courbes dont l'équation polaire est de la 
forme 

sont intimement liées à la Quadratrice de Dino-
strate ( ' ), qui correspond au cas particulier où a est nul. 
Le mode de description mécanique de ces courbes, qui 
résulte immédiatement de leur équation, est analogue 
de tout point à celui par lequel les géomètres anciens 
définissaient la quadratrice. Une analogie plus remar-
quable encore réside dans ce fait que ces courbes peuvent 
être considérées comme les projections orthogonales 

( ' ) Cette courbe est célèbre à plus d'un titre : on sait notamment 
que les Anciens la faisaient servir à une prétendue solution des 
problèmes de la quadrature du cercle et de la trisection de l'angle. 
Il est très présumable, et M. Paul Tannery a ajouté dans ces der-
niers temps ( B u l l e t i n des Sciences mathématiques, 2e série, t. VII, 
p. 278) un nouveau degré de probabilité à cette opinion, que la 
quadratrice est, parmi les courbes transcendantes, la plus ancienne-
ment connue. 
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des sections planes d'une même surface de vis à filet 
carréy arbitrairement choisie, sur un plan perpendicu-
laire à l'axe de cette surface. 

Conformé ment à un théorème bien connu du à Pappus, 
on obtient une quadratrice proprement dite, lorsque le 
plan sécant passe par une des génératrices rectilignes de 
la surface de vis. 

La généralisation que je viens d'indiquer du théorème 
de Pappus avait déjà été signalée par Chasles, dans une 
note au bas de la page 3 2 de Y A perçu historique (2e édi-
tion), sauf une légère erreur consistant à assimiler la 
courbe obtenue à une conchoïde de la quadratrice ordi-
naire. Il m'a paru de quelque intérêt de rectifier l'énoncé 
donné par l'illustre géomètre et d'établir, par la dé-
monstration simple qui va suivre, le résultat exact. 

2. La figure étant rapportée à deux plans de projec-
tion, l'un, le plan horizontal, perpendiculaire à l'axe de 
la surface de vis, et contenant une génératrice parallèle 
au plan (P) de la section, l'autre vertical et perpendi-
culaire à ce plan (P) , cherchons l'équation polaire de 
la projection horizontale de la courbe de section, en 
prenant pour pôle le pied O de l'axe de la surface, et 
pour axe polaire la génératrice O.r perpendiculaire à la 
ligne de terre. 

Soient i l'angle du plan ( P ) avec le plan horizontal, 
h le pas de la surface de vis, et k la cote O'O" du point 
( 0 , 0 / ; ) d'intersection du plan (P)avec l'axe de la sur-
face. Imaginons un plan horizontal quelconque rencon-
trant l'axe au point (O, 0;//) ; il coupe la surface de vis 
suivant une génératrice dont la projection horizontale 
OG passe par le pied de l'axe, et le plan (P) suivant une 
perpendiculaire au plan vertical sur laquelle on obtient 
immédiatement un point (M, M') de la courbe de section. 
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Posons OM == p et M O x = a>. On a 

0"'M' = O"O'" x cot i = ( O' O'" — O'O") cot i = ^ ^ — /r̂  col t. 

Mais, MN étant la perpendiculaire abaissée de M 
sur Ox, on a d'autre part 

OwM' = \M = p sinw; 

on en conclut 
( hiù 

p sinco = ( — - — k\ coW, 

ou bien 

( 0 
to — a 

( 0 p = a — ( 0 sintu 

en posant 

h cot i a = 
2 7Z 

(3) 
k 

(3) a — 271 T • h 

On retrouve ainsi l'équation de la quadratrice gé-
néralisée, qui devient la quadratrice elle-même, dans 
l'hypothèse où a, c'est-à-dire A, est nul, ce qui revient» 
supposer que le plan passe par une génératrice de la 
surface (1 ). 

3. Il est à remarquer qu'en coupant une surface de 
vis à filet carré arbitrairement choisie par des plans de 
position et d'inclinaison variables, on peut obtenir toutes 
les courbes que donne l'équation ( i ) , quand on y fait 
varier à volonté les paramètres a et a. Cela résulte de 
ce que, pour une valeur donnée de on peut, en vertu 

( ' ) Il est plus exact de dire que, dans ce cas, la courbe de section 
se décompose en deux parties : la génératrice contenue dans le plan 
sécant, et une courbe qui se projette suivant la quadratrice. 
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des relations (2 ) et (3 ), choisir i etk, de manière à avoir 
pour CL et OL telles valeurs que Ton veut. 

On peut remarquer encore que les divers plans pas-
sant par une même droite perpendiculaire à l'axe de la 
surface de vis fournissent un système simplement infini 
de courbes défini par l'équation (1), dans laquelle a 
varie seul, a restant constant. On obtient le système 
simplement infini répondant au cas où a varie seul, 
a restant constant, en coupant la surface de vis par une 
série de plâns parallèles. 

4. On pourrait construire la tangente en un point 
quelconque de la quadratrice généralisée, soit en s'ap-
puyant sur son mode de génération mécanique et se 
servant de la méthode de Roberval, soit en la faisant dé-
river, comme on vient de le voir, de la surface de vis à 
lilet carré et appliquant les procédés de la Géométrie 
descriptive. Mais 011 arrive à une construction plus 
simple, de la manière suivante. 

Portons sur la partie positive de l'axe polaire O x , un 
segment O A = a, et supposons construite la courbe in-
verse de la courbe (1), en prenant le point O comme pôle 
et a 1 comme paramètre delà transformation. L'équation 
de cette courbe inverse étant, par suite, 

l'angle V, formé par la tangente en un point quel-
conque M^ de cette dernière courbe ), avec le rayon 

( ' ) Cette courbe est la projection, sur un plan perpendiculaire à 
l 'axe, d'une surface de vis à filet carré, de la courbe d'ombre de 
cette surface éclairée par des rayons convergents ( N o u v e l l e s An-

nales, 2e série, t. X I X , p. 3 3 ) . 
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vecteur qui y aboutit, est donné par la relation 

pi a s i n o u 
t a n g V = 

° pt a c o s w — p i 

Or, P étant la projection de A sur OM|, on a 

a s i n i o = P A , a c o s a > = O P , a cos to — p t = P M ^ 

d'où l'on conclut que P angle V est égal à l'angle AM, P, 
et par suite que la tangente en MH à la courbe (4 ) passe 
par le point I symétrique de A par rapport à OM, ( 1 ). 

Cela posé, l'inversion qui nous fait passer de la 
courbe (4) à la courbe ( i ) transforme la tangente M, I en 
une circonférence qui touche la courbe ( i ) au point M 
inverse de M,, et qui contient les points O et I, ce der-
nier point n'étant pas atteint par la transformation, 
puisque l'on a 

0 1 = O A = a. 

Mais l'angle OIM est inscrit dans un segment capable 
de l'angle formé par le rayon vecteur OM et la tangente 
en M à la courbe ( i ) dirigée dans le sens où croît l'angle 

polaire. D'ailleurs les angles OIM et ÔAM sont égaux, 
étant symétriques par rapport à OM. 

Par suite, la tangente à la quadratrice ordinaire ou 
généralisée, en un point quelconque, fait, avec le rayon 
vecteur qui y aboutit, un angle égal à celui sous lequel 
ce rayon vecteur est vu d'un certain point fixe. 

0 ) Cette construction a déjà été obtenue précédemment, comme 
cas particulier d'un problème plus général ( l o c . cit., p. 35) . 
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LE DÉTERMINANT DE SMITH ET MANSION ; 
PAR M . ERNEST C E S A R O . 

1. Soit F ( i , j) une fonction quelconque du plus 
grand commun diviseur de i et j. M. Smitli a trouvé la 
valeur du déterminant 

F ( i , i ) F ( i , a ) F(I ,3 ) 
F(a , i ) F (2,2) F ( 2,3 ) 
F (3 , i ) F ( 3,2 ) F ( 3,3 ) 

F ( n , i ) F (n ,2 ) F(/i,3) 

F(i ,/0 
F (a ,n ) 
F(3,/i) 

F(/i,/¿) 

M. Mansión a dans le cas particulier de F ( . r ) = . r 
donné, ensuite, l'expression générale de D. Ayant ima-
giné une fonction^, telle que l'on ait, pour toute valeur 
d e x, 

où a, ¿>, c, . . . sont les diviseurs de x , M. Mansión a 
trouvé 

( 0 D = / ( i ) / ( a ) / ( 3 ) . . . / ( * ) . 

Soit ¡¿(.r) une fonction généralement nulle, mais 
égale à ( — i)T lorsque x est le produit de t facteurs pre-
miers, inégaux. Si la fonction F est donnée et si Ton veut 
connaître y , on a la formule 

(2) / ( ^ ) = l x ( ? ) F ( 0 + f i ^ ) F ( a ) - f - l x ( | ) F ( 3 ) - r . . . . 

2 . Les études des géomètres sur le déterminant D se 
bornent à la formule ( i ) . Dans l'article Determinanti in 
Aritmetica, inséré au Journal de Battaglini (1885) , 
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nous avons fait connaître d'autres résultats, et, en par-
ticulier, nous avons démontré que le complément algé-
brique de l'élément F ( i , j) est donné par la formule 

(3) 
V̂ : 1 

et nous en avons déduit que A¿yj est nul lorsque le quo-
tient du plus petit commun multiple par le plus grand 
commun diviseur de i et j admet des facteurs carrés. 

3. En nous aidant des relations qui précèdent, nous 
allons chercher la valeur du déterminant 

G G ( i ) G u ) . . G ( n ) 

G ( i ) 0 F ( I , 2 ) . . F ( i, n ) 

A G ( 2 ) F ( a , i) . F (i,n) 

G(n) F (/i, i) F(/l, '2) .. , . F ( n , n ) 

que nous écrirons, sous forme abrégée, comme il suit : 

G G ( i ) j; 

G (J) F (i, j) Î|„ " 
A ^ 

Il est évident que 

a = C D - 2 G (i) G (y) A, y, 

i et j variant séparément de i à n. On a donc, en vertu 
de ( 3 ) et en supposant, pour simplifier, C = o, 

A = -

v —. 1 ' i, i ' 

Or il est clair que 
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cl, par suite, si l'on imagine une fonction g, qui se dé-
duise de G, comme la fonction f a été déduite de F , on 
peut écrire, en ayant égard h (2) , 

V —n 

v = 1 

Par exemple, 

I Wy) 1« ' 

Autre exemple : Si F ( . r ) est le nombre des diviseurs 
de .r, et G(x) le nombre des diviseurs premiers de x , ' l e 
déterminant 

|! o G (i) jj 
Il G (y .) F ( £ , y ) i u 

représente, en valeur absolue, la totalité des nombres 
premiers, non supérieurs ci n. 

4. Cherchons, de môme, la valeur du déterminant 

V = 
o G(0 

G (y) 

La considération du déterminant réciproque de D con-
duit immédiatement à la formule 

/ 

Ordonnons le second membre par rapport à la fonc-
tion f . Il est clair que l'on trouve J'(v) pour les couples 
de valeurs de i et y, choisies parmi les multiples de v, 
11011 supérieurs à n. Conséquernment 

v r : « 

D " 2 2 [/>') j G ( V ') -f- G( 2V ) + . . G ( v) |2] . V = 
v = 1 
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Par exemple, pour G(.z) = i , on trouve 

v = n 
v = - D » - * 2 [ 2 ] V ( v ) . 

V = 1 

Si l'on imagine une fonction F 0 , de'finie par la rela-
tion 

a . b c 

on obtient définitivement 
v=n 

* A ' . = - I / ( i ) / ( a ) - / ( » ) ] » ^ 2 j a v F , ( v ) - F ( v ) j . 
1 V — J 

Comme dernier exemple, faisons G (a?) = x , de sorte 
que 

V =-
V = n 

D « - 2 ^ - R A? "1 2 I R 77 1 Ì2 

Après quelques transformations simples, on obtient 
V n 

= - [ / ( 0 / ( a ) • • • / ( " ) ] » - * 2 V*F«<V>-
O 7 

/ A*\y 

CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une Lettre de M. le Dr Louis Saalschutz, 
professeur extraord. de V Université de Königsberg. 

Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. IV, 
3e série, p. se trouve un petit Mémoire de M. Her-
mite sur une identité trigonométrique, dans lequel le 
grand analyste démontre un résultat de M. Glaisher en 
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lui donnant en même temps une plus grande extension. 
Mais la formule employée par M. Hermite, dont l'origine 
est due à Cauehy, permet d'ajouter une autre relation 
trigonométrique encore inconnue, comme je le crois. 

Soit donc 

si 11 ( x — h, ) sîn ( x — b* ). . . si n ( x — b„ ) ^ 
t \ x ' s i n ( . r — « t )s in(a? — a 2 ) » - « s i n ( ^ — a-nV 

d'où l'on tire, en faisant ; = elx ^ q2 =z t, 

{ 1 ' * J ) ~~ • ' — (te «i' — ea^){te-aJ—ea A)...{te ' 

Maintenant la formule connue de Caucliy énonce 

(3) !<{*)= > res — 1 . / dz, - > ¿d t — Z IT.lJ z—t 

l'intégrale prise autour d'une assez grande partie du 
plan enfermant au moins tous les points où F ( s ) de-
vient infini et dont la circonférence est fermée par une 
courbe quelconque. Mais, si nous posons 

nous pouvons écrire 

F(z) _ (ze~hei>s)(ze-(>J— e^'). . .(^r'v- eb»< ) 
U ) ~ {z - t)(z — «,)(* - cc2). . - a „) ' 

et le résidu de cette fonction correspondant au pôle 

z = a, c'est-à-dire le coefficient de — - — près de z = a. Z OCj 1 1 ' 
se trouve 

(«! — /)( ai — a2)(a!— a3 )...(<*! — xn) 

ou, en multipliant le numérateur et le dénominateur 
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par 

I (gia^—b^i (a ,— b^i ^ t .( ç — \ax—bn)l ^ 

1 s i n ( a } — 6 t ) s i n ( a i — b 2 ). . . s i n ( a 1 — b„) o.ia 
\ s i n ( a ! — a-i) s i n — a5). . . s i n — atl) o^ — t 

En conséquence de cette expression et des expressions 
pareilles pour eu, a;), . . . , 011 trouve la somme des 

résidus de si l'on désigne, pour abréger, 

sin ( ax — bx ) sin ( a.2 — b2 ). . . sin ( a{ — bn) 
— a2 ) s i n ( « ] — «3 ). . . sin ( ax — d 11 ) 

sin ( « 2 — b l ) s i n ( « 0 — M . . . sin ( a2 — bn) 
sin ( a2 — a 1) s i n ( « 2 — «3J. . . s i n ( a 2 — <*n) 

F ( £ ) __ ^ V A1 Ao a 2 

p a r A 1 ? 

p a r A 2 , 

- V a , - / ' 

Considérons maintenant l'intégrale de la formule ( 3 ) 

- f i 
F (z) 

dz. 

Par la substitution qui suppose la circonférence comme 
cercle 

et, en prenant R très grand, il résulte de la formule (2) 

ç—{bi+-b,l-1-.. h-bn)i 
^ ' g—(«1-̂ -a2̂ -...-f-tí,l// 

et , puisque la quantité t peut être supprimée en face de 
on a 

dz 
— ~ 1 do, 
z ' ' 

et, par là, en intégrant autour du cercle ayant le 
Ann. de Mothémat3* série, t. V (Janvier 1886). 4 
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r a y o n R, 

r^Viz^f/z . . , . . . 
( 7 ; Y = ! — 'y, it:] cos ( s) / sin {s j|, 

« u 

où s est écrit au lien de 

( (l ] —I— ((2 —!— • • • I- an — b\ —- />2 — • « •— l>n )• 

En combinant les formules (6) et ( - ) , nous recevons 
de ( 3 ) 

( F ( < ) = _ . , { - / A l £ L + A l î i 
( S ) 1-1 - ' a« .— / / 

' -(-cos(sJ + is in(s) . 

Mais 

d'où l'on conclut facilement, en multipliant le numéra-
teur et le dénominateur par — 

de même 
a2 i 

i — i cot a.2 — x ) a, — t 

Par cela, il vient de (7 ) 

/ F ( j f ) — /(>) = — A j cot(«! — x) — Ao c o t ( a 2 — x ) — • • • 

(9) — A „ CO t ( Cl u x ) -h cos (s) 
( — / [ A ! -4- A 2 - + - . . . -T- A „ — sin ( 5 )] ; 

ce qui donne, si l'on sépare ce qui est réel de ce qui 
est imaginaire, 

' s in(r/!—¿> t )s in(ai—b- 2 ) . . . sin(a 1 — bn) 
| sin ( a{ — a* ) sin ( — az ) . . . si 11 (ax — an) + 

(10) • _ s i n Q , , — bï ) s in(an — b2). . . s in(a„ — bn) 
I sin(an—a1)sin(a,|.— «2 ). . . s i n ( « „ — cin-\) 

= sin («j -t- îï2 -+- an — b{ — b2 —. . .— bn), 
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ce qui est la formule de M. Hermite, et encore 

sin (a? — bx ) sin(.^r — b2).. . sin (x — bn) 

I sin( x — ax ) sin(.r — a2).. . sin(.r — an) 

I = s in(a*~~ • s i n ( y a i ^ b n \ 0 i ( x g \ 
1 s i n ( a 1 — a 2 ) . . . sinCaj — an) ^ 17 

, . s i n ( a 2 — bi).m. s in(a 2 — bn) (II) \ H —, r ; ^COt(# — a2) 
s i n ( a 2 — « i ) . . . s in(a 2 — 

<19.) 

s m ( « „ — bx). . . s i n ( « „ — bn) 
- - — r—. cot (a? — an) 

-f- cos ( ai -f- a2 -4-. . . -h an — bx — b2 —. . . — bn ), 

ce qui est la formule annoncée. 
Soient, pour spécialiser cette formule (i i), 

Alors d'elle sortira 

(—i')n cot (a? — af)... cot(x — au) 
= (— i ) / i [ c o t ( a 1 — a2).. . c o t ( a t — an) c o t ( # — ) - h . . . 

-H o,ol(an— ai)... cot (atl — a^) cot(x — an)] -+- cos (^n ^ 

ou, en faisant x — 

i c o t ( a 0 — a 1 ) c o t ( a 0 — a 2 ) . . . cot(a0 — an) 

} -+- co t (a ! — a0) co t ( a l — a 2 ) . . . co t (a 1 — an)-h... 

I -h cot(afl—a0) cot(an—ai)... c o t ( a t l — a n - x ) = cos 0 « 

c'est-à-dire 
o si n est impair, 

n 
( — t) 2 si n est pair. 

Mettons, dans la formule (M) , 7 — x au lieu de x\ 
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( 13 ) 

c o s ( x -i- bx ) c o s ( x -h b-i ) . . . c o s ( x -+- b ft ) 

c o s ( x -F- d\ ) c o s ( x -t- a2 ). . . C O S ( J + an ) 

sin ( a i — ¿ > 1 ) . . . s i n ( a ! — b „ ) _ _ — — i / _ _ • tan<r(.r -f- aA ) 
sm ( ct \ — a2)...sin(al — an) 

si n ( a2 — bi). . . sin ( a 2 — b n ) 
-l- . f r-7 ( tang(x -H a2) 

sin(r / - 2 — ) . . . s i n ( < 7 2 — a n ) 

s i n ( « „ — bx ) . . . s i n ( « „ — bn) 
-+- ^—r -- :— tan£(x an) 

sin ( an — ai)... sin ( an — atl_x ) 

-4- c o s ( a ! - h « 2 - r - . . . -4- an — b} — b2 —. . bn). 

Si nous écrivons enfin, clans cette formule, — -
7 1 r r 

a2 b\ b2 7 7 1 y . . . pour x, aK, a . . . , oK, ¿>2, . . . , le 
nombre r croissant jusqu'à l'infini, elle produira 

( a | - f t t ) ( a , - & , ) . . . ( « , - M 

( « i — a 2 ) ( « i — « 3 ) . • — « « ) 

(«»— ffl,)(a2—a3)...(a,— a„)K 2A " 

( i i ) { ( i i/ i-a1)(«/ i-«2) . • •(««- «vi--i) 

-4- ( a 2 — ¿>2 ) ( « 2 •+• b2-\- 1 ) 

-n- (an— bn)(an -+- ¿„-f- ->.jr) 

\ -H [ O I — / ^ O - I - C ^ — ¿>2) -4-. . 6 „ ) 1 2 J . 

Voilà une formule algébrique qui contient deux rela-
tions en comparant les coefficients de a:0 et de x . En 
appliquant la même méthode aux formules (i i) et (12), 
il en sortira des identités eulériennes très connues. 
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BIBLIOGRAPHIE. 

E X E R C I C E S D E G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E ET DE G É O M É T R I E 

S U P É R I E U R E , à l'usage des candidats aux Ecoles Poly-
technique et INormale et à l'Agrégation, par J. 
Kœhler, ancien Répétiteur à l'Ecole Polytechnique 
et ancien Directeur des Etudes à l'Ecole préparatoire 
de Sainte-Barbe. Questions et solutions ; première 
Partie : Géométrie plane, i vol. in-8° de vi-347 pages, 
avec figures dans le texte. Paris, Gauthier-Villars, 1886. 
Prix : qfl . 

Il est inutile d'insister ici sur l'importance du rôle que 
jouent les Exercices dans l'enseignement des Mathématiques. 
Cette importance est manifeste. Les Exercices ne sont pas 
seulement un complément utile, mais véritablement une partie 
intégrante de l'enseignement, sans laquelle le reste n'est que 
lettre morte. Ils doivent entrer pour une part égale à celle de 
la théorie dans les Cours de Mathématiques, comme cela, d'ail-
leurs, a lieu dans les examens. 

Les Ouvrages didactiques offrent bien, en général, en fin de 
Chapitres, des Recueils d'exercices; mais ils se bornent, sauf 
pour de rares exemples, à en donner les énoncés. 

Aussi a-t-on dès longtemps reconnu la nécessité d'avoir des 
Ouvrages spéciaux consacrés aux seuls exercices, et où les so-
lutions se trouvent développées. 

On en possède d'excellents relatifs aux Mathématiques élé-
mentaires ( Desboves, Frères de la Doctrine chrétienne, etc.), 
au Calcul différentiel et intégral (Frenet, Tisserand, Villié, etc.), 
à la Mécanique (P. Jullien, de Saint-Germain, etc.), à la Phy-
sique même (Chevallier etMiintz, Edme Jacquier, etc.); mais il 
faut avouer qu'en ce qui concerne les Mathématiques spéciales 
notre littérature mathématique française présentait une lacune. 
Cette lacune, un professeur distingué, auquel une longue ex-
périence de l'enseignement avait signalé ce desideratum, 
M. Kœhler, vient de la combler. 
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M. Kœhler nous offre un Recueil d'exercices de Géométrie ana-

lytique et de Géométrie supérieure en deux Volumes. Le tome I, 
consacré à la Géométrie plane, vient de paraître. Le tome II, 
réservé à la Géométrie de l'espace, ne tardera pas à le suivre. 

Bien qu'on ne puisse encore juger de l'œuvre que par sa pre-
mière moitié, on peut dès à présent émettre à son endroit l 'o-
pinion la plus favorable. Cette première Partie constitue, en 
effet, déjà, à elle seule, un Ouvrage fort important et fort bien 
fait. 

L'auteur ne s'est point astreint à suivre, dans la rédaction de 
son livre, les programmes officiels : il s'est attaché aux théories 
qui lui ont semblé présenter le plus d'intérêt au point de vue 
géométrique, à celles qui se prêtent aux développements les 
plus nombreux et les plus attrayants; il a particulièrement in-
sisté sur celles que l'enseignement classique, limité par les pro-
grammes officiels, doit forcément un peu délaisser et qui pour-
tant sont aujourd'hui de la plus haute importance en Géométrie. 

Le Chapitre l e s t consacré aux cercles et s}rstèmes de cercles. 
\ous y remarquons des problèmes intéressants sur les quadri-
latères cl les triangles à la fois inscrits dans un cercle et cir-
conscrits à un autre cercle. 

Le Chapitre II renferme des problèmes sur les coniques 
(propriétés des tangentes, pôles et polaires, diamètres, tri-
angles inscrits et circonscrits, foyers, etc.). 

Le Chapitre IV est également relatif aux coniques; mais les 
problèmes traités ici se rapportent aux normales et aux tri-
angles à la fois inscrits dans une conique et circonscrits à une 
autre conique. On trouvera là de jolis théorèmes, démontrés 
d'une manière tout élémentaire. 

Dans les deux Chapitres précédents, l'équation des coniques 
était prise sous forme réduite. Au Chapitre IV, l'auteur envi-
sage ces courbes comme définies par l'équation générale du 
second degré. Il détermine divers lieux géométriques qui se 
rattachent à des systèmes de coniques satisfaisant à certaines 
conditions données. C'est une catégorie de problèmes à laquelle 
appartiennent bon nombre de questions posées dans les exa-
mens. 

Le Chapitre V contient des exercices relatifs aux intersec-
tions de coniques, aux coniques tangentes et osculatrices, et 
donne lieu à la même observation que le précédent. 
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Le Chapitre VI est consacré à l'exposition d'une méthode 

importante, celle des coordonnées triiinéaires, que l'on se con-
tente d'effleurer dans les Cours et que l'auteur développe avec 
assez de détails pour que le lecteur puisse en faire une appli-
cation courante. M. Kœliler a réuni là, en ce qui concerne la 
ligne droite, le cercle et les coniques, un grand nombre de for-
mules éparses dans divers Ouvrages et qui se prêtent à la solu-
tion de bien des problêmes rebelles aux méthodes classiques. 

Dans le Chapitre VII, l'auteur donne des applications très 
nombreuses, très intéressantes, des formules générales établies 
dans le Chapitre précédent. On y trouve notamment une 
étude analytique des points et du cercle de Brocard, divers 
problèmes traités par les coordonnées tangentielles, des appli-
cations de la théorie des invariants et covariants d'un système 
de deux coniques, une étude probablement inédite d'un sys-
tème harmonique de trois coniques, etc. 

Le Chapitre \;III traite des applications de la Géométrie su-
périeure aux sections coniques.L'auteur, en cette partie de son 
Ouvrage, a pris pour guides les travaux de Chasles, Cremona, 
et, comme il nous le dit lui-même dans la Préface, les Mathe-
matical problems de Wolstcnholmc. Un appendice à ce Cha-
pitre est consacré aux triangles et polygones à la fois inscrits 
et circonscrits à des coniques. On y remarquera une démonstra-
tion nouvelle du célèbre théorème de Poncelet. 

Enfin le Chapitre IX est réservé aux courbes d'ordre supé-
rieur. 11 renferme, entre autres, des propriétés intéressantes des 
cubiques et la détermination du rayon de courbure, ainsi que 
la recherche de l'équation du cercle osculateur en coordonnées 
triiinéaires, questions qui n'avaient probablement jamais été 
traitées. 

Nous devons, faute de place, nous borner à cette rapide ana-
lyse, qui ne peut donner qu'une idée bien imparfaite de l 'Ou-
vrage. Il nous est impossible d'énumérer les sujets très nom-
breux auxquels a touché l'auteur, mais nous sommes certains 
que les personnes qui, sur ces seules indications, auraient le 
désir de connaître ce Livre en apprécieront toute la valeur et 
toute l'originalité. 

L'œuvre de M. Kœliler sera utile à la fois aux maîtres et aux 
élèves; aussi bien est-il permis d'avancer, dès aujourd'hui, 
qu'elle est destinée à devenir promptement classique. 

Nous ne t e r m i n e r o n s pas sans louer le soin m e r v e i l l e u x 
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apporté par notre grand éditeur, M. Gauthier-Villars, à l 'exé-

cution typographique de ce Volume, comme à celle d'ailleurs 

de toutes les belles publications qui sortent de ses presses. 

MAURICE D'OCAGNE. 

I N T R O D U C T I O N A L A T H É O R I E DES F O N C T I O N S D ' U N E V A -

R I A B L E ; par Jules Tanner y, Sous-Directeur des Etudes 
scientifiques à l'Ecole INormale supérieure. In-8°. 
Paris, A. Hermann, 1886. Prix : io t r. 

Quoique les vérités mathématiques se déduisent, dans un 
ordre rigoureux, d'un petit nombre de principes réputés évi-
dents, on ne parvient point à les posséder pleinement en 
commençant par ces principes, eu en suivant pas à pas les 
déductions, en allant toujours dans le même sens du connu à 
l'inconnu, sans jamais revenir en arrière sur un chemin où 
l'on n'a rien laissé d'obscur. Le sens et la portée des principes 
échappent au débutant, qui saisit mal la distinction entre ce 
qu'on lui demande d'accorder et les conséquences purement 
logiques des hypothèses ou des axiomes; parfois, la démon-
stration lui paraît plus obscure que l'énoncé ; c'est en vain 
qu'il s'attarderait dans la région des principes pour la mieux 
connaître, il faut que son esprit acquière des habitudes qu'il 
n'a pas, qu'il aille en avant, sans trop savoir ni où il va, ni d'où 
il part; il prendra confiance dans ce mode de• raisonnement 
auquel il lui faut plier son intelligence, il s'habituera aux sym-
boles et à leurs combinaisons. Revenant ensuite sur ses pas, il 
sera capable de voir, du point de départ et d'un seul coup d'œil, 
le chemin parcouru : quelques parties de la route resteront 
pour lui dans l'ombre, quelques-unes même seront peut-être 
entièrement obscures; mais d'autres sont vivement éclairées ; 
il sait nettement comment on peut aller de cette vérité à cette 
autre; il sait où il doit porter son attention; ses yeux mieux 
exercés arrivent à voir clair dans ces passages difficiles dont il 
n'aurait jamais pu se rendre maître s'il ne les avait franchis; 
il est maintenant capable d'aller plus loin ou de suivre une 
autre direction; il entre en possession de vérités nouvelles qui 
s'ajoutent aux vérités anciennes et qui les éclairent; il s'étonne 
parfois des perspectives inattendues qui s'ouvrent devant lui et 
lui laissent voir, sous un aspect nouveau, des régions qu'il 
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croyait connaître entièrement; peu à peu les ombres disparais-
sent et la beauté de la Science, si une dans sa riche diversité, 
lui apparaît avec tout son éclat. 

Ce qui se passe dans l'esprit de celui qui étudie les Mathé-
matiques n'est que l'image de ce qui s'est passé dans la création 
et l'organisation de la Science; dans ce long travail, la rigueur 
déductive n'a pas été seule à jouer un rôle. On peut raisonner 
fort bien et fort longtemps sans avancer d'un pas, et la rigueur 
n'empêche pas un raisonnement d'être inutile. Même en Mathé-
matiques, c'est souvent par des chemins peu sûrs que l'on va à 
la découverte. Avant de faire la grande route qui y mène, il 
faut connaître la contrée où l'on veut aller; c'est cette connais-
sance même qui permet de trouver les voies les plus directes; 
c'est l'expérience seule qui indique les points où il faut porter 
l'effort; ce sont les difficultés, parfois imprévues, qui se dres-
sent devant les géomètres qui les forcent à revenir au point de 
départ, à chercher une route nouvelle qui permette de tourner 
l'obstacle. S'imagine-t-on, par exemple, les inventeurs du 
Calcul différentiel et intégral s'acharnant, avant d'aller plus 
loin, sur les notions de dérivée et d'intégrale définie? Ne 
valait-il pas mieux montrer- la fécondité de ces notions, dont 
l'importance justifie le soin qu'on a mis à les éclaircir? Cette 
revision même, qu'on a faite de notre temps, l'aurait-on entre-
prise sans les questions que l'étude des fonctions et particu-
lièrement des séries trigonométriques a posées d'une manière 
inévitable? 

Pour en revenir à l'enseignement, il me semble que, dans 
notre système d'instruction, la revision des principes de l 'Ana-
lyse s'impose nécessairement comme transition entre les ma-
tières que l'on traite dans les cours de Mathématiques spéciales 
et celles que l'on étudie soit dans les Facultés, soit dans les 
Ecoles d'enseignement supérieur. A la fin de la classe de Ma-
thématiques spéciales, les élèves sont maîtres d'un nombre de 
faits mathématiques déjà considérable; ils possèdent les élé-
ments de l 'Algèbre, de la Géométrie analytique et même du 
Calcul différentiel et intégral. Un classement rigoureux de ces 
matériaux est indispensable. C'est pour faciliter ce travail, en 
ce qui concerne l'Analyse, que je me suis décidé à publier le 
présent Livre, où j'ai développé quelques leçons faites à l'Ecole 
Normale en i883. Je l'ai fait aussi élémentaire que j'ai pu, en 
m'efforçant de rapprocher les choses des principes, mais en 
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essayant toutefois d'être particulièrement utile à ceux qui 
désirent pousser leurs études mathématiques beaucoup plus 
loin que je ne prétends les conduire. 

Je n'ai eu qu'à me livrer à un travail d'arrangement et de 
rédaction : les faits mathématiques qui constituent et consti-
tueront toujours les éléments de l'Analyse étaient acquis pour 
la plupart au commencement de ce siècle ; à la vérité, bien des 
démonstrations laissaient à désirer; mais, après les exemples 
de rigueur donnés par Gauss, après les travaux de Cauchy, 
d'Abel, de Lejeune-Dirichlet, de Riemann, de M. O. Bonnet, 
de M. Heine, après l'enseignement de M. AVeierstrass, divulgué 
et développé par ses disciples, après le Mémoire de M. Darboux 
sur les fonctions discontinues, les Livres de M. Dini et de 
M. Lipschitz, il ne semble pas qu'il reste quelque chose d'es-
sentiel à élucider dans les sujets auxquels je me suis borné. 

On peut constituer entièrement l'Analyse avec la notion de 
nombre entier et les notions relatives à l'addition des nombres 
entiers; il est inutile de faire appel à aucun autre postulat, à 
aucune autre donnée de l'expérience ; la notion de l'infini, dont 
il ne faut pas faire mystère en Mathématiques, se réduit à ceci : 
après chaque nombre entier, il yen a un autre. C'est à ce point 
de vue que j'ai essayé de me placer. A la vérité, pour être 
complet, il eut. fallu reprendre la théorie des fractions; une 
fraction, du point de vue que j'indique, ne peut pas être re-
gardée comme la réunion de parties égales de l'unité; ces mots 
parties de Vunité n'ont plus de sens : une fraction est un en-
semble de deux nombres entiers, rangés dans un ordre dé-
terminé ; sur cette nouvelle espèce de nombres, il y a lieu de 
reprendre les définitions de l'égalité, de l'inégalité et des opé-
rations arithmétiques. J'aurais du aussi reprendre la théorie 
des nombres positifs et négatifs, théorie que l'on ne dégage pas 
toujours de la considération des grandeurs concrètes, et dans 
laquelle il faut encore reprendre à nouveau les définitions élé-
mentaires. Mais tout cela est facile et les développements que 
j'aurais dû donner sur ces sujets auraient allongé mon Livre et 
augmenté, sans grande utilité, la fatigue du lecteur. J'ai donc 
supposé acquise la théorie des opérations rationnelles sur les 
nombres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, et j'ai 
débuté par l'introduction des nombres irrationnels. J'ai déve-
loppé une indication donnée par M. Joseph Bertrand dans son 
excellent Traité d'Arithmétique et qui consiste à définir un 



( 5 9 ) 
nombre irrationnel en disant quels sont tous les nombres ra-

tionnels qui sont plus petits et tous ceux qui sont plus grands 

que lu i ; c'est de cette façon que les nombres irrationnels s'in-

troduisent le plus naturellement quand on traite de la mesure 

des grandeurs incommensurables avec l 'unité; j 'ai d'ailleurs 

cherché à dégager la notion de nombre irrationnel de son ori-

gine géométrique. J'ai appris, par une citation de M. G. Cantor 

( Grundlagen einer allgemeiner Mannichfalligkeitslehre, 

p. 21), que M. Dedekind avait développé la même idée dans un 

écrit intitulé Stetigkeit und irrationcile Zahlen (Brunswick , 

1872); je n'ai pas eu à ma disposition le travail de M. Dede-

kind, mais les développements d'une même idée se ressemblent 

forcément, et il y a lieu de supposer que ce qui est bon dans 

mon exposition se retrouve dans celle du géomètre allemand, 

qui a d'ailleurs bien d'autres titres de gloire. D'autres points 

de départ ont été indiqués : M. Weierstrass, qui ne craint 

pas de s'attarder sur ces matières dans un cours qui aboutit 

à l 'étude des fonctions abéliennes, considère, si mes ren-

seignements sont exacts, un nombre irrationnel comme 

la somme d'un nombre infini d'éléments rationnels, en préci-

sant toutefois avec rigueur sous quelles conditions on peut 

parler de pareilles sommes et les employer; M. Heine, dans 

le Mémoire déjà cité, Die Elemente der Functionenlehre, 

a proposé de dire qu'une suite infinie de nombres rationnels 

u\ 1
 U

I-> • • • > uJII 

a une limite lorsque, à chaque nombre rationnel positif z cor-

respond un indice n tel que la différence un+p—un soit, pour 

toutes les valeurs du nombre entier positif/), inférieure à £ en 

valeur absolue. Cette définition admise, l ' introduction des 

nombres irrationnels, comme limites de pareilles suites, ne 

souffre aucune diff iculté; c'est la marche qu'ont suivie 

MM. Lipschitz, du Bois-I\eymond, G. Cantor. Je trouve cette 

définition plus arbitraire que celle que j 'ai adoptée, qui 

permet, dès qu'un nombre irrationnel est défini, de lui donner 

sa place dans l 'échelle des nombres; cependant, comme on ne 

peut se dispenser de faire l 'étude des suites qui jouissent de 

la propriété précédente, j 'ai fait cette étude indépendam-

ment de la théorie des opérations effectuées sur les nombres 

irrationnels, en montrant comment elle permettrait de consti-

tuer cette théorie. Le lecteur ne manquera pas de remarquer 
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que mon exposition pourrait être abrégée en ne reprenant pas 
deux fois, comme j'ai fait, les choses au commencement. 

Les notions de nombre irrationnel et de limite une fois 
acquises, les éléments de la théorie des séries et des produits 
infinis ne présentent aucune difficulté; les deux façons d'intro-
duire ces notions y jouent un rôle essentiel; la seconde n'est 
d'ailleurs autre chose que le point de départ adopté par 
Cauchy, pour la théorie des séries, dans son Cours d'Analyse 
de l'Ecole royale Polytechnique, Livre qu'on peut encore 
admirer, depuis le temps où Abel disait qu'tY devait être lu 
par tout analyste qui aime la rigueur dans les recherches 
mathématiques. La notion de produit infini se relie étroite-
ment à celle de série; les deux notions, à elles deux, ne tien-
nent pas plus de place dans l'esprit qu'une seule; j'ai cru de-
voir les développer concurremment. 

Avant de parler des séries et des produits infinis dont les 
termes dépendent d'une variable, j'ai donné quelques théo-
rèmes généraux relatifs aux fonctions d'une variable; je me 
suis efforcé de préciser les définitions, d'éclaircir les notions 
de continuité, de limites supérieure et inférieure. J'ai fait grand 
usage, dans ce Chapitre et ailleurs, du beau Mémoire de 
M. Darboux Sur les fonctions discontinues. J'ai repris en-
suite les définitions des fonctions a* , Iog;r, xm\ à propos de 
la fonction a x , j 'ai reproduit la démonstration par laquelle 
Cauchy déduit la forme de cette fonction de son théorème 
d'addition. 

Dans le Chapitre suivant, je reprends la théorie des séries 
et des produits infinis; je me suis appesanti particulièrement 
sur les séries ordonnées suivant les puissances entières et posi-
tives d'une variable; à la vérité, j'ai supposé, là comme par-
tout, la variable réelle : une variable imaginaire, c'est au fond 
deux variables réelles, et je tenais à me limiter au cas d'une 
seule variable; mais l'exposition est faite de manière à per-
mettre la généralisation immédiatement et sans aucun effort; 
il n'y a, le plus souvent, qu'à mettre le mot module à la place 
des mots valeur absolue. Dans notre enseignement, on déduit 
d'habitude de la formule de Taylor les développements en 
série des fonctions trigonométriques, et l'on tire leurs déve-
loppements en produits infinis ou en séries de fractions simples 
de propositions générales appartenant à la théorie des fonc-
tions d'une variable imaginaire; il me paraît bien regrettable 
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de laisser ignorer aux étudiants les procédés si simples, si 
naturels par lesquels Euler a obtenu ces développements; ils 
deviennent tous rigoureux par l'application d'un même raison-
nement, de celui qui permet de déduire la continuité d'une 
série de l'uniformité de sa convergence. Il va sans dire que j'ai 
dû dégager la définition des fonctions circulaires de toute con-
sidération géométrique; j'ai terminé ce Chapitre en indiquant 
les propriétés les plus simples de la fonction r ( # ) , de manière 
à mettre le lecteur sur la voie du beau théorème de M. Weier-
strass sur la décomposition d'une fonction transcendante entière 
en facteurs primaires. 

J'aborde enfin les notions de dérivée et d'intégrale définie; 
mon but n'était pas d'écrire un Traité de Calcul différentiel et 
intégral; j'ai glissé sur les procédés de calcul, en insistant sur 
les théorèmes généraux. J. TANNERV. 
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Préface. 
Le présent Ouvrage traite, comme l'indique son titre, de l'Electricité en 

équilibre. Dans la pensée des Auteurs, il est destiné à établir une transition 
entre l'enseignement élémentaire et l'étude approfondie de la Science; il 
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naissances solidement établies. 
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SUR LES LIGNES DE POURSUITE; 
PAR M . E . C E S A R O . 

1. Dans les tracés graphiques, relatifs à la construc-
tion des voûtes, alors que Ton cherche à déterminer la 
poussée due à un ensemble de voussoirs, on rencontre 
une intéressante déduction de lignes, que nous voulons 
examiner de près, en nous plaçant à un point de vue 
abstrait et général. Un point M se meut, dans le plan, 
suivant une trajectoire quelconque : soit s le chemin 
parcouru depuis le point fixe A. Ayant désigné par q 
une fonction de s, déposons en chaque point M, sur 
l'élément dsy une masse qds, et appelons respectivement 
Q et M0 la résultante et le centre de gravité des masses 
appliquées le long de Parc AM. Il s'agit d'étudier les 
rapports existant entre les lignes (M) et (M 0 ) . Tout ce 
que nous allons dire s'étend, fort naturellement, aux 
lignes non planes : alors (M) doit être considérée comme 
une ligne quelconque, tracée sur la surface développable 
dont (ÎVI0) est l'arête de rebroussement \ mais, pour plus 
de simplicité, nous raisonnerons exclusivement sur des 
lignes planes. 

2. Ayant le point M0, correspondant à M, si l'on veut 
le point M'(), correspondant au point M', infiniment voisin 
de M, on sait qu'il faut prendre, sur M0M', le point qui 
partage ce segment dans le rapport q ds h Q. Il en résulte 
que M0 est constamment dirigé vers M, et que le rap-
port des vitesses des deux mobiles est 

(0 k = £ = 
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où r désigne la distance MM0. Ainsi (M 0 ) est uue ligne 
de poursuite, relativement à (M) . Il est évident, en 
outre, que, dans tout mouvement de poursuite, les deux 
trajectoires peuvent être regardées comme ayant entre 
elles des relations analogues à celles des lignes (M) , 
(Mo); car, Je rapport des vitesses étant donné, l'inté-
gration de l'égalité ( i ) fait connaître, à chaque instant, 
la valeur de la fonction Q, et, par suite, celle de la 
masse unitaire q. En d'autres termes, tout mobile, qui 
en poursuit un autre, peut être généralement considéré 
comme étant, à un moment quelconque, le centre de 
gravité du chemin parcouru par le mobile poursuivi, ce 
chemin étant supposé matérialisé suivant une certaine 
loi. 

3. Soient respectivement s0 et p0 Y angle de contin-
gence et le rayon de courbure de la ligne (M 0 ) , au 
point M0. Le triangle M 0 MM' donne 

ds r r -4- dr -+- ds0 (2) — — — , 
£0 sin(0 — s0) sinO 

0 étant 1 ̂ angle des directions suivies par les deux mo-
biles. On déduit de là 

K r d(r-hs{)) 
(3) p0= -r— , - 1 — = 00s 0. 

1 sinO ds 

Si l'on observe, en outre, que la différence 3 — eQ des 
angles de contingence, en deux points correspondants, 
n'est autre chose que c/G, on a 

(4) ' = ds p p0 

Ces formules sont suffisantes pour l'étude des lignes 
de poursuite. On peut leur adjoindre la relation 

(5) cosO = > K -4- Q -y- - , 
ds q 
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qu'il est aisé d'obtenir par une transformation simple 
de ( 3 ) . 

4. Il est vrai que, dans tout ceci, nous avons pris M'0 

entre M0 et M, ce qui caractérise le mouvement de pour-
suite, proprement dit; mais les formules précédentes 
sont évidemment applicables à un mouvement d e f u i t e , 
pourvu que l'on r e m p l a c e ^ par — ds0, dans ( i ) et ( 3 ) , 
et, par suite, que l'on change le signe de K, dans ( 2 ) 
et (4)- De plus, Q représente le supplément de l'angle 
des vitesses. Un exemple remarquable nous est fourni 
par la développée de la ligne (M) , répondant au cas 

où 0 est constamment égal à Les formules (2), ( 3 ) , 

( 4 ) , modifiées comme il vient d'être dit, donnent immé-
diatement les égalités connues 

dp 
p = r = *0i P o = p ^ . 

Puis, tenant compte de ces relations, l'égalité (1) 
donne facilement, à moins d'un facteur constant, 

ax-
r\ T P Po 

On voit par là que, dans le cas d'une développée, 
chaque élément doit être chargé proportionnellement à 
la variation subie par la courbure, le long de l'élément 
considéré. 

0. De la même trajectoire ( M ) déduisons une ligne 
de poursuite (M<), répondant à la condition, plus géné-
rale, de 0 constant. Elle est, suivant la dénomination 
proposée par Laneret, une développoïde de (M) . Au 
moyen des formules ci-dessus, on trouve immédiate-
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ment 
. ds\ 

t\ = p sin O, p sin 0 — s e o s 9, p t — p - ^ — . 

La première égalité prouve que M4 appartient à la 
circonférence décrite sur MM0 comme diamètre : ce 
théorème est dû à Réaumur. La deuxième égalité donne 
la longueur de l'arc de développoïde : rectifié sur MM*, 
il est compris entre M, et la projection, sur MM,, du 
point N, correspondant à M, sur la développante 
de (M) . Pour que la ligne ( M , ) se réduise à un point, 
il faut et il suffit que s i soit constamment nul, et, par 
suite, que l'on ait 

(6) p — scotO. 

Mais alors la ligne (M), rencontrant les rayons issus 
de M j , sous Vangle constant 0, n'est autre chose qu'une 
spirale logarithmique, de pôle M { . Il résulte qu'une 
telle courbe est caractérisée par l'équation (6) . 

6. Au moyen de la deuxième égalité, la troisième 
devient 

pi — p0 sin 0 — p cosO. 

Cette formule, due àMinich, retrouvée par M. Ha-
bicli, montre que les centres de courbure des dévelop-
poïdes appartiennent à la circonférence décrite sur le 
rayon de courbure de la développée. Ceci prouve, de 
plus, que la développoïde, sous l'angle 6, de la déve-
loppée d'une ligne quelconque, ne diffère pas de la dé-
veloppée de la développoïde, sous le même angle, de la 
ligne considérée. C'est là un cas particulier du théorème 
de Lancret, d'après lequel on peut, dans la recherche 
des développoïdes successives, sous différents angles, 
d'une ligne donnée, intervertir l'ordre des déductions, 
sans altérer la dernière développoïde. 
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7. Lorsque la ligne (M) est donnée par son équation 

intrinsèque 
F ( p , i ) = o , 

on a l'équation de sa développoïde, so-us l'angle 0, en 
éliminant p et s entre l'égalité qui précède et les éga-
lités 

do 
pl = p sinO — p cosO, = p sir>0 — s cosO, 

obtenues plus haut. Considérons, par exemple, l'équa-
tion 

(7) 

qui représente une développante de cercle. L'élimina-
tion indiquée donne l'équation 

p? =• R2sin2ft — a R i j cosO, 

réductible à la forme (y), par le changement de s{ en 

5 — A i n s i les développoïdes d'une dévelop-

pante de cercle sont autant de développantes. Ce résultat 

est presque évident. 

8. On sait, d'ailleurs, que, plus généralement, en 
vertu du théorème de M. Fouret, la développoïde d'une 
courbe cjcloïdale est une courbe semblable. Bien que 
ce théorème ait été démontré, fort simplement, par 
M. Rouquet, dans les Nouvelles Annalesy et par 
M. Mansion, dans la Nouvelle Correspondance, nous 
voulons en donner une autre démonstration, basée 
exclusivement sur les formules qui précèdent. Dans ce 
but, il est utile d'observer, avant tout, que, si la 
ligne (M) est donnée par les équations 

P = ®(0, *=<KO, 
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les équations de sa développoïde, sous l'angle ô, sont 

P l = i l i l I î &7/)sin6 — d/(ncosO], 

îj — (p(i)sinO — ^(¿)cos6. 

Or on sait que l'équation intrinsèque, générale, des 
courbes cycloïdales, est 

a2p2-+- a2 

l'origine des arcs étant également éloignée de deux 
points de rebroussement consécutifs. Rappelons que, 
lorsque a et b varient, en conservant un rapport 
constant, il en est de môme des rayons des cercles géné-
rateurs, de sorte que la courbe reste semblable à elle-
même. Cela posé, à l'équation ci-dessus on peut substi-
tuer les suivantes : 

p = & s i n £ , s — a cos t. 

• Les équations de la développoïde, sous l'angle 0, sont 
donc 

p! = - ( b sin 0 cos t -f- a cos 0 sin t ), 

¿•j b sin 0 sin t — a cos6 cos?. 

Enfin l'élimination de t donne 

a\ pf - f - è 2 s f = a\b\: 

pourvu que l'on pose 

a b y a2 

Le théorème de M. Fouret est démontré. Le radical 
représente aussi le rapport de similitude des deux 
courbes. En y supposant 6 variable, on voit que les dia-
mètres générateurs de toutes les développoïdes sont en 
raison inverse des diamètres d'une ellipse. Les axes de 
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cette ellipse sont les diamètres des cercles générateurs de 
la courbe et de sa développée. Dans le cas de la cycloïde, 
l'ellipse devient un cercle, et toutes les développoïdes 
sont égales à la courbe primitive. 

9 . Parmi les points M n correspondant à M, sur les 
différentes développoïdes, il en est un, P, qui consti-
tue, pour la courbe correspondante, un point de 
rebroussement. D'après les constructions indiquées plus 
haut, il est à l'intersection des circonférences décrites 
sur les rayons de courbure de ( M ) et de sa développée, 
pris comme diamètres. Il est donc, dans le triangle rec-
tangle ayant pour côtés ces rayons de courbure, la pro-
jection du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse. 
La développoïde, à laquelle appartient le point P, sépare 
toutes les développoïdes en deux classes, suivant qu'elles 
sont ou ne sont pas des lignes de poursuite proprement 
dites. Il est intéressant d'étudier le lieu (P), que l'on 
peut appeler la ligne de rebroussement de (M). Voici 
des exemples : 

a. On a vu que la ligne de rebroussement d une 
spirale logarithmique se réduit à un point. 

b. Si (M) est une développante de cercle, la ligne 
(M o) est, par définition, une circonférence : soient R son 
rayon, et O son centre. Construisons le triangle OMM0, 
rectangle en M0 et projetons M0 sur OM : cette projec-
tion est le point cherché P. Or nous voyons que 

OP .OM = R2. 

La ligne ( P ) est donc inverse de la développante, par 
rapport au cercle directeur. Conséquemment, elle est, 
comme l'a fait remarquer M. Neuberg, une tractrice 
polaire. Ainsi : la ligne de rebroussement d'une dé-
veloppante de cercle est une tr actrice polaire. 
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c. Si (M) est une cjcloïde, on sait que l'hypoténuse 

du triangle des rayons de courbure est perpendiculaire 
à la base de la courbe, et que celle-ci divise MM0 en 
deux parties égales. Il en résulte que P est le symé-
trique de M, par rapport à la base. Conséquemment : 
la ligne de rebroussement d'une cjcloïde est une autre 
cjcloïde, sjmétrique de la première par rapport à la 
base. 

10. Nous avons, du reste, des formules générales, qui 
permettent de chercher l'équation intrinsèque de ( P ) , 
connaissant celle de (M) . Prenons comme axes la nor-
male et la tangente à (M), au point M, en les dirigeant 
de telle sorte que les coordonnées j , j de P soient 
positives. Soit 

Po d o tan g tu = :— = , u — p cos to. 

Les constructions nécessaires pour obtenir le point P 
montrent que u et co sont les coordonnées polaires de ce 
point et, par suite, que 

x — u cosco, y = u sin to. 

Lorsque M et P passent aux positions infiniment voi-
sines, en entraînant les axesy les coordonnées du second 
point subissent les variations 

i \x == cos to du — u sin to ¿/to == cos2 to dp — p sin 2 to du), 

( ày — sin to du -f- u cos to dto = sin to cos to dp -f- p cos 2 to ¿/to. 

Les formules pour le changement d'axes montrent 
immédiatement que les variations des coordonnées de P, 
par rapport aux anciens axes, sont 

dx — \x — zy, dy — \y -4- s x — ds. 
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Si l'on observe que 
ds dp 

£ ~ v~ P R 

les dernières égalités deviennent 

(8) dx = — p sin2to é/oo, d / = p cos2co afro. 

On en déduit, en premier lieu, 

dy = — COt 1 O). 
ax 

Par conséquent : les tangentes ci une courbe et à sa 
ligne de rebrous s ement, en deux points correspon-
dants, sont également inclinées sur la droite qui joint 
ces points. 

11. Si l'on a égard à ce théorème, la simple considé-
ration de la figure montre que l'angle de contingence 
de ( P ) est s -+- idiù. D'autre part, en élevant au carré 
et en ajoutant les égalités (8 ) , on voit que l'élément 
linéaire de la même courbe est, au signe près, 

(9) ds' — pdu>. 

Il en résulte que le rayon de courbure de ( P ) est 
donné par la formule 

p du _ p2 

^ 2d(x> -T- s ds 

Or nous avons 
<Pp 

do du> ds2 

u> = a r c t a n g - , - = _ _ _ , 

( ds / 

pourvu que l'on prenne s comme variable indépen-
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dante. Donc enfin 

( io) P 

12. Les formules ( 9 ) et (10) sont suffisantes pour la 
recherche de l'équation intrinsèque de ( P ) . Il faut, pour 
cela, éliminer p et s entre l'équation de (M), la rela-
tion (10), et l'égalité qui résulte de l'intégration de ( 9 ) . 
Voici des exemples : 

a. Une développante de cercle est représentée par 
l'équation (7) . Dans ce cas, les formules ( 9 ) et (10) 
donnent 

Éliminons p, et supprimons les accents. Il vient 

2 — 

C'est l'équation d'une tractrice polaire, 

b. L'équation intrinsèque de la chaînette est 

p = ci H 
a 

La formule (10).de vient 

^ 8 p — 3 a 

D'autre part, l'intégration de (9) donne 

2p2 
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L'élimination de p et j , entre ees trois égalités, con-

duit à une équation compliquée. 

c. Mais il y a des lignes qui sont, à un certain point 
de vue, plus générales que la chaînette : on peut les 
appeler alysoïdes. Ce sont les développées des courbes 
dont l'équation générale est 

p = c V ea — i. 

Pour c = a, cette équation représente une tractrice, 
ou méridienne de la pseudosphère : la développée est, 
alors, une chaînette. Si la grandeur c reste quelconque, 
on trouve que l'équation de la développée est 

ap = s 2 c 2 . 

Telle est l'équation générale des alysoïdes. Parmi ces 
courbes il y en a une qui est fort remarquable : elle 

répond au cas de c= Alors les formules ( 9 ) et (10) 
deviennent 

de sorte que la ligne de rebroussement de cette alysolde 
particulière est une autre alysoïde. Les formules géné-
rales, appliquées au cas actuel, permettent d'affirmer, 
en outre, que le point de rebroussement} relatif à un 
point quelconque de Valysoïde considéréey se trouve à 
une distance constante de la tangente ci la courbe. Sa 
distance ¿1 la normale est égale à la longueur de la 
courbe, comptée ¿1 partir du sommet. 

d. La courbe dont il vient d'être question est loin 
d'être caractérisée par les propriétés énoncées. Il y a, 
par exemple, la ligne représentée par l'équation 
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qui jouit de propriétés analogues. On trouve, en effet, 

1 P I p = 3> * = * . 

L'équation de la ligne de rebrousseraient est donc 

9= ¡5 \e" + e «J-

En outre, la distance de tout point, au point de 
rebroussement, qui lui correspond, est constante. On 
pourrait rechercher, plus généralement, quelles sont les 
lignes pour lesquelles 

P , s 

Par nos formules, le problème est réduit à une simple 
intégration. Sans le résoudre, nous dirons que l'on doit 
avoir nécessairement a — ¡3 = 2. Ainsi, dans les deux 
cas particuliers traités, nous avions 

a — 4? = a = 3, ¡3 = i. 

13. Pour terminer ces remarques sur la théorie des 
développoïdes, observons que l'égalité ( i ) devient 

dQ dp A 
H — = £ c o l 0 . 

Q p 

Par conséquent, si l'on appelle E l'angle des tan-
gentes aux extrémités de l'arc AIY1 ou, avec plus de 
précision, la déviation angulaire totale du mobile M, on 
trouve, à moins d'un facteur constant, 

e E c o t O p e E c o t O 

14. Revenons à l'étude du mouvement de poursuite, 
proprement dit. Parmi les différentes formes que l'on 
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peut donner à <7, il y en a quelques-unes qui présentent 
un eertain intérêt; mais nous ne nous y arrêterons pas. 

Ainsi, pour q = chaque élément se trouve chargé pro-

portionnellement à l'angle de contingence correspon-
dant, de sorte que le point M0 est, suivant la dénomina-
tion employée par Stemer, le barycentre de courbure 
de l'arc AM. Alors Q n'est autre chose que E. Pour 
q= i , le point M0 est, tout simplement, le centre de 
gravité de l'arc AM. Dans ce cas Q = 5, et les formules 
trouvées plus haut deviennent 

^ ds0 r r2 dK 
K = —7- = - ? po = — r — - , cosO == 2 h - h 5 - r - • 

as s isinO ds 

Elles expriment autant de théorèmes que nous avons 
eu l'occasion d'énoncer ailleurs. En particulier, ayant 
projeté N en N' sur la normale à (M0) , la deuxième for-
mule montre que le centre de courbure de (M0) se trouve 
sur la perpendiculaire à MN', menée par M. 

lo. Y a-t-il des trajectoires telles que le centre de 
gravité du chemin parcouru se déplace avec une vitesse 
proportionnelle a celle du mobile même? — Des trois 
dernières formules, la troisième montre que, pour une 
telle trajectoire, 6 doit être constant, ce qui réduit l 'é-
quation (4 ) à p o ^ Kp. D'ailleurs, la première formule 
donne = Substituant ces deux valeurs, dans la 
deuxième formule, 011 obtient 

0 — Ls cotô. 

C'est l'équation intrinsèque de la ligne cherchée. Par 
comparaison avec ( 6 ) , on voit que la trajectoire est une 
spiralelogarithmique, rencontrant ses rayons vecteurs 
sous un angle,' dont la tangente est double de celle de 9. 



16. Reprenons les relations (:>.), (3) , (4 K On peut en 
déduire, par l'élimination de G, d'autres formules im-
portantes. En effet, en tenant compte de (3) , la for-
mule ('2) devient 

Au contraire, si l'on a égard à (2), la difïerentiation 

de (3) donne la valeur de en la substituant dans (4), 

et en tenant compte de (11), nous parvenons à l'impor-
tante formule 

qui sert àia reelierclie des trajectoires, remplissant cer-
taines conditions. 

17. Quelles sont les lignes, pour lesquelles la masse 
unitaire q varie proportionnellement au rapport des 
vitesses? — En vertu de (1), cela revient à demander : 
Quelles sont les lignes pour lesquelles la masse résul-
tante Q varie proportionnellement à la distance des 
mobiles? — La formule (5 ) montre immédiatement que, 
pour ces lignes, cosO = 2 K , c'est-à-dire que la compo-
sante de la vitesse du mobile poursuivi, suivant la di-
rection de Vautre mobile, est le double de la vitesse 
de celui-ci. Pour trouver l'équation intrinsèque de ces 
trajectoires, employons la relation (11), en y supposant 
r = CQ. Nous avons d'abord 

(12) 

( I 3 ) 
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Les formules (i 1) el (12) deviennent done 

dr 
r 

(«4) po~-
r ds 

( 15 ) 
_ Y . 

/dr\* d>r 
4 \ds) ~2rd^r 

Si, par exemple, r est donné en fonction de s, la re-
lation ( i 5 ) est l'équation intrinsèque de la trajec-
toire (M). De même, l'équation (14) représente la ligne 
(M0), pourvu qu'on y remplace s en fonction de ce 
qui est aisé, puisque, d'après ( i3 ) , s0 ne diffère pas de r. 

18. Pour montrer une application de ces formules, 
prenons 

R . .9 
r = — sin — 

1 R 

Comme nous pouvons librement disposer de la con-
stante C, nous la ferons égale à et nous aurons 

O r = R s i n ~ , q — cos • 
ti n 

Les formules (14) et ( i 5 ) deviennent 

R s R 
? ( ) = „ c o s _ , p = r 

D'après la dernière égalité, la l igne(M) est une cir-

conférence, de rayon — • Quant à la première, observons 

que, à cause de 7 — s0, on a 

s 4 . s i 
C O S R = R ? 0 ' S m R ~ R ' 
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et, par suite, 

Or on sait que l'équation intrinsèque 

représente, pour a^> une épicycloïde, engendrée par 

le roulement d'un cercle de rayon- y ? sur un cercle 
ah* 

ô~2 _ ¿>2 ' 
de rayon /2 - Dans le cas actuel, 

R 7 R a — — î ¿> = — 5 
'2 4 

et les rayons des deux circonférences, roulette et base, 

sont respectiv 

d'après ( i 3 ) , 

R R ^ sont respectivement ~ et - • nemarquons encore que, 

et, par suite, 

xr 1 (\ 
K — - cos — — - cosO, 

2 R 2 

O = I = I A O M , 

A étant l'origine des arcs, sur la circonférence (M), 
et O le centre de celle-ci. En résumé, ayant tracé la cir-
conférence ( M ) , on déterminera M0 en prenant, au tiers 
de l'arc AM, Je point M'; puis, au quart de M'M, le 
point cherché M0 . Le lieu de M0 , coïncidant avec l'en-
veloppe de M'M, est une épicycloïde à deux rehausse-
ments, situés sur le diamètre perpendiculaire à OA. 
Si, en chaque point M, on charge l'élément ds propor-
tionnellement à sa projection sur M'M, le centre de gra-
vité de l'arc AM, ainsi chargé, est M0 , et la masse résul-
tante est proportionnelle à la distance MM0. 

19. i\ous terminerons cette Note en signalant la cor-
rélation remarquable existant entre (M 0 ) et (M). La 
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ligne ( M) est la trajectoire d'un point, qui se meut sur 
une droite, pendant que celle-ci enveloppe (M 0 ) . Cor-
rélativement, la ligne (AJ0 ) est Y enveloppe d'une droite, 
qui tourne autour d'un point, pendant que celui-ci dé-
crit. (M) . A ce point de vue. on peut se demander par 
exemple, quelle théorie doit être considérée comme cor-
respondant, par dualité, à celle des développoïdes. Il 
suffit, évidemment, de supposer que, au lieu de Y angle 
des vitesses, ce soit la distance des deux mobiles, qui 
se conserve constante. Etant donnée une ligne (M 0) , on 
en déduira, de cette manière, une infinité de lignes (M), 
suivant la valeur attribuée à la constante r. Pour une 
quelconque de ces lignes, les formules ( 2) et (3 ) donnent 
ii6 ) r = p0 tang 6, 

d'où il résulte que les normales aux différentes lignes 
passent par Je centre de courbure de ( \J0 ), et, par con-
séquent, que les tangentes enveloppent, ¿1 chaque 
instant, une parabole. Ce théorème est fort connu en 
Cinématique, et nous ne le citons que pour le comparer 
au théorème de liéaumur, dont il est le corrélatif. Tous 
les autres résultats de la théorie des mouvements plans 
sont renfermés dans les formules générales( 2), (3 ) , (4) . 
Ainsi Ton démontre facilement, au moyen de ces for-
mules, que les centres de courbure des trajectoires con-
sidérées se trouvent, à chaque instant, sur une conique. 
En effet, la dérivation logarithmique de (16 ) nousdonne, 
d'abord 

r/f) — — si ri 6 cos 0 — ; 
po 

d'où, en désignant par le rayon de courbure de la 
développée de (AJ0), nous déduisons 

r/0 sin&cos2Q 
S I - 7* 

<4nn. de Wuthômaî., 3* sorie, t. V. (Février 18K6.) () 
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Ce résultat, substitué dans (4) , conduit à l'égalité 

cherchée 
P8 

1 ( po—p! sinÔ cosÔ) cos6 

Maintenant il est aisé d'obtenir l'équation du lieu 
des centres de courbure. En prenant respectivement 
comme axes des x et des y les normales h ( M 0 ) et à sa 
développée, on trouve l'équation 

x'2- -f- y 2 — — xy — p i r ~ o , 
po 

facile à discuter. 

20. Dans les applications du principe de dualité à 
des questions géométriques, non projectiles, on voit 
surgir bien des difficultés. Cela doit arriver inévitable-
ment, puisque, dans la Géométrie euclidienne, telle que 
l'expérience inconsciemment acquise nous l'a fait éta-
blir, les modes de mesure des angles et des distances ont 
des bases essentiellement diverses. iVinsi l'on se deman-
dera avec raison comment il peut se faire que la para-
bole, enveloppe instantanée des tangentes aux trajec-
toires des points d'une droite mobile, corresponde, 
par dualité, à la circonférence, lieu instantané des points 
de contact des droites d 'un faisceau mobile. Il est vrai 
que la dualité existe dans les modes de génération; mais 
elle cesse d'être visible dans les propriétés des lignes 
engendrées. De même, sous beaucoup de points de vue, 
la spirale logarithmique correspond, par dualité, à la 
tract rice. La première ligne admet le point parmi ses 
développoïdes : les autres développoïdes sont des spi-
rales. Dans la déduction corrélative, une tractrice admet 
la droite parmi les lignes qui en dérivent; mais les autres 
lignes dérivées ne sont pas des t/'actrices. Ce qui vient 
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gâter entièrement la corrélation dont il s'agit est la non-
existence du théorème de Lancret, transformé d'après 
le principe de dualité. Aussi nous proposons-nous de 
reprendre l'étude des lignes de poursuite, en utilisant 
les idées et les formules de la Géométrie générale, qui 
ramènent les moyens de mesure à de simples opérations 
projectives, de manière à rétablir, dans toute sa perfec-
tion, le principe de dualité. 

SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
SANS SECOND MEMBRE ; 

PAU M . E . J A G G I , 

Etudiant à la Faculté de Besançon. 

Soit 

m ym r- VKy"i-i V2ym 2 . . . \>/ny — 0 

l'équation dilïérentielle linéaire sans second membre la 
pins générale. Je me propose de donner une méthode 
pour former l'équation aux produits u = y t j 2 des inté-
grales de cette équation. 

Soit M l'ordre de cette équation. 
Désignons, pour abréger, par Sjj la somme 

•.Ah)^(k) ,
 v
(/f) x,(h) 

• M / S ^ J 1 J 2 ? 
en sorte que 

c/- Ch — ^ A-1 

et convenons en outre que, lorsque/" = //, on écrira sim-
plement 

Q// «,/i h —y 1/2 • 

Cela posé, dérivons M fois l'équation ii-=.yKx*. Nous 
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pouvons écrire 

ii 
u' 
u" 
u" 
/¿,v 

ur 

Tout revient à trouver assez d'équations entre les S 
pour les éliminer. 

Or remarquons que j m est donné en fonction de 
ym~K, r w _ 1 S • • • ? y \ ym+i est donné en fonction dey', 
y", . . . , ' ) m , c'est-à-dire en fonction de y j 7 , . T ' " ' " " 1 , 
par une simple différent] a ti on de l'équation (1); et ainsi 
de suite. On voit ainsi que toutes les quantités S^ dans 
lesquelles l'un des indices au moins est supérieur à 
(ni— 1) s'exprimeront en fonction des quantités S j où 
les deux indices sont inférieurs à ni. Les seules incon-
nues sont donc ces dernières quantités. Leur nombre 

m ( m. -f-1 ) / . . . -, -| > \ « i est — 1 ( t e t 7 varient tous deux de o a m — i). il i J 1 
»» -î -i , , / N . m ( m -f- i ) laudra donc (pie le système (2 ) contienne —— h 1 

équations pour éliminer les S j . 

Par suite, il faudra prendre M = _i i . 

Les équations (2) étant alors écrites et 11e contenant 
que les S/, où i et j sont inférieurs ou égaux à m — 1, 
l'élimination de ces quantités se fera immédiatement, 
car il est facile de voir que les équations sont linéaires. 
Le résultat se présentera donc sous la forme d'un déter-
minant de (M -j- i)2 éléments dans lequel lesz*, u\ . . .,//M 

= Sï, 
= s j -

: S ï -

- A S J , 

- 3 S J , 

4 S 3 -F- 6 S |, 

c 0 
— -

M ( M ' ç î - o j i -n- • 
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n'entreront que comme éléments de la première colonne; 
par conséquent on peut énoncer ce théorème: 

Les produits deux à deux des intégrales d'une équa-
tion différentielle linéaire d'ordre m sans second 
membre sont solutions d'une équation linéaire sans 

second membre d'ordre T1^771 lK 
2 

Ce qui précède donne le moyen de former cette équa-
tion. 

Remarque. — Sachant que les produits u=y{y2 

peuvent être donnés par une équation difïérentielle, ou 
vérifie facilement que cette équation admet comme 
solutions les carrés desjK, ce qui devait être a priori ; je 
dis que, réciproquement, si l'on peut amener l'équation 
en r 2 à être linéaire, on aura l'équation ci\y ¡ y * . 

En effet, soit 
Il ~ y ¡y.,. 

Je; dis que u est racine de l'équation linéaire en r 2 . 
Posons 

y ^jri-r-
on a 

. ) ' S J n j j i s o l l t solutions de l'équation linéaire, donc i u 
et par suite u en est aussi une solution. 

Or il est facile de voir que l'équation en y 2 se pré-
sente immédiatement avec l'ordre m sous forme ration-
nelle et entière, mais non linéaire. Il faudra donc diffé-
t> m(m-\- i) m(m—i) - . ientier — m = —— fois pour arriver a 

1 équation linéaire en u. Ceci donne un second moyen 
de former l'équation cherchée. 
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SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES; 
PAR M. E. J A G G J , 

Licencié és sciences mathématiques de la Faculté de Besançon. 

Dans son Mémoire sur les équations différentielles 
linéaires (* ) , M. Appell a donné une méthode générale 
pour former l'équation différentielle linéaire qui ad-
met pour intégrale une fonction entière des intégrales 
d'une équation donnée. Cette Note a pour objet de 
donner une méthode pour former l'équation qui admet 
pour intégrale la fonction 

„ _ V l j a - . . ^ ! 
yn +-I • • • yn-'rp 

de/; -f- n intégrales de l'équation diiîérentielle 

d'ny d"l~l y d"1-'1 y 
(i r ( y ) j ai -, a*> -7 -H . . . -h am y = o. 

Posons 

— Jn+-1 • • ' Xn^-p' 

On sait former les équations qui admettent respecti-
vement pour solutions les fonctions v et w. Si l'on dé-
signe par z{, z2, . . . , zm un système fondamental de so-
lutions de (1), on peut poser 

ytc = Gai C/-2 • • • "+" 

et l'on voit que v contient un nombre de termes linéai-

( Annales de VEcole Xormale supérieure, 1881. 
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renient indépendants égal à 

^ m ( m -+-1 ). . . ( m -h n — i ) 
1.1.. .n 

L'équation différentielle linéaire o ( v ) — o qui donne v 
est donc d'ordre N. 

De même l'équation ) = o qui donne w est 
d'ordre 

]> _ m ( m 1 )• • • ( m P ~ 1 ) 
1 .2 . . . /? 

Cela posé, ayant formé les équations 

la question revient à former l'équation qui donne 

_ v 
(p 

On voit qu'il suffit pour cela d'éliminer vv entre les 
deux équations 

( 2 ) <!;[> ( \v ) = o, <pN ( uw ) = o. 

Pour cela, différentions N — i fois la première et P — i 
fois la seconde ; nous formons ainsi un système de N -f- P 
équations linéaires et homogènes à N -4- P inconnues 

dw d2 w ^x+P-i w 

Le déterminant A de ces équations égalé à zéro sera 
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux 
équations (2 ) aient une solution commune. 

L'équation A — o est l'équation en u cherchée; c'est 
une équation non linéaire d'ordre 

I .2. . ./I 
m(m \ )...( m p — 1) 

1.2.../? 
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Elle admet, bien entendu, comme intégrales non seule-

ment les fonctions telles que 

Un p — > 

yn+iyn-h2 • • • yn-^-p 

mais toutes celles obtenues en supposant dans a que 

i , 3, . . . , ( n - h p ) 

fonctions y sont les mûmes. 

S I R L 'EWELOPPE DE CERTAINES DROITES VARIABLES 
[SUITE ( ' ) ] : 

PAR M. MU;KICI; n'OCAGMi. 

L A SURFACE COMPRISE EJNTRE L'ARC ab ET SA CORDE EST 
COJNSTAJNTE. 

Dans ce cas, les aires élémentaires décrites par les 
di'oites ea et eb étant égales, on a, en appelant £ l'angle 
de contingence de l'enveloppe au point <?, 

z.ea2 = z.eb'1 

ou 
ea = eb. 

Le point e est donc le milieu de ab. 
Si la courbe donnée C se compose d un système de 

deux droites concourantes, la courbe enveloppe est une 
hyperbole ayant ces deux droites pour asymptotes. 

( ' ) Voir Nouvelles Annales, série, t. II, i 8 8 3 , p . 2 5 2 . — Dans les 
figures du présent Article, les gros trai ts indiquent les lignes données, 
les traits fins les lignes de construct ion, enfin les traits pointillés 
les lignes qui n'interviennent que dans la démonstration. 
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La démonstration est de tous points analogue à celle 
qui a été donnée ( * ) pour le cas où la somme de l'arc et 
de la corde est constante; on trouve que le point e est, 
dans ce cas, le poi/it de contact sur ah du cercle in-
scrit dans le triangle formé par cette corde et les tan-
gentes à ses extrémités. 

11 en résulte que, si la courbe C se compose de deux 
droites concourantes, la courbe enveloppe est un cercle 
tangent à ces deux droites. 

L A PROJECTION DE LA CORDE ab SUR UN AXE F I X E EST 

C O N S T A N T E . 

Soit a b' cette projection {/¿g. i ) . Ou a toujours 

d(a') at.ae 
d(b) bt.be 

F i g . i . 

D'ailleurs 
d(a ) d(b ) 

d{a) — - — d { b ) ~ -
cosa cosp 

et comme d(af) = d[b'), par hypothèse, 

d(a) COSJJ 

d(b) cosa 

< ' ) Loc.,cit. p. 2.54. 



Donc 
( 90 ) 

cos ¡3 at.ae ae ¿>/.cos[3 b'p bin 

cos a bt.be be ~~ at. cos a ~ a'p am9 

de là résulte que 
ae = bm, 

ce qui détermine le pointe. 
En particulier, si la courbe donnée est une parabole 

ayant son axe perpendiculaire à cib\ la droite tm étant 
parallèle à l'axe passe par le milieu de ab, et le point e se 
confond alors avec ce point milieu, c'est-à-dire avec le 
point où ab touche son enveloppe si cette droite forme 
avec la parabole un segment d'aire constante; de là ce 
théorème : 

Si une droite mobile forme avec une parabole un 
segment d'aire constante, la projection de ce segment 
de droite sur la directrice est constante. 

L ' A R C a b D É T E R M I N E , AVEC D E U X D R O I T E S ISSUES D'UN 

P O I N T F I X E , UN S E C T E U R I I ' v i R E C O N S T A N T E . 

Les aires élémentaires engendrées par les droites ao 
et bo (Jig. 2) tournant d'un angle infiniment petit au-
tour du point o, devant être égales, puisque l'aire oacb 
est constante, nous avons, en abaissant du point o les 
perpendiculaires O ¡JL et ov sur at et bt, 

d(a).o JJL = d{ b).oV ; 

donc 
ov ae.at , ae bt.ov 
~ ~ / TT > d ou . y- = — > o (x oc. ut be at.o\x 

ou, en abaissant des points a et b les perpendiculaires 
ap et bq sur of , 

ae __ _ bq bm 

be ot .ap ap am 
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c'est-à-dire 

ae = brn. 

La construction se réduit donc à ceci : ot coupant ah 
au point / / / , porter ae = bm. 

Fig . 2. 

t 

0 

Si la courbe donnée se compose de deux droites con-
courantes, la courbe enveloppe est une parabole tangente 
à ces droites. 

Si la courbe donnée est une conique de centre o, le 
point 7?iy et, par suite, le point e, vient se confondre 
avec le milieu de ab, d'où l'on déduit ce théorème : 

Si U7ie corde ab se déplace dans une co/iique de centre o 
de telle Jaçon que le triangle oab ait une aire constantey 

le secteur d'ellipse oab a, égalementune aire constante. 

L E S P A R A L L È L E S A D E U X DIRECTIONS F I X E S MENÉES PAR 

LES POINTS a E T b SE COUPENT SUR UNE COURBE DONNÉE. 

Soient am et bm ces droites {fig. 3) . Puisqu'elles 
restent parallèles à des directions fixes, on a, en sup-
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posant ay tangente à la courbe décrite par le point w, 

d(b) by d(m) __ mx 

d'ailleurs 
d{rri) " my d(a) ax9 

d(a) at.ae 
d(b) = ~bT.be' 

Multipliant ces trois égalités membre à membre, nous 
avons 

at.ae. by. mx 
bt.be. my. ax 

ae bt.my.ax 
be at.by.mx 

Tirons tp parallèle à mb, h/ parallèle à ma : nous 
avons * 

bt.mv at .mx 
mq = ; mp 

by 
donc 

ae 
le 

mp 

mq 

expression qui Fournit une facile construction du point c. 
Comme application, supposons que la courbe donnée1 

soit un système de deux droites concourantes tp et tq, 
que le point m doive décrire la d r o i t e e n f i n que les 
directions fixes soient précisément celles de tp et tq\ la 
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courbe enveloppe sera alors une parabole tangente à tp 
et tq aux points/? et <7. De là ce théorème : 

tf) et t(j étant, tangentes à une parabole aux points p 
et <y, ab\ tangente à cette courbe au point e, coupant 
tp et t(j aux points a et b, ab est divisé par le point e 
dans le même rapport que pq par le pied de la droite 
qui joint le point t au milieu de ab. 

L A COIIDE ab EST COUPÉE PAR UI\E COURBE F I X E EN S E G -

MENTS DE RAPPORT CONSTANT. 

Soit m le point où le segment ab est coupé par la 

courbe fixe ( fig. 4)5 le rapport est constant5 donc, 

si les normales a a et bfi à la première courbe, mu1 à la 

t 

au am 

pp. bm 

Eu a élevons à ab la perpendiculaire aq qui coupe c\x 
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au p o i n t n o u s avons 

ap ajji am 

qp PJJL bm ' 

donc la droite mp est parallèle à bq\ de là, la construc-
tion suivante : 

Elever à ab la perpendiculaire ap\ tirer mp paral-
lèle à b[3, cp coupant m ¡JI au point u, abaisser de [JL sur 
ah la perpendiculaire 

L E S TANGENTES MENÉES DES POINTS a E T b A UNE COURBE 

F I X E FORMENT UN ANGLE CONSTANT. 

Soient atf et bp ces tangentes {fig. 5)-, les normales 
do! et blJ à la première courbe coupent aux points a! et 

Fig. 

V les normales qa et pb' à la seconde. L'angle pcq étant 
constant, les angles de contingence aux points p et q 
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sont égaux; par suite 

d{a) aa' 
d(b) = bb1' 

D'ailleurs, si en. est normale à l'enveloppe cherchée, 
011 a 

d(a) az 
d{b) ~~~ 

Donc 
a% _ 6J3 
aa! bb' ' 

ou, si al a" et lr h" sont perpendiculaires à ah, 

ae be 
aa" bb" 

On déduit de là que, si a"m est parallèle à al et bnm 
à bt, le point m se trouve sur te. O11 peut d'ailleurs re-
marquer que, le quadrilatère aqa! a'' étant inscriptible, 
on a 

aqa" = a a' a", 

et comme aa' a" = tab, puisque ces angles ont leurs 
cotés perpendiculaires, on a aussi 

aqa' = tab. 
De même 

bpb' — tba. 

On pourra donc énoncer comme suit la construction 
du point e : 

Faire aqa!' = tab et bpb" = tba ; mener a" m paral-
lèle à at et h"m parallèle à ht ; tirer mt qui coupe ab 
au point e. 
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Si la courbe enveloppée par aq et bp se réduit à un 

point, 011 retombe sur un cas déjà traité ( 1 ) . Mais la 
construction précédente appliquée à ce cas particulier 
est moins simple que la construction donnée à l'endroit 
cité. Les conditions spéciales du problème conduisent 
en eiïèt, dans ce cas, à des simplifications qui n'ont pas 
leur équivalent clans le cas général. 

Si l'angle atb des tangentes en a et b à la courbe con-
sidérée^) est constant, si la droite ab touche son enve-
loppe au point e et si a et ¡3 sont les centres de courbure 
qui répondent aux points a et nous avons vu (3

e

 série, 
t. II, p. '¿58J que le point o étant tel qu'on voie (le ce 
point les raj ons de courbure a a et b ¡3 sous des angles 
droitsy les angles aob et toe ont même bissectrice. 

Mais le point o peut être imaginaire; c'est ce qui ar-
rive lorsque les cercles de diamètres a a et b (3 ne se cou-
pent pas. La construction (jui résulte du théorème pré-
cédentdevient alors illusoire. Voici un nouveau théorème 
qui donne la solution du problème dans tous les cas : 

Si les droites 1 a et t coupent respectivement aux 
points a' et ¡3' le cercle circonscrit au triangle atb, les 
droites a{3' et by.' se coupent en un point g dont la pro-
jection sur la droite ab est précisément le point, e. 

Kn elïet ( 3 ) , appelons pour le moment e! la projection 

du point g sur la droite ab. Nous avons eag — bti3 et 

(>bg — aty. ( meine mesure) ; les triangles rectangles eag 

(') jXouvetlrs Annates, 3e série, t. II , p. v56. 
( 3 ) Il est bien entendu qu'ici, c o m m e dans tout ce qui précède, 

c r t t c courbe peut être un système de deux courbes distinctes décrites 
séparément par les points a et b. 

( 3 ) Le lecteur est prié rie faire la figure. 
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et d'une part, ebg et atcr. de l'autre, sont donc sem-
blables; par suite, 

ae' bt l>e' at 
ge' b 3 ' ge' a a ' 

d'où 
ae' bt.av. 

b7 ~~ at. b ¡3 ' 

Or, en se reportant à l'endroit cité, on voit que 

ae. a t a, a ^ bJTbi ^ bji ' 
donc 

ae' ae 
be' be 

et le point e! se confond avec le point e. 
Remarquons que le cercle circonscrit au triangle atb 

a pour diamètre la droite qui joint le point t au point de 
rencontre des normales a a et h 3. 

SIR LE CERCLE ORTHOPTIQUE ( ' ) ; 
PAR M. M AIT RICK ivOCAGNE. 

1. Soient donnés un cercle C et deux axes rectangu-
laires Ox et O y par le centre O de ce cercle. Il y a une 
infinité de rectangles inscrits dans ce cercle et ayant 
leurs côtés respectivement parallèles à Ox et 0 > , et 
dans chacun de ces rectangles une conique inscrite K 
ayant ses axes dirigés suivant Ox et O y. Pour chacune 
des coniques K , le cercle C est orthoptique. 

Prenons sur le cercle C un point fixe M (a, ¡3), et 

(») On sait que ce nom a été anciennement donné au cercle lieu 
des sommets des angles droits circonscrits à une conique. 

Ami. de Mathêmat3e série, t. V. (Février 1886.) " 
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cherchons l'enveloppe des polaires ~ de ce point par 
rapport aux coniques K. 

R étant le rayon du cercle C, p le demi-côté parallèle 
à G.r du rectangle inscrit, l'équation de la conique K 
est 

La polaire du point M par rapport à cette conique a 
pour équation 

( I ) ( R2 — p2 ) « X - h p 2 3 r = P 2 ( R"2 — p 2 > 

o u , en p o s a n t p - = A, 

l i — HoLjc -f- [ i j - î - R 2 ) - h R 2 a . r = o. 

droite dont l'enveloppe a pour équation 

{7.x — £7 - - R2)2 — 4R2a.r = o 
ou 

( a a? — )2 — 2 R2 ( a x — [¿7 ) = o ; 

c'est une parabole P tangente à O x et O y aux points A 
et B où ces axes sont coupés par la tangente au cercle C 
menée par Je point M. L'angle AOB étant droit, le loyer 
de cette parabole s'obtient, d'après une propriété bien 
connue, en abaissant du point O une perpendiculaire 
sur la droite AB; par suite, ce loyer se confond avec le 
point M. Abaissons du point M les perpendiculaires M/7, 
et Mb sur O x et O j -, la droite ah joignant les projec-
tions du foyer sur deux tangentes à la parabole P est la 
tangente au sommet de cette courbe. 

Donc : 

L enveloppe des polaires du point, M relativement, 
aux coniques R est la parabole qui a pour jojer le 
point M et pour tangente au sommet la droite qui joint 
les projections du point M sur les axes Ox et Oj. 
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Cette parabole est d'ailleurs tangente aux axes, 

aux points A et B ou ils sont coupés par la tangente au 
cercle C menée par le point M. 

2. Le sommet de cette parabole s'obtient en projetant 
le point M sur la droite ab, mais on a ainsi le point où 
la droite ab touche son enveloppe, car le segment ab, 
égal à R, est de longueur constante, et le point M est le 
centre instantané de rotation correspondant. Il en 
résulte cjue la parabole P est tangente à l'hypocycloïde 
à quatre points de rebroussement E qui esl enveloppée 
par la droite ab. 

Donc : 

Toutes les paraboles P, correspondant aux: divers 
points du cercle C ( l es axes Ox et Oy restant fixes), 
sont tangentes à Vhjpoejeloïde à quatre points de re-
broussement E, et chacune d'elles touche cette hypocy-
cloïde par son sommet (1 

3. La polaire iz du point M, relativement à la co-
nique K, touche au point M7 la polaire réciproque4 C ; du 
cercle C par rapport à la même conique. 

Or nous avons démontré ( 2 ) que le point M ; est le 
pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur sa 
polaire. 

Lors donc que l'on considérera toutes les coniques K 
du système défini plus haut, on aura le lieu du point M' 
en abaissant du point M des perpendiculaires sur les 

( * ) Nous tenons à dire que la rédaction de cette Note est anté-
rieure à la publication de la Note Sur quelques courbes enveloppes 

de M. Weill (3 e série, t. III, p. 377) où se trouve ce même théo-
rème à propos d'autres considérations ( E x . I, i"r cas) . 

(2) Nouvelles Annales, 3e série, t. II, p. ^Gi, 



( loo ) 
polaires T. correspondantes, c'est-à-dire que le lieu du 
point M' sera la podaire de l'enveloppe des droites iz, 
par rapport au point M; or nous venons de voir que 
cette enveloppe est une parabole P de foyer M; la po-
daire de cette parabole par rapport à son foyer M est la 
tangente au sommet, c'est-à-dire la droite ah. 

Donc : 

Le lieu des points ou les polaires du point M sup-
pose fixe, prises par rapport aux coniques K, touchent 
les polaires réciproques du cercle C relativement ci ces 
coniques, est la droite qui joint les projections du 
point M sur les axes Ox et ()}. 

JNous représenterons cette droite par la lettre D. 

I . Ainsi que nous l'avons déjà vu, le segment ah de la 
droite, D, compris entre O r et O ) , étant constant, cette 
droite enveloppe Vhypocycloïde à quatre points de re-
hroussement E. 

5. Considérons un des rectangles ci-dessus définis, 
inscrit dans le cercle C, et la conique K inscrite, comme 
il a été dit, dans ce rectangle. 

A chaque point M du cercle C correspond une droite D 
définie plus haut, dont l'équation est 

Le point M' où la polaire de M relativement à K 
touche la polaire réciproque du cercle C, relativement 
à K, est, d'après ce qui vient d'être vu, à la rencontre 
de cette polaire [équation ( 2 ) ] et de la droite D. Or de 
(1) et (2 ) on tire très aisément 
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Par suite, le point M', correspondant à chaque point 

M du cercle C, divise le segment ah correspondant dans 
un rapport constant. Quand le point M coïncide avec 
l'un des sommets du rectangle considéré, le point M' est 
le pied de la perpendiculaire abaissée de ce sommet sur # 
le segment ah correspondant. 

On transforme immédiatement ce théorème en le sui-
vant : 

Lorsqu'un segment de droite de longueur égale au 
rayon du cercle C glisse entre les axes Ox et Oy, tous 
les points de cette droite engendrent des coniques qui 
sont les polaires réciproques du cercle C par rapport 
aux coniques K. 

6. En projetant les sommets de chaque rectangle in-
scrit sur leurs polaires, nous obtenons quatre points où 
la polaire réciproque C' correspondante touche l'hypo-
cycloïde E définie plus haut. 

Donc : 

LJenveloppe des polaires réciproques C du cercle C 
par rapport aux coniques K est V hy pocycloïde CL quatre 
points de rebroussementFj que chaque courbe C' touche 
en quatre points. 

7. Etant donnés le cercle C et les axes Ox et Oy, au 
point M correspondent une droite D et une parabole P, 
définies plus haut. 

Si, le point M étant fixe, on fait tourner l'angle droit 
x O y autour de son sommet O, à chaque position de cet 
angle correspondent, pour le point M, une droite D et 
une parabole P. 



( 102 ) 
On voit immédiatement que : 

Pour le même point M, les droites 1) relatives aux 
diverses positions de Vangle droit, xOj passent toutes 
par un même point, qui est le milieu, du rayon 0\L 

De plus, pour le même point M, les paraboles P rela-
tives aux diverses positions de l'angle droit xOy ont 
toutes pour foyer le point M et sont toutes vues du 
point 0 sous un angle droit. 

La polaire du point 0 par rapport à toutes ces para-
boles est invariable ; c'est la tangente au cercle C, menée 
par le point M. 

Puisque, pour chacune de ces paraboles, le point M 
est Je foyer et le point O un point de la directrice, la 
droite élevée perpendiculairement à MO en son milieu IN' 
est une tangente. 

Donc : 

L'enveloppe des paraboles P est la droite élevée per-
pendiculairement à MO en son milieu (1 ). 

Cette droite est parallèle à la tangente AB au cercle C. 

Nous avons vu que les tangentes au sommet de ces 
paraboles sont les droites D, et que ces droites D passent 
toutes par le milieu i\ de OM; d'ailleurs les sommets 
s'obtiennent en projetant le foyer M sur les droites D 
correspondantes, donc : 

Pour le même point M, le lieu des sommets des pa-
raboles P, relatives aux diverses positions de l'angle 
droit xO y, est le cercle qui a MN pour diamètre. 

8. Etant donnés le point M et une des coniques K, 

( ' ) Cela résout la question 1512 (3* série, t. III. p. ). 
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nous avons appelé M; le point où la polaire du point M 
par rapport à K touelie la polaire réciproque du cercle C 
par rapport à la même conique. 

Le point M étant fixe, supposons alors que la co-
nique K tourne autour de son centre O. A chaque posi-
tion de cette conique correspond un point M7. Cherchons 
le lieu de ces points M'. 

Nous avons vu que le point M' est sur la droite D qui 
joint les projections a et b de M sur les axes 0 . r et O y 
de la conique K, et qu'il divise le segment ab dans un 
rapport constant. Or, en faisant coïncider le point M 
avec le point de rencontre des tangentes en deux som-
mets consécutifs de la conique K, on voit que 

aW _ Y2 

Wb ~ X* ' 

Y et X étant les demi-axes de la conique K, dirigés 
suivant O x et O y. 

Considérons alors le point fixe M et une position 
quelconque de la conique K qui, d'ailleurs, reste de 
grandeur constante. 

Abaissons sur les axes O x et O y les perpendiculaires 
Ma et Mb\ tirons ab et prenons sur cette droite le 
point M', tel que 

a M' _ Y*m 

Wb ~ 
les points a et b décrivant le cercle qui a OM pour dia-
mètre et la droite «¿passant constamment par le centre ]N 
de ce cercle, on voit tout de suite que le lieu du point M' 
est un cercle G du centre IN. 

Donc : 

Pour le même point M, le lieu des points M', relatifs 
aux diverses positions de la conique K, est un cercle (i 
dont le centre est au miUeu^S du rayon OM. 
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9. Cherchons maintenant l'enveloppe de la polaire -

du point M par rapport à la conique K, lorsque cette 
conique tourne autour de son centre O. 

La droite TZ passe, d'après ce que nous savons, par le 
point M' et est perpendiculaire à la droite MM'j son en-
veloppe est donc une courbe dont la podaire relative-
ment au point M est le cercle G ; c'est, par conséquent, 
une conique ayant pour foyers les points M et O, et 
pour sommets les points où le cercle G coupe la droite 
MO. 

Donc : 

Pour le même point M, l'enveloppe des polaires TZ, 
relatives aux diverses positions de la conique K , est 
une conique ayant pour foyers les points O et M et 
pour sommets les points ou le cercle G coupe la droite 
OM. 

On voit immédiatement que les asymptotes de cette 
conique sont les diamètres du cercle G qui aboutissent 
aux points de contact de ce cercle et des tangentes à ce 
cercle issues soit du point O, soit du point M. 

10. JN'ous avons vu (n° 3) que le point M' est à la 
rencontre de la droite D qui joint les projections de M 
sur O x et O } et de la polaire TZ de M par rapport à K , 
et, d'autre part (meme numéro), que le point M' est le 
pied de la perpendiculaire abaissée de M sur TZ. Il en 
résulte, d'après la réciproque du théorème de Simson, 
que le point M est sur le cercle circonscrit au triangle 
formé par T: avec O r et O y . 

Donc : 

Tout point du cercle orthoptique d une conique est 
situé sur le cercle circonscrit au triangle formé par la 
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polaire de ce point relativement à cette conique, avec 
les axes de la conique. 

On déduit de là que : 

Le segment de la polaire d*un poifit du cercle 
orthoptique, compris entre les axes de la conique, est 
vu de ce point sous un angle droit. 

11. On sait que toutes les coniques inscrites dans un 
même quadrilatère sont vues de deux points fixes sous 
des angles droits. 

Donc : 

Les cercles orthoptiques de toutes les coniques 
inscrites dans un même quadrilatère ont même axe 
radical. 

Ce théorème a, croyons-nous, été énoncé par Pliicker. 

12. Appliquant la méthode des polaires réciproques 
à un théorème dû à M. Kœnigs ( * ) , en prenant pour 
centre de la transformation le point d'où l'on voit les 
couples de points en involution, dont il est parlé dans 
ce théorème, sous des angles droits, nous avons obtenu 
cet autre théorème : 

Si les coniques K et H sont vues du point A sous des 
angles droits, et si K, est la polaire réciproque de K 
par rapport à H, fe segment déterminé par K f sur la 
polaire du point A, par rapport à H, est vu de ce point 
sous un angle droit. 

De là cette propriété du cercle orlhoptique . 

(') Youvelles Annales, T «cric. i. \ l \ , ç. -¡\. 
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Si deux coniques K et 11 ont même cercle orth-

optique C, et si K, est la polaire réciproque de K par 
rapport; à H, le segment déterminé par K ( sur la polaire 
d1 un point quelconque de C par rapport à H est vu de 
ce point sous un angle droit. 

sut LA S E II IE DE L A M B E R T ; 
PAU M. E. C E S A R O . 

I. D'après une formule connue, on peut écrire 

i i p -f-1 
(l ) h Vp = - log : p '2 p 1 
OÙ 

U) 
1 1 1 I / 1 I '2 \ 

3 / r { 5p6 7 p 1 6 — i p-V-i p) 

Dans l'égalité ( i ) , donnons successivement à p les va-
leurs Ui, i/2, . . u,n et additionnons, après avoir posé 

i i i i i l J/l== 1 1 1 , 
(3) u, u„ 

\ Vw = Vu, -f- Vu. 

Il vient 

2. La formule (4) est susceptible de nombreuses ap-
plications. En particulier, on peut l'utiliser pour éva-
luer approximativement la somme des n premiers termes 
de la série de Lambert, c'est-à-dire 

_ x x"2 xn 

n i :r r — x- i — x" 
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x étant compris entra o et i . Prenons, à cet effet, 

i -f- x i — XP 
"/>= û > ' xi' I — X 

de sorte que 

Up — I I — X 

La formule ( 4 ) devient 

< 5 ) Un -H V« = ~ log ^ I -h 1X ^ • 

3. On reconnaît sans peine, au moyen de l'inéga-
lité (a) , que, pour n indéfiniment 

croissant, \ /t tend 
vers une limite finie V, supérieure à V„. D'autre part, 
en vertu de la même inégalité, on a 

v - v„ < 4 
() — » p p ~ n-hl 

p=n-4-1 
ou bien 

mmà \tlp— I Up-T~ I Up/ 
= «-+-1 p — » 

i y _ _ L n 
() \llp-i Up/ 

(6) V - V „ C ~ | - U — x)(U — U„)| . ' f ± -6 L thé 
Or, à cause de 

u - i ; „ = y -II 
I H- X I 

• fp> 77 p » = «+1 

p = x> 

U — L« > > ¿r/> = = I -h X Jamà I -f- X l X Un p = n + 1 

On peut donc, au lieu de (6) , écrire, à plus forte raison, 

v — v„ < j , — i v„ = v — ~ — , 

6 un hu„ 

h étant u ne fraction proprement dite. 
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i . Par substitution clans (5) , on trouve 

i — x , i , / i — \ B.r'^1 -- - l<>" ( / -T- 2./- -I V , 

r -f- x 'a V i — x J b un 

c'est-à-dire 
V^ orP \ x . /i i — ¿r" + ] 

( 7 ) > — — 1OÎÏ4 1—— hconst. ' ' Jm* I — jj!> i — ./' ^ y A I X () ( I — Xn ) 
p-- 1 

Par constante nous entendons une fonction de x , indé-
pendante de n. Pour n infini, on obtient 

V^ XP l H- X . / \ . . .. > — loi; 4/ r- const .. 
^ i x p i _ x * y 'i i — ./• 
tl ~ 1 

ce qui nous donne l'interprétation de la constante. 
D'après cela, l'égalité ( 7 ) peut prendre cette autre forme 

p rP 1 -1- x . / 1 —i— x i).r2/ -̂i (8) > = lo-4 Émà I — XP I — X \ G ( 1 — x" ) 
p ~ ri -f- 1 

5. Si, après avoir multiplié par 1 — x les membres 
de (7 ), on fait x = 1, 011 trouve la formule connue 

0 = G -- log , , 6 n 

D'ailleurs, l'application directe de la formule (4) à 
l'évaluation'de la somme des n premiers termes de la 
série harmonique permet d'obtenir des expressions 
beaucoup plus approchées. Si l'on fait, par exemple, 
up — p -4- 1, en 11e considérant que n — 1 termes dans 
les séries (3 ) , on trouve 

1 1 - - — G — log s/n { n 1) — — n ' 0 n ( n -h 1 ) 

f>. Pour une valeur donnée de x , 011 peut toujours 
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trouver la somme de la série de Lambert, avec une ap-
proximation aussi grande qu'on le désire, en faisant 
usage de la formule (8) , dans laquelle on attribue à 11 
une valeur suffisamment grande. Proposons-nous, par 
exemple, de calculer la somme 

c i i i i ¡S = ! ^ 1 i ; h . . . , ÎO — 1 102— I IO3 I 10*— I 

avec sept décimales exactes. Il suffît de prendre n = 3 
dans (8) , après quoi il vient 

c T T I II 55oo 
o — — i i h — - l o e : — = o, i '¿23242.... 

9- 99 999 1 8 " °Î99 

Cet exemple admet une vérification facile. Le nivme chiffre 
décimal doit, en effet, représenter le nombre des divi-
seurs de n pour les quarante-six premières valeurs de n. 
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COURS DE M É C A N I Q U E : par Despeyrous, ancien pro-
fesseur de la Faculté des Sciences de Toulouse, avec des 
JNOTES par M . G. Darboux, membre de l'Institut : i vol. 
grand in-8°, de x-458 et 616 pages. Paris, A. Hermann; 
1884-1886. Prix : 2</r. 

Ce Cours se recommande aux étudiants de nos Facultés, non 
seulement par l'ordre parfait qui règne dans l'ensemble, mais en-
core par le soin minutieux que l'auteur a apporté dans les dé-
tails. Les discussions des problèmes y sont menées jusqu'au 
bout, condition bien précieuse pour un livre destiné à servir 
de guide aux élèves. 

La Jre Partie traite de la Statique, la IIe de la Cinématique, 
la 111° de la Dynamique du point matériel, la IVe de la Dyna-
mique des systèmes matériels et la Ve de l'Hydrostatique et de 
l'Ilyd rodvnamique. 

Les Notes de M. Darboux, inédites en grande partie, sont 
relatives aux sujets suivants : la composition des forces, les 
centres de gravité, le système de quatre forces en équilibre, 
l'équilibre asiatique, les lignes géodésiques de l'ellipsoïde, le 
mouvement d'une figure invariable, l'appareil à ligne droite de 
M. Ilart. la brachistochrone pour un point matériel pesant. 
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une loi particulière de la force signalée par Jacohi, les lois de 
Kepler, le tautochronisme eu égard au frottement, la théorie 
des forces centrales, le mouvement d'un point sur une surface 
de révolution, l'extension du théorème d'Ivory sur l'attraction 
des ellipsoïdes, l'herpolhodie et la théorie de Poinsot, le mou-
vement d'un corps pesant de révolution fixé par un point de 
son axe, les percussions et le choc des corps, les rapports de la 
théorie des moments d'inertie avec celle des surfaces homo-
focales. 

PUBLICATIONS RÉGENTES. 

O E U V R E S COMPLÈTES D'AUGUSTIW C A U C H Y , publiées 
sous la direction scientifique de l'Académie des Sciences 
et sous les auspices du Ministre de l'Instruction pu-
blique. i r c série, t. \, in-4°. Paris, Gauthier-Yillars; 
j 885. Prix : ;5 t v . 

H I S T O I R E DES SCIENCES MATHÉMATIQUES ET P H Y S I Q U E S : 

par M. iMaximilum Marie} répétiteur de Mécanique et 
examinateur d'admission à l'Ecole Polytechnique. 
T . Y II et Y 1.11 : d'Euler à Lagrange. Petit iu-8". Paris, 
Gauthier-Yillars ; 1886. Prix : 6FP. 

ILNTIIODT1 CTION A L ' Ê T U D E DE L É L E C T R I C I T É STATIQUE', 

par MU. Bich at et Blond lotprofesseurs à la Faculté 
des sciences de ¡Nancy. I 1 1 - 8 0 . Paris, Gauthier-Yillars • 
1 885. Prix : 4 tr. 

. N I E L S - H E N R I K A B E L . Tableau de sa vie et de son 
action seientilique ; par M. G.-A. Bjerhnes, professeur 
à l'Université de Christiania. Grand in-8°, avec un por-
trait d'Abel. Paris, Gauthier-Y illars : 1885. Prix : y1'. 

Couus DE M É C A N I Q U E ET MACHINES PROFESSÉ A L ' E C O L E 

P O L Y T E C H N I Q U E ; par M . Bresse, 2 vol. in-8°. Paris, 
Gauthier-Yillars; » 885. Prix : 



T R A I T É ÉLÉMENTAIRE D ' É L E C T R I C I T É , AVEC LES PRINCI-

PALES APPLICATIONS- , par M. R. Colson, capitaine du 
génie. In-18 jésus. Paris, Gauthier-Villars ; 1885. 
Prix : 3iv, 7 *). 

S U R QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS E L L I P -

T I Q U E S ; par M. Ch. lier mile 9 membre de l'Institut. 
]n-4°. Paris. ( Jauthier-Vîllars ; i 885. Prix : 7 f r ,5o. 

T R A I T É ÉI. ÉMETS TA HI E DES MESURES É L E C T R I Q U E S ; p a r 

M. 11.-li. Kempe, ingénieur des télégraphes. Traduit 
de l'anglais sur la 3e édition, par M. 11. Berger, direc-
teur ingénieur des lignes télégraphiques. In-8° de 
65o pages avec 146 ligures dans le texte et de nom-
breuses Tables. Paris, ( iauthier-V ili ai s ; 1885. Prix : 

T R A I T É n' A N A L Y S E ; par M . 11. Laurent, examinateur 
d'admission à l'Idole Polytechnique. T. J. Calcul diilé-
rentiel : applications analytiques et géométriques. In-8°. 
Paris, Gauthier-Villars; 1885. Prix : io1 '. 

T H É O R I E DE L ' É L I M I N A I ION ENTRE DEUX ÉQUATIONS AL-

GÉBRIQUES AU MOYEN DES DÉTERMINANTS; PAR M . P . 

Mansion, professeur à. l'Université de Gand. In-8°. 
Paris, Gauthier-Villars 5 1884. Prix : 3 l r , 5o. 

T E O R I A ANALITICA D E L L E FORME GEOMETRICHE FONDA-

MENTALI . Lezioni date nella li. Università di Torino, dal 
prof. Enrico d'Ovidio. I11-80. Torino, Ermanno Loes-
eher-, 1885. Prezzo : lire 4-

E L E M E N T I DI G E O M E T R I A ; di A. Sannia ed E. d'O-
vidio, professori nella Università di Napoli e Torino, 
(dedizione, interamente rifatta. In-8°, XVI-5Q4 pagine, 
365 ligure intercalate nel testò. Napoli, B. Pellerano • 
1886. Prezzo : lire 6. 



DÉVELOPPEMENTS NOUVEAUX SUR QUELQUES PROPOSITIONS 
DE FERMAT; 

PAR M. S. R E A L I S , 

Ingénieur à Turin. 

1. On sait, d'après un théorème de Fermât, démontré 
par Euler, (pie : si le nombre />, compris dans la forme 
linéaire 8 <7-4-1, est premier, ou composé de facteurs 
premiers de cette forme, p est la soinme d'un carré et 
d'un double carré. En d'autres termes, on sait que, 
p étant comme il vient d'être dit, 011 peut toujours satis-
faire, par des valeurs entières de x cl y, à l'équation in-
déterminée 

(i i -J.T--^-y'1 = p. 

Lin corollaire, que nous allons d'abord ajoutera cette 
importante proposition, consiste en ce que : un nombre 
donné p = S -4— 1 étant la somme d'un carré et d'un 
double carré premiers entre eux, le nombre 

est la somme d un nombre trian gufai re et du double 
d'un nombre triangulaire. 

Pour démontrer cette propriété, nous poserons d'abord 
l'identité 

3 (2.R2-R- J ' 2 ) = i(x ( 7 — 

où il y a lieu d'observer que, l'équation (1) étant vérifiée, 
x est nécessairement un nombre pair, et j un nombre 

Ann. de Matlirmat. , série, t. V. ( Mars i88G.) 8 
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impair. .Nous pouvons donc poser une relation telle que 

3 ( 8 7 4 - 1 ) = ) ( 1 a 4 - 1 )- ( *>. b - 4 1 

où a et h sont entiers, et d'où résulte l'égalité 
a2 -7 - a h -~b 

3 7 — 2 ; h » 

constituant la propriété énoncée. 
On aura ainsi 

8/ b1- b 
1> - ^ ( «2H- a • 

(t. et b étant tels que l'expression de 7, et eonséquem-
1 nent celle de se réduisent à des nombres entiers. 

Des relations 

/ + ,r = 2rt-f-1, y — 2x = 1 b -4- 1, 

subsistant entre les entiers a, b, x ^ y , on déduit 

d'où, par identité, 

'xx-4- r1— - ( a2 4- a 4 4- 1. 3 V * ) 
On conclut de là-que toutes les solutions entières de 

l'équation (1) sont renfermées dans la formule 

'ia — 9. b Y 2 / 4 A -R- 2 6 4 - 3 \ 2 

" " ' " 8 / ' ; b 8 / , l>î+b\ 
I l i « 2 " v ) -

où l'on attribuera à a et b des valeurs entières telles que 
son second membre se réduise à la valeur de p ( ce qui 
est toujours possible, d'après ce qui précède). La re -
cherche de a et b se trouvera d'ailleurs quelque peu 
facilitée par la considération que, x et r devant être 
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entiers, les valeurs numériques de a — b et de ia -f- b 
doivent être divisibles par 3. 

La détermination du carré et du double carré en 
lesquels se décompose p se trouve ainsi ramenée directe-
ment à celle du nombre triangulaire et du double tri-
angulaire en lesquels se décompose le nombre plus petit 
3 ? . 

On reconnaît facilement que cela ne cessera pas 
d'avoir lieu si, parmi les facteurs premiers de il s'en 
trouve qui soient compris dans l'une quelconque des 
formes 8 q — i , 8<7ziz3, pourvu que chaque facteur de 
cette espèce soit aiïecté d'un exposant pair, et que p 
renferme au moins un facteur premier 8C/-4-I plus 
grand que l'uni té. En ce cas, x et y ne seront plus pre-
miers entre eux. 

Pour p — 32. ly = i53, par exemple, on a, en faisant 
a: = i , b = io dans la formule (2 ) , 

2.G 2 - f-9 2 = | - (2 . i -h 55) -+-1 = 8 .19 -4-1 = 153, 

Pour p = y-. ^3 = 3 5 ^ , on a 

2.422-+- 72 — f ( 2 . 2 8 -i- 34o3)-f-i = 8 .4 .(7 -4-1 = 3577, 

ce qui correspond au cas de a =— 18, b = 45, dans la 
formule ( 2 ). 

Pour p = 32 . 5 2 . 4 1 = 9 ^ 5 , on a 

2.6o 2 -H .-¡5« = F ( 2 . 2 8 -f 34o3)-t- 1 = 8 .1153 4 - 1 = 9225, 

ce qui correspond au cas de a = 8, b = 82. 

2. Un théorème de Fermât, démontré par Lagrange, 
établit que : tout nombre premier, compris dans la 
forme 8q 4-3, est la somme d'un carré et d'un double 
carré. 

Ce théorème, d'après les principes connus, s'étend à 



( ) 
tout nombre p de la forme 8 q -h 3, composé d'un nombre 
impair de facteurs premiers de cette forme, et d'un 
nombre quelconque de facteurs premiers 8 ^ i -

D'après cela, l'équation indéterminée 

où p est tel qu'il vient d'être dit, est toujours résoluble 
eu nombres entiers impairs x = icl -{- \, y — ib i, 
et peut être représentée par l'identité 

-xi 'Xa - f - 1 )2 -4- ( a b - 4 - i ) 2 = 8 ( a 2 - 4 - a -+- ^ ^ ^ ^ 3 . 

On voit que le nombre q — ^ ^ est ici la somme 

d'un triangulaire et d'un double triangulaire, et que 
toutes les solutions entières de l'équation considérée 
sont renfermées dans l'identité que nous venons d'écrire, 
moyennant des valeurs convenables des indéterminées 
a et b. 

Nous ne devons pas omettre d'ajouter que la précé-
dente décomposition de q en nombres triangulaires avait 
été signalée incidemment par Euler, qui l'énonce comme 
une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que 
8 Î/ -f- 3 soit un nombre premier ( 1 ). 

Dans un précédent article, où il était question des 
nombres qui sont la somme de deux carrés, nous avons 
fait connaître une importante propriété de ces nombres, 
par laquelle la racine de chacun des carrés composants 
s'exprime par la différence entre le nombre considéré et 
un nombre qui est la somme de deux triangulaires ( 2 ) . 

( ' ) V o i r l e s \ouveaux Commentaires de f'étersbourg, t . V U , 

p . T > Ç ) . 

( 2 ) V o i r l e s Xouvelles Annales de Mathématiques. p . 3 f>c> : 188.1. 
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INous allons signaler ici une propriété analogue, relative 
aux nombres p considérés dans les nos 1 et 2 qui pré-
cèdent. 

Cette propriété consiste en ce que : si un nombre />, 
impair, ou double d'un impair, est décomposable en un 
carré et un double carré, en sorte que Von ait 

p = ix-4- r 2 , 

les racines x, y des carrés composants seront expri-
mables parle système de formules 

i I" , n( in — i ) | 
x — j> — 0 ni ( m 4- i ) H — ' 5 

i \~m( m -1- i ) 1 
y = [ - - « < « "|< 

m et 7i étant deux entiers convenablement déterminés. 
La vérification est facile, et nous laisserons au lecteur 

le soin de développer les calculs relatifs. Pour plus de 
simplicité, et puisque c'est le cas qu'il importe surtout 
de considérer, on peut admettre que x et y sont premiers 
entre eux; mais on reconnaîtra sans peine que cette res-
triction n'est pas nécessaire. 

Exemples : 

— 8. i 4- 3 = 11 ; 

p = 8. i 4- i = 17 ; 

p — 8.'2 -f- 3 = 1 9 ; 

p = 2. 11 = 22 ; 

p — 8. \ 4- 1 = 33 ; 

^ m — 4, ^ x — 11 — .'-( 20 4- 10 ) — 1, 

I / i = — 2 ; ( y = 1 1 — |-(u>4- 2) = 3; 

( /h - ( x = 1- — 4- 3) = 2, 

| n=r- — 1; I y — 17 — §(21 4- o) = 3; 

( m = G, ( x = 19 —A(42 4- G) = 3, 

\ 7 1 = 2: j y= 19 — 5(21 4- G) = 1. 

( m= 7, ( x = 22 — £(5G 4- 1) = 3 , 

j 71 = 1 : ( y = 22 — l ( 28 2 ) = 2, 

j m = 8, ^ x = 33 —1(7 '2 4- 21) = 2, 

j n = - 3 : I y = 33 — h 3G 4- G) = :> : 
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( M = 9, ( 37 — 3 4 — ¿ ( 9 0 - h 3) = 3, 

I / ¿ = — 1 ; I y = 34 — f ( 4 5 -+- o) — 4 ; 

I m — 7, ( x — 38 — ^ ( 5 6 -h 55) = 1 , 

| n = —~)\ \ y = 38 — § ( 2 8 - h a o ) = 6; 

4. D'après un théorème de Fermât, démontré par 
Euler, on peut affirmer cjue : si un nombre donné />, 
compris dans la forme linéaire 6<y-|-i, est premier, 
ou composé de facteurs premiers de cette fonne, ce 
nombre est la somme d'un carré et d'un triple carré. 

U11 corollaire qu'il y a lieu d'ajouter à cette proposi-
tion consiste en ce que : p étant comme il vient, d'être 

dit, le nombre or/ = ^ 1 est la somme d'un triangu-
laire et d'un triple triangulaire. 

Soit, en effet, l'équation 

(3 > 3X'-r-y'1 — />. 

subsistant, pour p = 6q -f- 1, en nombres entiers x, j', 
premiers entre eux; ces nombres seront nécessairement 
de différente parité, et y sera premier avec 3. 

Posons l'identité 

4 ( 3 ^ 2 - f - j 2 ) = 3(x-r--yy2^-(3x— y f \ 

nous en conclurons aussitôt l'existence d'une relation 
telle que 

4 ( 6 q 1 ) = 3 ( 1 a — 1 y2 ( 2 b 1 )2, 

pour des valeurs entières de ad b, et nous obtiendrons 

.. ai-\-a b'1-—b \rj = 3 i , 2 2 
ce qui démontre la propriété énoncée. 

II v a lieu de remarquer ici que le nombre triangulaire 
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— - > qui entre dans l'expression de 3 doit être un 

multiple de 3 ; 011 a ainsi une condition propre à fa-
ciliter la décomposition de 3 <7 en nombres triangulaires, 
et, par suite, la décomposition de p en carrés, selon l'é-
quation ( 3 ). Cette condition, au reste, revient à ce que 
nous avons déjà remarqué, c'est-à-dire quejy doit être 
premier avec 3. 

Les égalités 

r -f- y ='ici -4- 1, 3 x — y = >±b -f- 1 
donnent 

3 a — b -h r 
• r = — - — » y = > 

où a et b seront de différente parité (ce qui constitue 
une nouvelle condition propre à simplifier la recherche 
des nombres triangulaires en lesquels se décompose 3 <7). 
Par ces expressions de x et y, l'équation (3 ) se trouve 
transformée en l'identité 

c'est-à-dire 

-i\2_ 6 /«2-i- a 1 LA 
3 

- r - b h- 1 \ 2 / 3 a — b - 4 - T \ 2 

( 4 ) - ¡ " V - R — — R — ) 

On voit par là que le nombre considéré p = 61/ - f- 1 
peut toujours être représenté par la forme indiquée par 
le second membre de cette identité, où l'on sait que a 
et b sont de différente parité, et que ¿ 2 + b est divi-
sible par 3. Il en résulte que toutes les solutions en-
tières de l'équation ( 3 ) rentreront dans l'identité (4) , 
où l'on pourra toujours assigner à a et b des valeurs 
entières propres à identifier son second membre avec la 
valeur donnée de /;. 



11 est aisé de voir que ee qui précède continue d'avoir 
lieu lorsque p renferme des facteurs de la forme 6q — i , 
pourvu que chaque facteur premier de cette forme s'y 
trouve élevé à une puissance paire, et que p renferme 
au moins un facteur premier 6 <7 -f- i plus grand que 
l'unité. En ce cas, x 2 et y2 auront pour diviseur commun 
un carré qui sera également diviseur de p. 

C'est ainsi que, pour p = 5-. i 3 = 3?.5, on a 

3 .i<>2-+- 5 - = 6(28 -f- Y ) + « = 3.50 -f-1 >6 1 = 32.-5, 

ce qui correspond à l'hypothèse de a = 7 , b = i:>, dans 
la formule (4 ) . 

On remarquera encore que la transformation de l'équa-
tion (3) en l'égalité (4 ) continue de subsister si, au lieu 
du nombre considéré />, on prend son triple, c'est-à-dire 
le nombre 3(6<y -f- iV, cela tient à ce que le facteur 3, 
quoique non compris clans la forme linéaire 6/7 + 1, 
n'eu appartient pas moins à la forme quadratique 
3 x 2 -f-y 2. En ce cas, le nombre b2 -f- h ne sera plus 
divisible par 3. 

On a, par exemple, pour p — 3 .19 — 

3.42 -f- 32 = 3 . 12 -f- 20 H- 1 = 57, 

ce qui répond aux valeurs a — 3, b = 4, dans la for-
mule (4). 

o. 11 nous reste à signaler, à l'égard de l'équation (3 ), 
la propriété remarquable dont jouissent les racines x , 
y, de pouvoir s'exprimer très simplement par la diiïé-
renee entre p et une fonction linéaire déterminée de 
cci'lains nombres triangulaires. 

Cette propriété, analogue à celle que nous avons con-
statée plus haut à l'égard de l'équation (1), se rattache, 
de même que celle-ci, à un fait général sur lequel nous 
ne nous arrêterons pas en ce moment. Elle consiste en 
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ce que : si un nombre />, impair, ou quadruple d'un 
impair, est dêcomposable en un carré et un triple carré, 
en sorte que l'on ait 

p = 

les racines x, y des carrés composants seront expri-
mables par le système de formules 

X = p i -}- - , 

2 L 2 J 2 ] 
i r m ( m 4-1 ) , n ( n 4- i ) 1 

•v ' ' 4 — ; • , ]• 
à l'aide de valeurs entières convenables attribuées à m 
et n. 

La vérification ne présente pas de difficulté. 
Exemples : 

P = 4 ; 

p = i 2 ; 

p = i3; 

P = »95 

= 2i ; 

/? = 28 ; 

m 
11 

3, ( x = 4 - 7 ( 6 4 - 0 ) = i , 

. = O; | R = 4 - S 1 ( 6 4 - O ) = I ; 

{ 4 , j a? = 7 — i ( 10 - i - f ) = 1, 

j n = — 1 ; \ y = 7 — !2 (10 -h o ) = 2 ; 
( 7?l = •), i X = I 2 — j ( 1 5 -4- y- ) = I, 
( il ~ — 2 ; I ^ = 12 — J (15 -4- 3.1 ) = 3 ; 
\ W2 ----- 6, ( ¿P = l3 — {(21 -4-f ) = 2, 
) n = 1; | j- = i3 — i(2i 4-3.1) = i; 
\ m = G, ( a? = 19 — £(21 4 - ^ - ) = 1, 

| /I = — 3 ; ( J = 19— Î (2 i 4- 3 . 3 ) == 4 ; 

\ 8 , \ x = 21 — -i(36 4- f ) = 2, 
| n — — 1 ; j y = 21 — J ( 3G 4- o ) = 3 ; 

( ; W = = 7 , ( ^ = 2 8 - ^ ( 2 8 4 - ^ ) = 1 , * 

I / l = = _ 4 ; ) J 28— {(28 4- 3.G) = 5. 

Note. — Les propriétés qui viennent d'être consi-
dérées à l'égard des équations (1) et (3), et celles qui 



( 122 ) 
fout l'objet de l'article cité au u° 3, pouvant trouver 
quelques applications utiles dans la théorie des nombres, 
nous pourrons y revenir en étendant la question. 

NOTE SUR LE CERCLE DES NEUF POINTS; 
PAR M . EMILE L E M O I N E , 

Ancien élève de l'Ecole Polytechnique. 

Nous avons indiqué (voir Comptes rendus du Congrès 
de Rouen, de VAssociation française pour Vavance-
ment des Sciences, p. 126 ] i883) la simplicité de certaines 
équations se rapportant aux propriétés des cercles tan-
gents aux trois côtés d'un triangle, lorsque l'on expri-
mait les coefficients de ces équations en fonction des 
rayons de ces cercles, et, d'autre part, nous avons montré 
(voir Congrès de Blois, p. 49? 1884) l 'utilité de consi-
dérer les points associés ( * ) : la présente Note en fournira 
de nouveaux exemples. 

Nous nous rapportons aux élégantes constructions 
géométriques démontrées par M.Gérono (voir Nouvelles 
Annales, p. 220 ; i 8 6 5 ) , pour les points de contact du 
cercle des neuf points avec les cercles tangents aux trois 
côtés du triangle, et nous adopterons ici les mêmes 
notations et les notations analogues que nous indiquons 
ici. 

ABC le triangle considéré-, 
ci, c, les milieux de BC, AC, AB-, 

( ') Si oc, ¡à, y sont les coordonnées homogènes d'un point O, les 
point associés Oft, O,,, 0(. ont respectivement pour coordonnées 

•—2, p, y; a, — p. Y: a. & — V-
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d, b\ c1 les points de contact de BC, x\C, AB avec le 

cercle inscrit 5 
aa-> Ca les points de contact de BC, AC, AB avec le 

cercle exinscrit tangent au côté BC; de même a'b, b\, 
cb \a'c,b'c, cc -, 

H, G, M les points d'intersection respectivement de 
eZ>, c'bf ; de ac, d d \ de aè , db1 ; 

Ha> Ma les points d'intersection respectivement de 
cb, cab'a \ de ac, daca\ Aeab, a'ab'a, de même lié, G&, 
Mb ; Hc., G 0 

Soient /*<? les rayons des quatre cercles tan-
gents aux trois côtés du triangle. 

Les trois droites 1 Id, G6', Me' ont pour équations 

— t\— -7- (n—rc)Tt — (/V— ro)Ç = o, . . 'a 1b 1 c 

et .se coupent en d', point de contact du cercle inscrit 
et du cercle des neuf points. 

Les coordonnées de d'sont 

1 a / f l> / 'V / 
'V)2, 'a)2, '**) > 

ou 
Esz±{c_af, « 7 6 v 7 c 

Les trois droites Gab'a, Mnc'a ont respective-
ment pour équations 

a / X h ^ / X 6> / XV 
- ( ' • 6 - H rc-{- 2.r)~-A (rb — H (rc— >7>)î = o , 
' ? c 1 b 

- r)\ — — H- - ( r A + ; ' ) î = o, 

/'c 

et se coupent au point d'a de contact du cercle des neuf 
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points et du cercle exinscrit tangent au côté BC et au 
prolongement des deux autres. 

d'a a pour coordonnées 

— - < rb — rc )2, '-f ( r -+- rb f-, - (/•-- rc )2 
a b c 

ou 
P i „ P — c *. P — b , _ , 

— ( ¿> - c f , • . — l « + c ) 2 , ( a 6 Y2. 
a u c 

11, G, M sont respectivement les associés du point 
silué à l'infini 

b — c r — a a — b _—__ , — — , , 
a b c 

et par conséquent AH, BG, CM sont parallèles. 
De même, Ha, sont les associés du point situé 

à l'infini 
c — b a -- v a — b 

et par suite All a , BG«, CMfl sont parallèles. 
V c! a pour équation 

l'a " rb 4 l'c b 

de même a' c', a!b\ . . . . 
/ y ^ î c'aa'a-> a'a^a ont respectivement pour équations 

a y , b c 
; H- rt 

r r c t'b 
a b r 

ç - f - — r\ — — C •— 
r rc t'b 
a * b c 

_i Y 
S — 

r c >7, 

Remarquons que nous avons désigné par c les 
milieux des côtés BC, AC, AB et aussi, dans les équa-
tions, par a, c comme à l'ordinaire les longueurs des 



( 1*5 ) 
côtés BC, AG, AB, mais il ne peut évidemment résulter 
aucune amphibologie de ce double emploi de lettres. 

Les trois droites Ad'a, B G d'c se coupent au point A 
qui a pour coordonnées 

(¿>4-<?')2 ( ci -T- c)2 {ci-^-b f 
a{p— a.)' b(p — b)' cip — c) 

Les trois droites A d'a, Br/'c, C d'b se coupent au point \n 

qui a pour coordonnées 

(b -+- c)2 (c — a ) 2 (a — b)* 
ap ' b(p — c)9 c(p~b 

Les trois droites A Art, B A/,, Ca c se coupent en d'. 
Les trois droites A A, B)^, Ca^ se coupent en d'a\ etc. 
L'axe d'homologie de ABC et de d'ad'b cÎc qui est aussi 

Taxe d'homologie de ABC et de \a\b\c est la droite 

; -1- rt -4- Ç = o, 

qui joint les pieds des bissectrices extérieures. 
L'axe d'homologie de ABC et de d!d'cd'b qui est aussi 

l'axe d'homologie de ABC et de A\c est la droite 

~~ : 4 Tj + ^ = o ; 

qui joint les pieds de deux bissectrices*, etc. 
L'équation de d'b d'c est 

a\\bc — 4p(p — a)] -4- bc(b -f- c)(r4 + Ç) = o> 

l'équation de d'd'c est 

(ç — rt ) ab ( a — b) [ab — f\{p — a)( p — ¿>)K = 

l'équation de Ac. est 

ai b -4- c)( p — b)(p — c)f 4p{p — a)~ bc \\ 
-f p(p — a ibc( b — c )2(rt -4- Ç) = o ; 

e t c . 
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¿oient 

I) le point où BM coupe AC; 
E le point où Ai\I coupe BC ; 
\)a le point où BMrt coupe AC; 
E„ le point où AM« coupe BC. 

DE passe en d 'et y est la tangente commune au cercle 
inscrit et au cercle des neuf points; elle a pour équa-
tion 

a y b c 
\ H 7J -i J Ç = O. b — c c — a a — b 

DE passe par les points (b — c)2 , (c — a) 2 , (a — b)2 ; 
(b — c)2 (c — a)2 (a—b)* , j - r _ — e i |o s eoordonnees cl un a b c 
quelconque de ses points peuvent s'exprimer par 

(5 _ q ) ( 6 — c)2 (o — b)(c — a)2 (o — c)(a — by2  

a b c 

o variant avec le point. 
Dr/Ert passe par le point d'a, y est la tangente com-

mune au cercle exinscrit tangent à BC et au cercle des 
neuf points. 

L'équation de D a E n est 

a y b c 
y t r, -i — r ; = o . c — b * a H- c a: b * 

Remarque. — Toutes les fois que, dans une équation 
ou dans l'expression des valeurs des coordonnées ho-
mogènes d'un point, etc., les quantités 

Pt P — ai P — b, p — c 

entreront d'une façon liomogène, les égalités 

pr — {p — a ) r(, = ( p — b)r/, = (p — c ) rc 
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prouvent que ¡k p — a, p — b, p — c peuvent y être 

remplacés par y , et réciproquement. 
L'identité a = p — (p — a ) montre alors que, dans 

toute formule, a, Z>, c peuvent être remplacés par 

^ C * ' « ) ' /'£»)' 
p disparaissant dans les expressions homogènes. 

pplication. — La formule 

doni 

i A . /p{p — a) 
cos - A = | / I——1 •x y oc 

i 4 
cos - A = 9. 

as I \ = i / rn>rc _ _S 1 

->. * V ra{rb — 7- )(rc — ) /(— r) ( •r) 

et ainsi de toute formule entre les éléments d'un tri-
angle. 

S I R L'EMPLOI DES COORDONNÉES INTRINSÈQUES; 
PAR M . ERNEST G E S A R O . 

1. La position d'un point M sur une ligne est dé-
terminée par l'arc .v qui le sépare d'un point fixe de la 
courbe : la nature de celle-ci, au point considéré, est 
définie par les rayons de courbure p et r . Abstraction 
faite de sa position dans l'espace, la courbe peut donc 
être représentée par deux relations ( équat ions intrin-
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sèques) entre les variables p, r (coordonnées intrin-
sèques). 11 est clair qu'il n'en faut pas davantage pour 
l'étude des propriétés intimes d'une ligne; mais il y a 
plus : nous allons montrer, en effet, et c'est là le but 
principal de cet article, que, par le simple emploi des 
coordonnées intrinsèques, on passe aisément de l'étude 
des faits inhérents à la courbe à celle des faits exté-
rieurs. 

2. Au point M prenons comme axes la tangente, la 
hinormale et la normale principale, et supposons que 
les coordonnées .r, j " , z d'un point P soient données en 
fonction de s. On démontre facilement que, lorsqu'on 
passe de M au point infiniment voisin, ces coordonnées 
subissent, relativement aux axes primitifs, les variations 

i o.r = d:r — t ds, 

( i ) ' oy = dy ds. 

De même, si A, ¡JL, v sont les cosinus directeurs d'une 
droite quelconque, relativement au même trièdre, on a 

| oX = d\ — ~ ds, 

( '2 » < ou. = d[j. — - ds, 

! " =ch +
 t ) ds• 

Les formules ( i ) et (r>.quoique très simples et faciles 
à établir, sont d'une importance extrême; elles consti-
tuent, à elles seules, la base d'une nouvelle théorie des 
lig?ies et des surfaces. 
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3. Point fixe. — Pour exprimer que le point P est 

iixe clans l'espace, 011 doit écrire, en vertu de (1), 

d.r __ z — o dy _ z dz / x y\ 
^ ^ • ds p 7 ds r7 ds \ p /• 

Direction fixe. — De même, les conditions néces-
saires et suffisantes pour que la direction (À, a, V) soit 
invariable sont 

di V d\x v d j / A u \ 
( 4 ) -7- = - ' —T" — ~ > -T- = — - 4 - - * p as /* as V p r / 

Droite fixe. — Pour exprimer qu'une droite est fixe, 
il faut, aux conditions d'invariabilité de sa direction, 
joindre celles de fixité de l'un de ses points. 

Plan fixe. — Le plan perpendiculaire à la direction 
v), situé à la distance p de M, sera fixe si aux 

conditions (4^ on joint la sui vanti1 : 

dp 

que l'on obtient, soit par des considérations géométriques 
directes, soit en dillérentiant l'équation du plan et en 
tenant compte des formules (3) et (4). 

4. Maintenant nous pouvons chercher la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'une ligne appartienne à 
une surface donnée : cette condition est, en quelque 
sorte, l'équation intrinsèque différentiel le de la surface 
considérée. Si, par exemple, la surface est une sphère 
de rayon R, il doit exister un point fixe P, dont les coor-
données vérifient constamment l'équation 

= R2. 

En ayant égard aux formules (3) , trois dérivations 
consécutives de cette équation montrent que les coor-

Atm. de Mnthêmat3e sèrio, t. V. (Mars i88i>.) 9 
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données du centre P sont nécessairement 

(G) x = o, z = p. 

Conséquemment, la condition cherchée est 

En d'autre termes, 6 étant une variable arbitraire, les 
lignes spliériques sont caractérisées par les équations 

(8) s = / ( 0 ) , p = H cosO. 

11 est évident, d'ailleurs, que 9 représente l'angle des 
normales à la courbe et à la surface. 

5. On sait que, pour toute courbe, les valeurs ( 6 ) 
sont les coordonnées des points de l'arète de rebrousse-
mcnt de la surface polaire. Il en résulte que, pour les 
lignes spliériques, la surface polaire est un cône : cela est 
évident. Mais on peut se poser la question en sens in-
verse et sous une autre forme en se demandant : quelles 
sont les lignes dont le plan normal passe jfar un point 
fixe? L'équation du plan normal est x = o : on obtient, 
par dérivation, z == p. Deux autres dérivations donnent 
successivement 

dz o d / do\ 

Or, si l'on intègre la dernière relation, on obtient 
l'équation (7) , et celle-ci exprime que le point M se 
trouve à une distance constante d'un point fixe. Les 
lignes spliériques sont donc les seules qui jouissent de 
la propriété demandée. 

6. Est-il possible de tracer une hélice sur une sphère? 
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On doit avoir r = /?/p? et. par suite, d'après (8), 

s = mR sin6? r = m R cosO, p — H cosO. 

Les équations intrinsèques de la ligne elierchée sont 
donc 

< f) ) r = m p, p2 -h = IV2. . s2 

La dernière équation nous montre que, dans le déve-
loppement de la surface des tangentes à l liélice, cette 
courbe se transforme en une ligne eycloïdale, à savoir 
une épicycloïde ou une hypocycloïde suivant que l'angle 
constant s , sous lequel l'hélice rencontre les généra-
trices du cylindre, est plus grand ou plus petit que 45°. 
Lorsque z> = 45% l'hélice se transforme en une c/) cloïde. 
Quant à la section droite du cylindre, on sait que son 
équation s'obtient en remplaçant .v et p respectivement 

par r~ et . dans la deuxième égalité fo), ce qui 1 sino sin2© ° wv/7 i 

donne 
/ «Í.2R \2 

P*' H ^ = • 1 1 + //)' \I-r-m-J 

Le cylindre est donc toujours à base épicycloïdaîe. 
Le diamètre du cercle directeur est Il tangas pour la 
transformée de l'hélice : il est égal à a l{ cos© pour la 
section droite du cylindre. 

7. L'axe du cylindre est la parallèle menée par le 
centre de la sphère à la droite rectifiante ; les parallèles 
menées par le même centre à la tangente, à la binor-
male, à la normale principale, font les angles constants 
<p, 90o — cp, 90o , avec cet axe, et, par suite, elles décrivent 
deux cônes circulaires et un plan. En d'autres termes, 
les indicatrices sphériques des trois droites principales 
de l'hélice sont deux petits cercles et un grand cercle. 
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Dès lors, il est aisé de concevoir une génération simple 
de la courbe. Eu eifet, le plan normal se meut en enve-
loppant un cône circulaire (le cône des binorinales) et 
il coupe la splière suivant un grand cercle, qui contient 
nécessairement le point M de la courbe. Or, si l'on ob-
serve que, d'après les formules (8 ) , la variation rfÔ de 
l'angle, que le rayon passant par M fait avec la normale, 
ne diffère pas de l'angle de deux binormales consécu-
tives, on voit immédiatement que le point M est fixe sur 
le grand cercle mobile. Conséquemment : les seules hé-
lices possibles sur une sphère sont les courbes décrites 
par les points d'un grand cercle, qui se meut en restant 
langent h un petit cercle. Il est évident que l'on peut 
aussi engendrer la courbe en faisant rouler, sans glisse-

#ment, nu cylindre circulaire, de rayon a, sur un autre 
cylindre circulaire, de rayon b : les points d'une géné-
ratrice lixe du cylindre mobile, qui resten t à la distance 
na-\-b d'un point de l'axe, décrivent la courbe de-
mandée. 

8. Passage aux coordonnées extrinsèques. — 
Prenons comme axes des X et des Y deux diamètres de 
la splière, perpendiculaires entre eux et situés dans le 
plan de base du cylindre épicycloïdal-, comptons les Z 
sur l'axe de ce cylindre. Puisque les cosinus directeurs 
de l'axe des Z sont coscp, sincp, o, il est clair que l'on a 

Z = x cos cp -r-y sincp, 

où l'on doit remplacer x et y par les coordonnées du 
centre. Par conséquent, 

( io) Z = R sinO sin cp. 

Cherchons, maintenant, la distance p de M à un plan 
lire, passant par l'axe du cylindre; elle est donnée par 

l'expression \x -+- ¡ ¿ r - f - v s . où .r, r , c sont les coor-
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données du centre, de sorte que 
( u ) p = R( [i. sinO H- v cosO). 

En outre, la direction (X, p., V) doit être perpendicu-
laire à l'axe du cylindre, et, par suite, on peut poser 

X = — s i n 3 " sin©, ¡JL = sin.tr cos©, v = cos3", 

où l'on détermine S" facilement par la troisième condi-
tion (4) . On trouve 

Ô 
3 = H const. 

coscp 

Chaque valeur de la constante correspond à un plan 
particulier : si l'on veut considérer deux plans perpen-
diculaires, il est aisé de voir qu'il faut prendre deux 
constantes différant de ^ • On obtient ainsi les équa-
tions 

X = R ( cos 0 cos {- cos © sin 0 sin  
cos © i cos© 

R ( — cos6 sin — h cos© sinO cos —— ^ • 
\ cos© 4 cos© / 

En y joignant l'équation ( io ) , on trouve, par élimina-
tion de 8, les équations ordinaires de la courbe. 

9. On est amené à la considération des mêmes courbes 
lorsqu'on étudie les développantes sphériques des 
lignes sphériques, c'est-à-dire les courbes décrites par 
les points d'un grand cercle, qui se meut en restant 
tangent à \me courbe quelconque, donnée sur la sphère. 
Soit (M) cette courbe : relativement au trièdre principal 
de (M), les coordonnées des points M0 de la dévelop-
pante sont 

x — — R sin ,4-, 

y = R — cos ^ j sin 0, 

R ( i — c o s - ) c o s O . 
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Les for m ules ( i) donnent 

o y . s . A oz . s s in 2 6 
-y- = o, — sin — sinO, -y- = — sin — -- • 
ds as R as R cosí) 

Par suite, le rapport des vitesses de M0 et M et les 
cosinus directeurs de la tangente à (M o)sont 

(12) — s in y> t angO, a = o , b = — cos6, c — s i n O . 

Ainsi, la tangente à (M 0 ) est perpendiculaire au grand 
cercle MM0. En d'autres termes, (M0 ) est une trajectoire 
orthogonale des grands cercles tangents à (M). D'après 
les formules (.2), 

o« sinO 0 b oc 

ds p ' ds ' ds 

11 en résulte que la normale à (Mo) est parallèle à la 
tangente à (M), et, par suite, la binormale est parallèle 
au rayon passant par M, de sorte que (M) est Y indica-
trice des binormales de (-M0). E11 outre, 

0 3 ) P0 = — H S I N ^ « 

Eniin, puisque l'angle de deux normales consécutives 
de (M 0 ) est égal à l'angle de contingence de (M), on a, 
en vertu du théorème de Laneret, 

( ^ H S H t ) ' -
d'où 

s ( i f ) >0 — R sin ~ tangO. n 

Les formules (12), ( i 3 ) , ( i 4 ) permettent de chercher 
(M0), connaissant (M). Du reste, ces formules peuvent 
être résumées en une seule 
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D'après ( i 3 ) cl (14)5011 voit que tangfj représente, en 

valeur absolue, le rapport des courbures de (M 0 ) . Par 
eonséqueut, pour que (M 0 ) soit une hélice, il faut èt il 
suffit que 6 soit constant, c'est-à-dire que (M) soit un 
cercle. Donc : les hélices sphériques sont les dévelop-
pantes des cercles de la sphère. 

10. Nous avons dit que tarigQ représentele rapport des 
courbures de la ligne (Mo)- On en déduit immédiate-
ment que la droite rectifiante de (M 0 ) est parallèle à la 
binormale de (M). L'arête de rebroussement (M 4 ) de 
la surface rectifiante de (M 0 ) a donc sa tangente et sa 
binormale respectivement parallèles à la binormale et à 
la tangente de (M), aux points correspondants, d'où il 
résulte que le rapport des courbures de (M, ) est inverse 
du rapport analogue de ( M ) ; par conséquent, si ( M , ) 
est une hélice, (M) aussi est une hélice, et réciproque-
ment. Cela étant, si l'on veut que (M 0 ) soit une géodé-
sique d'hélicoïde développable, il faut et il suffit que 
(M1 ) soit une hélice, et, par suite, qu'il en soit de même 
de (M). Il faut, en d'autres termes, que (M 0 ) soit une 
développante sphérique d'hélice sphérique, comme l'a 
fait remarquer M. Pirondini (4 ). Donc : les seules lignes 
sphériques, possibles comme géodésiques sur des héli-
coïdes développcibles, sont les deuxièmes développantes 
sphériques des cercles de la sphère. 

11. Loxodromies. — Soit (A, a, vj la direction des 
perpendiculaires au plan de l'équateur. La tangente au 
méridien passant par M est perpendiculaire au rayon, 
et, d'autre part, elle doit faire l'angle constant ¿ avec 
la tangente à la courbe : il en résulte que ses cosinus 

(') Journal de Battaglini, p. 229; i88r>. 



( >36 ) 
directeurs sont 

cosò, sin<j>cosO, *—sin^sinO. 

D'ailleurs, cette tangente doit rencontrer le diamètre, 
dont la direction est ()„ v). Cela exige que l'on ait 

[•'est-à-dire 

IJL sin -I; cos0 sinO 

v — s i n sin 0 cosO 

A tang».]; = ¡x cosO — v 

On trouve, par dérivation, 

v tang^ = À sin0, 

sinO. 

et, par suite, 

(i5) 

lx 

s i n c o s 6 cos0 i — cos2^ cos20 

™ c o s ò sinO cosO V / I _ C 0 S2^ CO s2 0 

Lne nouvelle dérivation donne facilement, au signe 
près, 

puis 

R / tangO \ 
s = a r c tan g ( —.—7- I ; cos^ " \ sino / 

H tanghi 
p = RcosO. 

Il faudrait éliminer 9 entre ces trois relations pour 
avoir les équations intrinsèques de la loxodromie. 

12. Les formules ( i 5 ) sont susceptibles d'autres ap-
plications. Ainsi, en les utilisant dans ( n ) , on trouve 
d'abord qué la distance de M au plan de l'équateur 
est 

R sin 6 p = -» 

\Ji — cos2 ^ cos2 6 

D'autre part, si £ e s t la latitude du point M, la même 



distance est égale à RsinJ^. 11 en résulte 

tangO 
tan = 

sin 

Dès lors, les équations intrinsèques de laloxodromie 
peuvent être mises sous cette autre forme 

= ! CO S Y 

R J : ? 

_ R cos p — — , 
y/1 — cos2<j> sin2J^ 

^ _ R(i — cos2^ sin2 £ ) 

sin6 cosd> 

La première de ces équations est évidente. Remar-
quons encore que les coordonnées polaires de la pro-
jection de M sur le plan de l'équateur sont données par 
les égalités 

T> 4J u clbi . , 
K = Kcos^_, ^ = sin 

On en déduit aisément 
'2 R 

gW COt g—0> col tjy 

Telle est l'équation de la projection equatoriale de la 
loxodromie. 

13, Les exemples traités suffisent pour montrer toute 
l'efficacité de cette méthode, qui est susceptible, d'ail-
leurs, des applications les plus variées. En nous bornant 
à celles qui concernent la recherche des équations in-
trinsèques différentielles des surfaces, nous allons in-
diquer succinctement comment on pourrait traiter 
quelques autres cas particuliers. En général, après avoir 
mis le problème en équation, moyennant une propriété 
caractéristique de la surface, on différentie l'équa-
tion obtenue, autant de fois qu'il le faut pour en éli-



miner les variables auxiliaires introduites, et Ton ar-
rive ainsi au résultat voulu. Par exemple, pour le cône de 
révolution, il doit exister un point fixe P (coordonnées 
x, y, z ) , et une direction invariable (cosinus p., v), 
telles que la droite MP fasse un angle constant 0 avec 
cette direction. L'équation du problème est donc 

X x h- [xy -f- v z = u c o s 0, o ù iï2 = x2 -h y2-f- z'2. 

Trois dérivations consécutives donnent 

X __ jx v c o s O 

x ~~ ~z y2 -4- £ 2 ~~ r 2 - h z"2 ~ u ' y $ i7 - p fi 
J 1 y iC2 * u2 

On en déduit 

Telle est l'expression du rayon de courbure d'une 
ligne quelconque, tracée sur un cone de révolution, en 
fonction des distances du sommet au plan normal, au 
plan oscillateur et au plan rectifiant. Trois nouvelles 
dérivations permettent d'éliminer ces distances et de 
trouver l'équation diilérentielle demandée; il suilira d'y 

supposer/• infini, pour avoir l'équation différentielle des 
coniques. 

14. De même, pour le cylindre de révolution, on 
exprimera que la distance de M à une droite fixe est une 
constante R . On a d'abord 

x2 -t-vy2H- z2 — p2 = R2 ou p = X x -f- ;jly -f- v ~ ; 

puis, par dérivation, 

x = X/?, 
/ * » d? 

y = \xp -r- > Âv /' — ( I — A- ) r -j- > ris 
= V />-+-( I X 2 ) p . 
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Ces relations, multipliées respectivement par A, jjl, v 

et additionnées, donnent 

Deux autres dérivations suffisent pour éliminer A, ui, v. 
On arrive autrement à ce résultat, en exprimant que la 
projection de la courbe sur un plan fixe est un cercle : 
c'est même celle-ci la voie à suivre lorsqu'il s'agit d'un 
cylindre quelconque. Les coordonnées de la projection 
M0 de M, sur un plan fixe, sont 

D'après les formules fondamentales, on a 

j ) 2 ) — ) 
ds ' ds 1 ' ds ' 

par conséquent, l'élément de la ligne (M 0 ) et les cosinus 
directeurs de la tangente à cette ligne sont donnés par 
les égalités 

ds0 , # 

a = \/i — X2 ; 

( 1 6 ) J Xjx 

v/i-x* 
Xv 

Cela étant, on a aussi 

OA _ ùb _ JJLV I o c _ [X2 I 

En élevant au carré et en additionnant, on obtient 
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cil y remplaçant les valeurs (16) et (17), on trouve une 
relation contenant les variables auxiliaires \ p., v, que 
l'on éliminera au moyen de deux nouvelles difieren lia-
lions. Dans le cas particulier du cylindre de révolution, 
il sufiit de dilïérentier (17), en y supposant p0 constant. 

lo . Comme dernier exemple, considérons un héli-
coïde gauche à plan directeur. Un point M de cette 
surface étant projeté en N, sur l'axe directeur, on doit 
prendre sur KM une longueur ]NP constante et exprimer 
que le lieu décrit par le point P est à flexion et torsion 
constantes. Nous suivrons une autre voie : co étant l'angle 
de MJN avec un plan fixe, passant par l'axe, et j) la di-
stance de N à un point Q, fixe sur l'axe, nous exprime-
rons que la longueur p varie proportionnellement à o>, 
de sorte que 

(18 ) dp = a d\ii. 

Or, si z sont les coordonnées du point fixe Q, 
et A, ¡J., v les cosinus directeurs de l'axe, nous pouvons, 
aux trois premières variables, substituer les coordonnées 
de N, à savoir 

en observant que, d'après les formules (3 ) , (4)? (5) , 
011 a 
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Cela étant, considérons les cosinus directeurs de MJN : 

ï = ' 

On a, d'après ( 2 ) , 

8a _ a 2 - 4 - X 2 — 1 

ds s/^+rt-^V. 

a 3 -f- XJJL 

ds ~ 

-1 = 
«y -4- Xv 

E11 élevant au carré et en additionnant, 011 obtient 

cho 
£2 _L_ r.2 -4- n ds 

au signe près; par conséquent, si l'on tient compte de 
(5) , l'égalité (18) devient 

Deux dérivations consécutives donnent 

En y joignant la relation 
ÂÇ -I- IXRT -4- VÇ = O, nous pouvons déjà éliminer ç, rn Ç, ce qui nous conduit 

éga 

AXV r ~ -+- 2X1X0 -+- 3 ( V2 — X2 )r -4- a 
ds 

4 X3 r 
- [ X ( JJL2 -4- V2 )P -L- 9, [J*a\. a2 

Au moyen de deux autres dérivations, on se débarrasse 
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de A, u, v. Nous laissons au lecteur le soin d'achever les 
(•aïeuls, qui ne présentent, d'ailleurs, aucune difficulté. 
Bien prochainement, peut-être, nous reviendrons sur 
cette féconde méthode de recherches, pour en faire des 
applications à la théorie des développoïdes et des po~ 
daires sphériques, ainsi qu'à la théorie générale des sur-
faces. 

S I R LA REPRÉSENTATION DES FIGURES TRACÉES SUR UNE 
SURFACE. APPLICATIONS AUX CARTES DE GÉOGRAPHIE; 

PAR M. M. DU C H A T E N E T . 

Etant donnée une ligure tracée sur une surface, ou 
peut, d'une infinité de manières différentes, obtenir une 
ligure qui sera sa représentation ou sa transformée située 
sur une autre surface. Il suffira pour cela de se donner 
deux relations entre les coordonnées d'un point sur 
chacune dés deux surfaces. 

Soient j) et q les coordonnées quelconques d'une 
courbe située sur une surface donnée, u et v les coor-
données de sa transformée sur une autre surface. Tout 
système de deux relations 

F (/?, q, u, r ) o, 

Fi (/N <1, r ) ~ ° 

déterminera un mode de transformation. 
On peut donc se proposer de définir les fonctions ca-

ractéristiques F et F , , de telle sorte que le système de 
transformation qui en résultera jouisse de telle propriété 
qu'on voudra lui imposer. 

Notons que tous les problèmes que l'on peut se pro-



( '43 ) 
poser sur la construction des cartes de géographie ne sont 
<pie des cas particuliers de la question que nous vendus 
d'énoncer, puisque les surfaces considérées seront, d'une 
part, la sphère terrestre et, de l'autre, un plan, celui de 
la carte. 

Nous examinerons et chercherons à définir un mode 
de transformation par la condition suivante. Soit une 
famille de courbes tracées sur une surface et représen-
tées par l'équation 

(1) jxcp + V(|/ = I, 

dans laquelle ¡jl et v sont des constantes, <p et A des fonc-
tions quelconques de u et i\ Nous voulons que les lignes 
définies par l'équation ( i ) aient sur la seconde surface 
une transformée définie par l'équation 

(2) mM.-f- nv = 1, 

dans laquelle m et 11 sont des constantes. 
E11 d'autres termes, nous déterminerons une transfor-

mation telle que toute famille de courbes de la première 
surface définie par une équation linéaire entre deux 
fonctions de ses coordonnées soit représentée sur la 
deuxième surface par une équation linéaire entre les 
coordonnées. 

Pour résoudre ce problème, il suffira de fixer la forme 
des fonctions 3 et i * 

Formons l'équation différentielle de cette famill« de 
courbes, nous diffère 11 lierons deux fois (1) en consi-
dérant v comme variable indépendante et éliminerons a 
etv entre les deux équations obtenues et l'équation (1). 
Nous arriverons ainsi à l'équation 

/cfo dv clu \ du cJMj fdu\ 2 dty d2ul 

\dv du dv J f c / p 2 ' dudv dv du2\dv) du dv1 J 
_ fdb d^ du\V d2o du d1^ / du\* d® d*u~] 

~ + \7h) + du TTr2" J ' 
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qui n'est autre chose que l'équation différentielle des 
lignes ( i ) transformées. 

Or, puisque cette transformée doit être représentée 
par une équation linéaire entre u et la relation (3 ) ne 

doit pas différer de = o. 

Les co efficients de ^ ^ (du y / du \ 1 

. . _ W ' W , . _ 
vront donc être nuls, ce qui fournit les quatre relations 
suivantes : 
(4) 

( r 0 

(7) 

du du* 
do cP^ 
dv dv2 

dû 
du du2 

dty d2 o 
dv dvà 

do d2^ dò dH 
du du dv 

do d2ò 

dv du (h 
— i 

du du dv 
do cl^ dò d'2 o _ 
dv du2 dv du2 ' 

dò d2o 

dv du dv 
do d:2ò di d2o 

— o. 
^ du dv'2 du, dv2 

L'équation ( 4) ^ contenant que des dérivées par rap-
port à z/, donne immédiatement pour solution 

(8) = F(c), 

/'et F étant des fonctions quelconques de mais indé-
pendantes de u. 

De (8 ) nous déduisons 

dò 
du 

d2ò H 

dû* 

H 

<9» ( ! d*, 
dv 

rdo df 
dv ' 

dV 

dv ' 

d2<\> 
dv'2 "" J dv2 

. d l f 
" dv2 

-f- 2 

d2ò 
du dv 

, df 
\ du dv du dv du dv 

do df d'2 F 
dv* ' 
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En portant ces valeurs dans (5 ) , (6) , ( 7 ) de manière 

à éliminer A, nous obtiendrons 

, N do / d\f do df d* F\ d'2o f df dF" 
(io) dï(l? d* tv tv + ~ 3ÎT 1 ? ^ + lbé 

df/d^y d2o f df dF\ 

f do / d\f / do df d'2 F \ 
1 du. Vf dv2 dv ^ dv2 ) 
) _ 6/1 ? ( 0 d f • dF\-o 
( ' du dv \ 1 dv r/<> / 

(11) 

(l'A) 

Dans (11), les dérivées de s 11e sont prises que par 
rapport à 011 peut facilement intégrer cette équation, 
ce qui donne; 
, df x dF M 
l3) O-j- -i- = — 4 dv dv 11 -1- i\ 

où M et ¡Ni sont des fonctions quelconques de c, mais in-
dépendantes de u. 

De ( i 3 ) on peut déduire par dérivation les valeurs de 

C(îvy (~dtu P o r t a n t <>es valeurs dans (12), on 

aura 
i^fdFd2f df d'2 F \ 

( l 4 ) ) ,.<lfd*1 Md*f n 
( dv 7/7 ~~ dv* = 

Puisque les fonctions F , f \ M, iN'ne contiennent.pas 
il faut, pour que la relation ( ¡ 4 ) puisse être vérifiée, 
avoir séparément 

/ t\ rJl _ 
{ 0) dv dv2 dvdv<2~ ' 

df dM „ d*f 

Ces deux équations s'intègrent facilement. L'équa-
tion ( 15 ) montre que les fonctions f et F sont liées entre 

Ann. de M attieni., 3e série, t. V. (Mars 1886.) IO 
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elles par une relation linéaire. L'équation (16) a pour 
solution 

(17) & = dv 

K étant une constante quelconque. 

Posons cette valeur de dans l'expression de 

fournie par ( i 3 ) : elle deviendra 
dN . ^dM 

ri tri 
(18) do dv ' ^11 cjv 

dv ~~ K!V12(>4-IN)2 

d'où l'on tire par dérivation 

i AT/ t . , / V//2M d\i dKi l 

dv-1 KM:J ( u -+- M 

Portons enfin ces valeurs (18) et (19) dans (20) , dont 
nous n'avons pas encore fait usage. Elle donnera, après 
cette substitution, 

, , r /dM \2 „rfiMl. Afor/2N 

Puisque M et N sont des fonctions indépendantes 
de 011 devra avoir, pour que cette relation puisse être 
vérifiée, 

/ ¿ M y _ d2M 

, N r/2 N TT̂ 2" " 
On voit, d'après (22) , que N doit être une fonction 

linéaire de c, et l'intégration de ( 9 ) donne 

(•,3) M' = 

h et c étant des constantes. 

hv -1- g 
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En substituant cette valeur de M dans (17), nous 
aurons par l'intégration 

/ = 71 lw -f- g 

et, comme F est fonction linéaire de J , 

/IV -h g 

Nous avons ainsi calculé tous les éléments de la valeur 
de o et A. Il suffirait du reste de connaître une de ces 
fonctions pour en déduire l'autre, en vertu de la symétrie 
des équations. 

Les fonctions o et à qu'il s'agissait de déterminer 
auront donc les formes suivantes : 

au -i- bv -f- p 
(24) <p = - -

0 5 ) 

mil -f- uv — <j 
a 11 -f- bV ~ p f 

mu -h uv -f- a 

En substituant ces valeurs dans ( i ) ,nous voyons que 
la famille de courbes considérées aura pour correspon-
dante sur l'autre surface celle définie par l'équation 

\i.{au-f- bv p)-t- v{a' u 6'p-b />')— mu nv-r- q. 

Nous examiiierons quelques conséquences de l'ana-
lyse précédente en choisissant la nature des fonctions 
» et A, celle des coordonnées u et e, et celle des deux « »7 ' 
surfaces considérées. 

I . 

Sans rien supposer sur la nature de la surface conte-
nant les courbes que l'on veut transformer, nous défini-
rons la position d'un point sur cette surface au moyen 
d'un axe quelconque OA et d'un plan OMN perpendicu-
laire à OA. Nous appellerons longitude et désignerons 
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par a l'angle du plan passant par l'axe OA et le point m 
considéré avec un plan origine AON; nous appellerons 

Fis. 

M 

latitude et désignerons par A l'angle du rayon vec-
teur Om avec le plan OMN. 

Examinons la famille de courbes définie par l'équation 
suivante 

(26) cotX(A cosa -- B sina) = 1, 

et étudions la transformation d'après laquelle les 
courbes (26) sont représentées sur un plan par des 
droites. 

Remarquons dès maintenant que, dans le cas particu-
lier où la surface considérée est la sphère terrestre, si 
nous prenons pour axe OA la ligne des pôles et pour 
plan OMN celui de l'équateur, a et A ne seront autre 
chose que la longitude et la latitude géographiques d'un 
point, et l'équation (26) sera l'équation générale des 
grands cercles de la sphère. Dans ce cas, la question que 
nous nous sommes proposée pourra donc se formuler de 
la manière suivante : Trouver tous les systèmes de cartes 
de géographie dans lesquels les grands cercles de la 
sphère sont représentés par des droites. 

11 suffira, pour avoir la solution du problème général, 
de faire dans les formules (i?\) et ( a î ) 

<3 = cos x cot X. <!/ = sin a cot X, u = .r, c = y. 



( >49 ) 

et nous aurons ainsi 

a x -H b y 
i cosa cot X = 

( * 7 ) 

i -sin a cotX = 

m x -+- ny - 4 - q 
a'x -4- b'y -h p' 

• -H ny -f- q 

On déduit facilement de ces formules les équations 
des transformées des courbes de longitude et de latitude 

a'x -l- b'y -f- p' 
(28) tanga = 7 7 

a ol7 -f- b y -f- p 
( ( mx -+- ny -h q )2 cot2 X 

Prenons dans le plan pour origine des coordonnées 
le point représentant l'une des intersections de l'axe OA 
avec la surface (l'un des pôles terrestres dans le cas de 
la sphère). Il est évident que la courbe de longitude 
devra être représentée sur le plan par une droite issue 
de l'origine-, par conséquent, d'après (28) , nous devons 
avoir p = o, p'~ o, et les équations ( 28) et (29) devien-
dront 

, a'x-^b'y (3o) tanga j^- , a x -f- by 
j (mx-^ny-^q)covil 
\ = (axby )2-{-( a'x-i-b'y )'2; 

d'où l'on voit que les courbes de latitude ont toujours 
des coniques pour transformées. 

Le canevas de cette transformation sera donc formé 
par un système de droites concourantes et de courbes 
du second degré. 

La condition qui détermine la nature des coniques est 
la suivante : 

i [(an — mb)* -\-(a' n — /?i£')a]cot2X 
; [ > o hyperbole, 
1 -(ab'—-ba')- j = parabole, 

I < o ellipse. 
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Les diverses eourbes de latitude seront généralement 

représentées parles trois coniques suivantla valeur de À. 
On peut démontrer que toutes ces coniques ont leur 
centre sur une même droite dont l'équation est 

(33 ) ( a n — bm)(ax -h byr)-~-( a!n — b' m)(a' x -+- b'y ) = o. 

La condition ( 3 a ) montre que, lorsqu'on a = ^ > 

les courbes de latitude sont toujours figurées par des 
hyperboles; ce réseau 11e sera jamais formé uniquement 
d'hyperboles équilatères. 

La même condition ( 3 2 ) montre encore que, dans le 
cas où 111 = n = o, on aura uniquement des ellipses 
liomothétiques et concentriques. 

' • 1 a b m 

On voit aussi que, lorsque — , = -p = — ? on a unique-

ment des paraboles ayant le même axe. 
L'équation générale ( 3 i ) montre que les termes du 

deuxième degré ne peuvent disparaître pour toute valeur 
deV, les courtes de latitude ne pourront donc jamais 
être figurées par un réseau de droites. 

Cherchons donc, ce qui serait d'un grand avantage 
pour le tracé d'un canevas géographique, si elles peu-
vent être toutes représentées par des cercles, c'est-à-dire 
par la courbe la plus simple après la droite. 

Pour que l'équation ( 3 i ) donne un cercle pour toute 
valeur de \ il faut que les conditions suivantes soient 
vérifiées : 

m = n = o, ab - 4 - a' b' = o, a2 -h a'2 = b2 b'2, 

et alors l'équation se réduit à 

(34) (a2-h a'2 ){xt2^-y2)= cf- cot'2l. 
Ainsi, quand les courbes de latitude sont toutes repré-

sentées par des cercles, ces cercles ont pour centre coin-
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mun le point correspondant à l'une des intersections de 
la surface avec l'axe choisi et un rayon proportionnel à 
la cotangente de la latitude. 

Des conditions nécessaires pour obtenir des cercles, 
on déduit b // —=p a \ en portant ces valeurs 
dans (3o), on aura l'équation des droites de longitude 

... a x (35) tang a = —— ±a y 

Si nous posons ^ = tangQ et ~ = tangy, nous aurons 

v = 0 ± a . 

Les lignes de longitude feront donc entre elles sur le 
plan les mêmes angles que sur la surface. 

On peut donc dans le cas des cartes de géographie, en 
tenant compte de la forme des relations (34) et (35), 
énoncer la proposition suivante : 

La projection centrale, c* est-à-dire la perspective 
obtenue du centre de la sphère en projetant sur un 
plan perpendiculaire à la ligne des pôles, est le seul 
système de cartes dans lequel les grands cercles sont 
représentés par des droites et les parallèles par des 
cercles. 

Il est un cas qui a échappé à l'analyse précédente, 
puisque nous avons pris pour origine le point de con-
cours des droites de longitude : c'est celui où ces droites 
seraient parallèles. Nous pourrons alors prendre pour 
axes des x une perpendiculaire à leur direction com-
mune. D'après (28), nous devrons avoir b'=z o, b = o, 
et, en plaçant convenablement l'origine, nous pourrons, 
sans nuire à la généralité, supposer que q = o, p'= o. 



( «5a ) 
Les équations des lignes formant le canevas devien-
nent 

i /. a r ( 3(> ) tailla = , ax -f- p 
( 3j ) ( mx -f- ny )2 cot2 À = ( ax p )- a'2.r2. 

Les transformées des lignes de latitude seront toujours 
des hyperboles. 

Comme cas particulier des équations (36) et ( 3 j ) , on 
trouve, quand il s'agit de la sphère, le cas de la projection 
centrale sur un plan perpendiculaire à l'équateur. On 
voit donc que, dans tout système de cartes où les grands 
cercles sont figurés par des droites et les méridiens par 
des droites parallèles, les cercles de latitude le seront 
par des hyperboles. 

I L 

Employant les mêmes coordonnées a et A que précé-
demment, considérons la famille de courbes tracées sur 
une même surface et données par l'équation 

(38 ) A a -T- B / tan g I ^ ~ — l^j = i. 

Cherchons un mode de transformation tel que ces 
courbes soient représentées sur un plan par des droites. 

Dans le cas où la surface donnée sera la sphère ter-
restre, l'équation (38) sera celle des loxodromies, c'est-
à-dire des courbes coupant tous les méridiens sous un 
angle constant, et alors le problème pourra s'énoncer 
comme il suit : 

Trouver tous les système de cartes dans lesquels les 
loxodromies sont figurées par des droites. 

Il suffira pour résoudre la question de faire, dans les 



( '53 ) 

formules ( 2 4 ) et (a5 ) 

0 = a. 6 — l tang-

et nous obtiendrons ainsi 

(3<)) 
ax -f- by -f- p 

mx -f- ny q 

C4<>) l tan g 2 
(1 _ ) \ = dx-^-b'y^p' 
\ 2 / m x -+- ny -h q 

Ces deux équations donnent les transformées des 
eourbes de longitude et de latitude. Or sur la surface les 
courbes de latitude 11e se coupent jamais, puisqu'elles 
se trouvent sur différents cônes de révolution ayant le 
même axe et le même sommet. Les transformées de ces 
lignes qui sont des droites, d'après (4°)o devront être 
parallèles. Nous prendrons sur le plan l'axe des x paral-
lèle à cette direction commune. O11 aura donc d = o, 
m — o. 

L'équation (89) donne les droites de longitude. Or 
sur la surface les lignes de longitude passent toutes par 
l'intersection de l'axe OA avec la surface. Les droites 
qui sont leurs transformées sur le plan devront donc 
toutes avoir un point commun. Nous prendrons ce point 
pour origine, et alors on doit avoir p = o, q = o. 

Les équations des deux systèmes de courbes formant 
le canevas seront donc 

Si l'on veut imposer cette condition que les droites de 
longitude soient parallèles entre elles, il faudra que 
n — o, et, en disposant de la position de l'origine pour 
(aire p = o et p'~ o, les équations du canevas seront 

(42) 
a x -i- by 
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Lorsque b = o, les deux systèmes de droites sont rec-

tangulaires, ce qui correspond à la carte marine ou pro-
jection de Mércator. 

III . 

Nous pouvons appliquer la même méthode pour la ré-
solution du problème suivant : 

Etant donné un tore circulaire, trouver tous les 
modes de transformation permettant de représenter 
sur un plan les figures tracées sur cette surface, avec 
la condition que les sections centrales du tore soient 
transformées suivant des droites. 

C'est le problème que pourraient se poser les habi-
tants de Saturne pour construire la carte de leur pays. 

Prenons pour coordonnées trois axes rectangulaires, 
l'origine étant placée au centre du tore et le plan des XY 

Fig. 2. 

d'un point M du tore, telle que nous l'avons entendue, 
et \ sa latitude, en appelant latitude l'angle du rayon 
vecteur MC allant au centre du cercle générateur et de 
la droite OC joignant le point C au centre du tore. 
On voit facilement que l'on aura 

X = ( R + r cosX)cos a. 
Y = (R -t- /• cosX)sina, 
Z = sinX. 

L'équation générale des sections centrales du tore 
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pourra donc s'écrire, au moyen de la longitude et lati-
tude, 

4 R - w c o s X H -H /* cos X . ( i 3 ) A :—s— cos a -h 15 ;— sina = i. 7 /'sinÀ /'SinÀ 

Elle est donc du même type que ( i ) , et nous n'avons, 
pour résoudre la question, qu'à appliquer les formules 
( 2 4 ) et (25) , ce qui donnera 

/R-f-rcosX ax-\-by^-p 1 cos a = ] r sin X mx -¡- ny -4- q ' 
(44) \ n > ' 1, r 

I R-4~/*COSÀ . A X - \ - B Y - \ - P f :—;— s i a a = • \ r si 11 A mx -f- ny -t- q 

Les transformées des lignes de longitude et de lati-
tude formant le caufevas auront pour équations 

(45) tanga = 
a'x -4- h'y -- p' 
ax -f- by -hp ' 

^ ! . v . . X y _ (' a x -f- by p )2 -h ( a'x -f- b'y -r- p' )2 

(mx -f- ny H- q )2 

Ces relations sont tout à fait analogues à celles que 
nous avons obtenues ( 2 8 ) et (29 ) , en traitant un pro-
blème précédent. Elles n'en diffèrent que par Je cliange-

-, -v R -f- r cos X T > , , 
nient de eotÀ en —s L etude que nous en avons v sin A 1 

déjà faite s'applique donc au cas actuel . 

S L R LE S Y S T È M E D'UNE CONIQUE E T D'UN C E R C L E ; 
PAU M. R. GODEFROY, 

Élève de l 'École Polytechnique. 

Je me propose de démontrer un tliéorème de Géomé-
trie sur le système d'une conique et d'un cercle donnant 
immédiatement comme conséquences particulières les 
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formules fondamentales de la théorie du cercle oscula-
teur dans les coniques. 

Considérons une conique à centre : soit l'ellipse 

b2 x2 -f- a2 y2 — a2 b2 = o. 

Les cordes communes à cette ellipse et au cercle 
(.r — a)2 H-( y — ¡3 )2 — 112 = o ont pour équation 

b2 -+- a2 j 2 — a2 b2 H- À f( x — a )2 + ( y — £ )2 — R2 ] = o, 

où A prend successivement l'une des valeurs tirées de 
l'équation 

X3 R2 — À2( a2 £2 -4- b2 a2 — a2 62 — a-2 R2 — ¿2 R2 ) 
— X«262(a2-f- £>2 — ci2 — Z>2 •— R2 j -+- ci* b* = o, 

exprimant que la conique passant aux intersections de 
l'ellipse et du cercle est un système de droites. Les dis-
tances de leurs points d'intersection au grand axe de 
l'ellipse sont données par 

J a2-r-l 

Soient i h . ) t a s trois distances, An A3 tas para-
mètres correspondants : le produit des distances sera 
donné par la formule 

_ 

Le numérateur 

et le dénominateur 

-r- a* X Ai — a2 X Xj X2 -T- Xt X2 X3 

sont des fonctions symétriques données par l'équation 
du troisième degré en A écrite plus h a u t ; tous calculs 
faits, 1?CNpression du produit se réduit simplement à 
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de même 

a'* a 
c

2 

On arrive doue à ee résultat d'une grande simplicité 
que le produit des distances à uu axe des points d'inter-
section des lignes conjointes est à la distance corres-
pondante du centre du cercle dans le rapport de la 
quatrième puissance de l'axe qui lui correspond au 
cari é de la distance focale. 

11 est à remarquer que ces expressions sont indépen-
dantes de la grandeur du cercle. 

Les coordonnées du centre du cercle oscillateur en rm 
point (x, 7 ) d'une conique sont des cas particuliers de 
ces formules. 

Imaginons que trois points d'intersection de la co-
nique et du cercle viennent à coïncider : a, ¡3 seront alors 
les coordonnées du centre du cercle osculateur. Les 
trois points d'intersection des cordes communes viennent 
se confondre au triple point où le cercle rencontre la 
conique. On a alors pour a et ¡3 

formules connues par beaucoup d'autres méthodes. 
Pour la parabole, nous agirons un peu différemment. 
Les sécantes communes au cercle et à la courbe ont 

pour équation 

_ < i p x + X [ O — a)2 -h (y - ? )2 - II2 J = o, 

A est une des racines de l'équation 

À 3 (a«H- ¡ 3 2 ) - b A 2 ( R 2 — p - f - 2 / ? a ) 
— X(a2-f- jj2 — IV2 — — 

Pour avoir des expressions simples et indépendantes 
du ravon du cercle, prenons la somme des distances des 
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points d'intersection des lignes conjointes à la tangente 
au sommet de la parabole. 

On a alors 
xx -+- -r- — a —/>, 

et, en prenant comme précédemment le produit des 
distances à l'axe de la courbe, 

On en déduit, pour les coordonnées du centre du cercle 
oscillateur au point ( x , j ) de la parabole, 

R 3 
a ~ 3x -h p. — , 

pi 
expressions connues. 

De l'égalité x { 4- + = a — />, 011 déduit : 

Les triangles polaires conjugués à une parabole et 
à tous les cercles dont les centres sont sur une per-
pendiculaire à l'axe ont leurs centres de gravité éga-
lement sur une perpendiculaire cï Vaxe. 

CONDITION l 'OUR QUE Q U A T R E D R O I T E S SOIENT L E S GÉNÉRA-
T R I C E S D'UN MÊME S Y S T È M E D UN H Y P E R B O L O I D E ; 

PAU UN ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 

Soient 
X-.T, Y — J i z — 

« ! ¿1 Cl 
X — .r2 Y —J'2 _ z 

b2 Co 
X - Y —y* z — 

«3 bz 
X — .r4 Y — n _ z — -V 

a \ b. C'{ 
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Jes équations des quatre droites; posons 

Ciji ~ bi Zi — ¿i, diZi— a Xi = nii, bi xt — aiyi — ,?/. 
cy — bz = — ex — m, bx — ay — 

et soient 
X — x __ Y —jk Z — ^ 

a b ~ c O) 

les équations d'une nouvelle droite. Pour que les 
droites ( i ) fassent partie des génératrices d'un même 
système d'un liyperboloïde, il faut qu'une infinité de 
droites, telles que (a), les rencontrent; il faut donc que 
l'on ait 

•i—x yi—y zi— , 
a 
a; 

b 
bi 

= o, 

pour i = i , 2, 3, 4> (iui peut s'écrire 

/«¿-h înbi-\- iiCi-\- ali-h bnii-\- cni= o; 

d'où l'on conclut 

<7,1 b{ Ci ali-T-bnii-\-cn>i 
a2 b2 c2 aU-\~ bm^-r- cn2 

ct-i c3 <7/3 -h 6m 3 + cn3 

ci;, cw al'+ -h bm\ -h oi'k 

Posant donc 

«1 c, 
b2 C2 

«3 b3 Ci h 
ct\ Ci 

= L 

a\ bi Ci nii 

= M, 

«1 Ci 
a o fro Co rto 

= N, 

on a 
«L - f f tM-fcN = o. 
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Cela doit avoir lieu pour une infinité de valeurs de 

a, c et, en particulier, pour des valeurs a\ b\ </; 
a", //', <!'-, V", telles cpie l'on n'ait pas 

h' ! <i 
a" 
d" 

c 
h" d' 

sans quoi les directions a. //, a", //, c" ; ci"\ c'" 
sciaient parallèles à un même plan; donc 011 doit avoir 

L = o, M = o, N = o : 

telles sont les conditions cherchées. 

N É C R O L O G I E . 

Nous avons le regret d'annoncer à nos lecteurs la 
mort de M . M O R E T - B L A N C , ancien professeur de Mathé-
matiques spéciales au lycée; du llavre. Notre infatigable 
collaborateur, qui a fourni aux Nouvelles Annales les 
solutions de tant de Questions, est décédé h Salins (Jura), 
le 20 mars 1886. 

P U B L I C A T I O N S R É C E N T E S . 

T R A I T É É L É M E N T A I R E DES DÉTERMINANTS, contenant 
299 exercices; par M. Z. Leboulleux, licencié ès 
Sciences, professeur de Mathématiques. Genève, H. Sta-
pel molli", 1886. 
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NOTE SUR LA B A L A N C E DE R O B E R V A L 
( E x t r a i t du Cours de Mécanique de l'École Polytechnique); 

PAR M. H. RESAL. 

Poinsot, dans sa Statique, ne considère cette balance 
que d'une manière abstraite, sans avoir égard à des ac-
cessoires qui jouent cependant le rôle principal au double 
point de vue de la sensibilité et de la stabilité. 11 ne 
voit qu'une occasion d'appliquer sa théorie des couples 
à une question qu'il considère comme paradoxale, mais 
qui ne l'est, en réalité, que lorsque l'on veut tout expli-
quer au moyen de la simple théorie du levier. Il arrive 
au résultat voulu en disposant de deux couples sur le 
système articulé, comme si ce système était invariable, 
méthode dangereuse qui, dans l'étude d'autres svstèmes 
articulés, pourrait conduire à de graves erreurs. 

La dernière édition de Poinsot a paru en \%/\ci ' c'est 
postérieurement à cette date que la balance de Roberval 
a été tirée de l'oubli et que son usage s'est considérable-
ment répandu pour des pesées qui ne dépassent pas cer-
taines limites. Les Ouvrages actuels de Mécanique et de 
Physique ne la signalent qu'au point de vue de Poinsot 
ou la passent sous silence. Les Biographies 11e la men-
tionnent pas dans les articles consacrés à Roberval 
[Gilles Personne (de), 1602-1670] . 

Soit ABA'B ' un rectangle articulé dont le plan moyen 
est vertical ; les côtés horizontaux AB, A'B' peuvent res-
pectivement se mouvoir autour d'axes fixes passant par 
leurs milieux O, O' et sont symétriques par rapport au 
plan vertical dont la trace sur le plan moyen est la 
droite qui joint ces milieux ; leurs centres de gravité 

Ann. de Mathémat3 e série, t . V. (Avril 1 8 8 6 . ) I I 
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g' .sont censés situés en contre-bas de leurs directions. 
Les cotés latéraux sont identiques. 

En admettant que la forme de la figure soit rendue 
invariable au moyen d'entraves, je supposerai que l'on 
iixe à ces derniers cotés deux solides dont les poids se-
ront désignés par u, u'. 

Soient OA. = /, (Jg = e, O g ' = e] \ <7, (f les poids des 
(léaux AB, A'B'; P -h/>-, P deux poids adaptés aux deux 

t i !<*•' points //, n des masses —• 
H Ar 

En enlevant les entraves, le système prendra une 
forme d'équilibre dans laquelle le rectangle sera devenu 
un parallélogramme; on distinguera par l'indice i les 
lettres qui se rapportent à la déformation. 

Si Ton désigne par 0 l'angle AOA,, le principe du 
travail virtuel donne 

( V -r- p -- |x ) ô. / sin 0 — ( V -R- ;A' ) o. / sin 0 
-T- qZ.c c o s 0 -t- q' o . e c o s 0 —: o ; 

d'où 
( p -r- u — \x')l 

t a n - 0 qe -h q e 

en remarquant que le centre de gravité de l'ensemble des 
tringles latérales n'a pas changé de position. 

Pour (pie, après avoir supprimé le poids additionnel 
les cotés AB, A'IV reprennent l'horizontalité, il faut que 
<x — a', cl alors on a i i ' 

P1 (a) . tan^O — qe -+- q e 

Si l'on suppose que les masses ^ ? ^ comportent chacune 

un plateau, on aura la balance de Roberval considérée 
dans toute sa généralité. 

On voit ainsi que : i° les plateaux peuvent être si-
tués à une distance quelconque des cotés A A', BB' et 
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placés à une hauteur également quelconque, pourvu que 
les masses de leurs systèmes soient égales; la position 
des charges P sur les plateaux est indifférente relative-
ment au bon fonctionnement de l'instrument. 

La formule ( a ) se discutera comme celle qui se rap-
porte à la balance ordinaire. 

C O N S T R U C T I O N DES P O I N T S D O U B L E S DE LA P R O J E C T I O N DE 
LA COURBE D ' I N T E R S E C T I O N DE DEUN CONES OU C Y L I N D R E S 
DU SECOND DEGRÉ. C O N S I D É R A T I O N S SUR LE THÉORÈME DE 
D E S A R M E S ; 

FAR AI. H. P J C Q U E T . 

1. Il est d'usage, dans c ertains Cours de Géométrie 
descriptive, après avoir construit la droite qui joint les 
points doubles de la projection de la courbe d'intersec-
tion de deux cônes ou cylindres du second degré, de ne 
pas achever la détermination de ces points, sous prétexte 
que la construction à intervenir ne serait ni simple, ni 
utile. Si, cependant, on peut affirmer d'un côté que, 
dans la résolution d'un problème graphique, les éléments 
qui doivent concourir à la connaissance des résultats ne 
sont jamais en trop grand nombre, vu qu'il est toujours 
loisible de négliger ceux d'entre eux qui pourraient pa-
raître entachés d'erreur; il est évident, d'autre part, 
que la solution du problème énoncé ne peut atteindre 
un degré de complication bien élevé, puisqu'il est du 
second degré et n'exige, par suite, que l'usage de la 
regie et du compas. Il m'a donc paru intéressant de re-
chercher cette construction, et voici celle que je pro-
pose. Elle est entièrement fondée sur le théorème de 
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Desargues, généralisé par Sturm, qui est enseigné au-
jourd'hui dans la plupart des classes de Mathématiques 
spéciales, et que j'énonce ainsi pour faire voir de quelle 
façon j'estime que l'on doit envisager des couples de 
points en involution : 

Toutes les coniques d'un faisceau linéaire {c'est-
à-dire circonscrites ci un quadrilatère dont les sommets 
sont réels ou imaginaires conjugués deux h deux) sont 
coupées par une droite suivant des couples de points 
conjugués harmoniques à deux points fixesy réels ou 
im a g in a ires con jug ués. 

Cela posé, supposons que l'on ait construit, comme 
d'hahitude, la ligne des points doubles, et considérons 
le plan qui la projette. Ce plan coupe les deux surfaces 
suivant deux coniques ayant, par construction, deux 
cordes communes perpendiculaires au plan de projec-
tion et dont les pieds sur ce plan sont les points doubles 
cherchés. Dans le plan projetant, une droite quelconque 
coupe les deux coniques et ces deux cordes suivant six 
points en involution, qui se projettent aussi, sur la 
droite des points doubles, suivant six points en involu-
tion. Or ces points s'obtiennent immédiatement, si l'on 
considère en particulier les droites d'intersection du 
plan projetant avec les plans auxiliaires qui ont servi a 
déterminer les points de la courbe d'intersection. Ce 
sont précisément les couples de points d'intersection de 
la droite des points doubles avec les couples de généra-
trices fournis, respectivement dans chaque surface, par 
les divers plans auxiliaires. On a donc ce théorème : 

Les points doubles de la projection de la courbe d'in-
tersection de deux cônes ou cy lindres du second degré 
sont les extrémités du segment commun à une infinité 
d'involutions dont Vune, quelconque, est déterminée par 
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les deux couples de points d'intersection de la droite qui 
les joint avec les deux couples de génératrices résultant 
de l'intersection de Vun quelconque des plans auxi-
liaires avec les deux surfaces. 

Le problème est donc résolu théoriquement, et la 
construction peut s'effectuer, comme 011 sait, au moyen 
de cinq cercles ( 1 ). Mais, en choisissant convenablement 
les plans auxiliaires, elle peut se simplifier par l'emploi 
de trois cercles seulement, s'il existe deux plans limites, 
c'est-à-dire si la trace de la droite des sommets sur le 
plan qui projette la ligne des points doubles n'est pas à 
la fois à l'intérieur des traces des deux cônes sur ce plan. 

Choisissons ces plans pour plans auxiliaires : chacune 
des deux involutioiis est alors définie par deux segments 
dont l'un est de longueur nulle. Ses points doubles sont 
alors : l'un, le segment a réduit à zéro, et l'autre, le 
conjugué harmonique b de a par rapport à l'autre 
couple; ce conjugué harmonique se construit immédia-
tement au moyen d'une parallèle à l'une des deux géné-
ratrices qui fournissent le couple dont les extrémités 
sont différentes, laquelle est déjà tracée sur l'épure si la 
surface correspondante est un cylindre. Le segment 
commun à deux involutions dont on connaît les points 
doubles s'obtient alors, comme on sait, au moyen de 
trois cercles. D'où la règle suivante : 

Pour construire les points doubles de la projection 
delà courbe dyintersection de deux cônes ou cylindres 
du second degré, on cherchera, sur la droite qui les 
joint les points a, a et ¡J situés en même temps sur les 

( 1 ) Si aa', bb', cc', dd' sont les quatre couples de points fournis 
par deux plans auxiliaires, et A un point quelconque du plan, ces 
cinq cercles sont les suivants : Aaa' et A bb' qui se coupent en li, 
\rc' et Kdd' qui se coupent en C, et ABC. 



( ' 6 6 ) 
génératrices auxquelles donne lieu Vun des plans li-
t ni tes. On tracera le conjugué harmonique h de a par 
rapport et a et ¡3. On fera la même opération avec 
Vautre plan limite, ce qui fournira deux autres points d 
et V. Par les points a et h, on tracera un cercle quel-
conque; par les points a' et V, on tracera un autre 
cercle quelconque rencontrant le premier. L'axe ra-
dical de ces cercles coupera la droite des points doubles 
en leur point milieu, et le cercle décrit de ce point 
comme centre avec la longueur commune de la tangente 
menée de ce point aux deux premiers cercles passera 
par les ¡joints cherchés. 

Je saisis cette occasion pour donner, à l'usage des 
Cours où il n'est pas question d'irïvolution, une dé-
monstration très simple du théorème de Desargues. 

L E M M E I (immédiat). — Les polaires d'un point, fixe 
par rapport h toutes les coniques d'un faisceau linéaire 
sont concourantes. 

Je passe sous silence sa démonstration qui est donnée 
dans tous les Cours. 

L E M M E II. - Il y a, dans tout faisceau linéairey deux 
coniques, réelles ou imaginaires conjuguées, tangentes 
à une droite donnée. 

Ceci résulte de ce que la relation qui exprime le con-
tact d'une droite et d une conique (équation tangentielle 
de la conique) est du second degré par rapport aux 
coefficients de la conique. Cette relation est également 
donnée dans tous les Cours. 

Cela posé, si Q est le point de concours des polaires 
de P, il résulte de la définition de la polaire que la 
droite P ^ coupe toutes les coniques du faisceau suivant 
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des couples de points conjugués harmoniques à Pet à Q. 

Réciproquement, sur toute droite du plan, il existe 
un couple de points P Q ; ce sont les points de contact de 
la droite avec les deux coniques du faisceau qui lui sont 
tangentes : car la polaire «de P par rapport à l'une d'elles 
est la droite considérée, et par rapport à l'autre, c'est 
une droite passant par Q. c. Q. Y. u. 

Je serai heureux si je puis contribuer par ce qui pré-
cède à la vulgarisation du théorème et «à son introduc-
tion dans les Cours où il ne ligure pas encore. Il y mé-
rite vraiment une place et, à mon avis, une place plus 
large que Je théorème de Pascal, dont 011 peut presque 
dire que c'est un hasard. iNon seulement le théorème de 
Pascal n'a point d'analogue dans la théorie des courbes 
et surfaces de degré supérieur 5 mais, quoique beaucoup 
d'auteurs aient essayé de construire par un théorème 
analogue le dixième point d'une surface du second degré 
dont neuf autres sont connus, je ne pense pas qu'on 
puisse véritablement dire qu'aucun d'eux ait réussi. Le 
théorème de Desargues, au contraire, puise sa raison 
d'être dans ce fait que les courbes auxquelles il s'ap-
plique sont les coniques d'un faisceau linéaire, c'est-
à-dire dans la définition même du système, définition 
dont il n'est qu'un corollaire évident; il donne une con-
struction relativement simple de la surface du second 
degré dont on connaît neuf points; il a son analogue 
dans tout faisceau linéaire de courbes ou de surlaces 
algébriques, et nul doute que l'étude des involutions de 
degré supérieur au second 11e permette d'en déduire une 
construction linéaire, lorsque l'une de ces courbes ou 
surfaces est déterminée linéairement. 

Le théorème de Pascal n'a guère d'autre application 
que la construction de la conique par cinq points, donnés 
effectivement, et ses cas particuliers. Le théorème de 
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Desargue» fournit aussi la solution linéaire du même 
problème, en donuant le second point d'intersection de 
la courbe avec une droite passant par l'un des cinq 
points; en outre, il .permet de construire linéairement 
(par points, si l'une seulement des conditions est un 
point) une (ionique assujettie à cinq conditions linéaires 
quelconques, dont la plus générale est, comme on sait, 
d'être liarmoniquement circonscrite à une conique 
donnée. Si cette conique se réduit à deux points, la 
condition consiste alors à être conjuguée à un couple de 
points, et le théorème lui-même exprime que, sur toute 
droite du plan, il existe un couple de points conjugués 
qui résulte de quatre conditions-points. Comme cas 
particulier, et c'est là une véritable supériorité sur le 
théorème de Pascal, le théorème de Desargues permet de 
construire, par la règle seule, autant de points que l'on 
veut de la conique passant par un point donné effective-
ment et par quatre autres, qui sont les points communs ci 
deux coniques, déterminées chacune par cinq conditions 
linéaires quelconques, par exemple, par cinq points. 

DÉTERMINATION DES S Y S T È M E S DE C A R T E S DE G E O G R A P H I E 
DANS L E S Q U E L S T O U S L E S C E R C L E S DE LA S P H È R E S O N T 
R E P R É S E N T É S P A R DES C E R C L E S ; 

PAR M. M . D U C H A T E N E T . 

Le cercle est la plus intéressante de toutes les courbes 
que l'on peut tracer sur une sphère; on a très souvent 
besoin de le représenter sur une carte, soit pour figurer 
les parallèles, soit pour exécuter diverses constructions 
graphiques. Il sera donc avantageux d'avoir des systèmes 
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de cartes dans lesquels un cercle quelconque de la 
sphère sera représenté par une courbe simple et facile 
h décrire, avec la règle et le compas. Comme on ne peut 
concevoir de cartes telles que tous les petits cercles 
soient transformés suivant des droites, nous cherche-
rons quelles sont celles qui permettent de les repré-
senter par des cercles. 

Pour fixer sur le plan de la carte la position d'un 
point de la sphère déterminé par sa longitude a et sa 
latitude A, nous adopterons les coordonnées rect¡lignes 
ordinaires x , y et nous poserons 

u — x H- y \J — i, v — x —y sj — i. 

Soient X , Y, Z les coordonnées d'un point de la sphère 
en prenant Taxe des pôles pour axe des Z, et l'équateur 
pour plan des X Y . Les équations d'un cercle seront celle 
de la sphère et celle d'un plan quelconque. On aura son 
équation sphérique en prenant pour unité le rayon de la 
sphère et remplaçant X Y Z en fonction de a et A, 

X — cos X cos a, Y = cos X sin a, Z = sin X. 

L'équation générale des cercles sera donc 

sin X -\-( A cos oc -4- B sin a) cosX G = o, 

ce qui peut aussi s'écrire comme il suit 

'2 tang- ^ — X j ( A cos a B sin a j 

-h(C — i) tan-sl ^ — X)-4-G-*-I = O. '2 x 'I ] 

JNous poserons, pour la commodité du calcul, 

p — t a n g i ^ -- X^ (cos a-h i sin a), 

q — tan£- ( - — X j ( cos a - \/— i sin a). 
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L'équation sphérique des cercles deviendra alors de 
la forme 

(i) pq -f- Vp — Qq -h II = o. 

Prenons son équation différentielle caractéristique en 
considérant (j comme variable indépendante. 

En égalant à zéro les trois dérivées successives, nous O 1 

aurons 
<<p l> d p n n 

' dq ~ d7j p — vj 

d'2 p 
<>dp-

u i> • 
* de]1 ~ 

<lt 
dq 

<p p f/ dif> + v •';>: • • » dqJ 
d*P 
tïfi 

En éliminant P et Q entre ces trois équations, nous 
obtenons l'équation différentielle cherchée 

(•>. ) 'i — i ( f> )2 
dq dq:i \dq2/ 

Etant donnée la position d'un point de la sphère par 
ses coordonnées p et q, nous pourrons connaître sa po-
sition sur la carte si nous connaissons les relations 

(3) il = 'ù(p, q), v = *¿(p,q\ 

qui lient les coordonnées planes aux coordonnées sphé-
riques. Le problème revient donc à déterminer la forme 
des fonctions o et i . i i 

L'équation générale des cercles sur la carte est 

x'2 —y'1 -r- mx -r- ny -- s — o. 

Remplaçons x et y en fonction de u et y; cette équa-
tion deviendra 

( 4 ) uv -t- M M \ v -r- S = o ; 

par conséquent l'équation suivante 

( > ) O'b M O -, • \ 6 S <) 
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devra être celle du cercle de la sphère correspondant au 
cercle de la carte défini par (4 ) . 

Formons son équation différentielle caractéristique 
en prenant les trois dérivées successives, q étant consi-
déré comme variable indépendante, nous aurons les trois 
équations qui suivent 

cptV— ĉp'-- j\i<p' Ni!/ — O, 
-- 'V./' 2 o' -h .M o" -- N 'V' —- o, 

vty" - - -1- 3 o"4/ -r- ) o ' - H - M o" — N4/" = O. 

En éliminant M et IN entre ces trois relations, nous 
aurons l'équation différentielle cherchée 

Cette équation ne doit j)as diiïérer de; l'équation ( 2 ) 
caractéristique des cercles de la sphère. Nous exprime-
rons donc que les coefficients des équations ( 2 ) et (6 ) 
sont proportionnels. 

Le développement de l'équation ( 6 ) serait extrême-
ment compliqué; mais on peut facilement calculer le 

coefficient de • Ce sera, après réduction, 

tdty d^ _ rfcp 
\ dq dp dq dp / 

jdo d^/dp y / r f j rty do dty\dp do d^1 
[_ dp dp\dq J \dp dq dq dp) dq dq dq J 

Or, dans l'équation (a), le coefficient de ^ ^ c s t simple-

ment '2 faut donc, pour que les relations (2) et (()) 

puissent être identiques, que l'on ait à la fois 
do d'\> do d'b 
dp dp ' dq dq 

Ces conditions seront satisfaites quand on aura 

do d'I 
dq ' dp 
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En verlu de la symétrie de toutes les formules précé-

dentes, les conditions ^ — o, ^ = o ne sauraient in— 1 dp 1 dp 
troduire dans le résultat délinitif une solution distincte. 

Nous voyons donc ainsi que <p et A ne devront chacun • 
contenir que l'une des variables. Dès lors le développe-
ment de l'équation (6 ) devient réalisable. Nous aurons, 
en effet, 

o dp dq ' dcj ' 
do djj) d^o (dp y d^ o = dp dq'1 dp2 \ dq / r ~ dq*' 

— (/l 3 ^ili dP d'P d% ^ ( dP Y -(dp Y 
dp* \ dq ) dp dq* dp2 dq dq2 dp6 \dq ) ' dq[i 

En portant ces valeurs dans ((}), l'équation simplifiée 
deviendra 

dj^fdYY(chYci-i/^ÏYr ËÎ - (dî®V](dpy 
'2 dq\dq) \dp) dq* ' \dq) dp dp> *\dp*J \\dïj) 

~ W W L dq dq3 ' U W J "" W<// W W U y V ' 

Les conditions pour que cette équation ne diffère pas 
de (a)sont 

: tffo rtP O _ / O \ 2 

1 11 dp dp - \dp*J ' 
I d^ _ ,(d!±Y 
\ 2 âty ¿fy* ~ \dq~2/ 

Ces équations sont facilement intégrables et ont pour 
solution 

_ ap -r- b a! q b' 
p — c ' ^ q -+- c' 

ou, en résolvant par rapport à p et q, 

eu b c v — b' 
p q — —, 
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On déduit de là 
ap 4- b a' q -H b' '1 x — u -+- v = p 4- c q 4- c 

iy / ap -\-b a'q H- b' y/ — i = u — " — —t- 1 
p 4- c q -f- c 

ou 

[( a a' ) R2 H- ( ac' 4- ca' b -h b' ) R cos a 
4-( ¿>'-f- ac'— b — a'c)R sin a /— i H- bc' -4- cb' 'ix 

R2 -h (c -1- c' ) R cos a -f- y/ — i ( c' — c ) R sin a -h cc' 
\ (a — a')R24-(6 — a'c -f- ac' — b') R c.osa 

, — | 4-(ac'—b'—b -+- ad ) R sin a y/—i -+-bc' — cb'\ 2y v — i = — ? R2 -f- ( c 4- c' ) R cos a -f- v — 1 (c> — c ) R sin a 4- cc' 

en posant 
R = tanRI ( - - \ V 

' 'X \ -2 

Pour que le problème ait une solution, il faut que les 
valeurs de x et y soient réelles. 

Pour que x soit réel, il faut les conditions 

* c — c\ b'-t-ac'—b — a'c — o. 

Pour que soit réel, il faut avoir 

a = a\ b—a'c-k-a'c — b' = o, bc'—cb'= o. 

Ces diverses conditions se réduisent à 

a — a', b — b\ c — c'. 

Les formules précédemment obtenues se simplifient 
donc et deviennent 

ap -h b aq 4- & (8) 11=-*- , c = — , x 7 p 4- c q -r- c 
, . eu — b cv — b 
(9) P=-a~H' V = 

aRî + f b 4- «c)R cos a 4- bc _ ( ac — ¿>)R sin a 
x = R2 4- '2c R cos a 4- c2 ' V " R- - 2cRcosa4- c2 " 
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Los formules (10) pourront donc servir pratiquement 

à fixer sur la carte un point de la sphère connu par sa 
longitude et sa latitude et donnent la solution générale 
du problème que nous nous sommes posé. 

Formons les équations qui représentent sur la carte 
les parallèles et les méridiens de la sphère, c'est-à-dire 
son canevas géographique. 

Nous obtiendrons l'équation des parallèles sur la 
carte en multipliant l'une par l'autre les relations (()) 

I /t . \ ( eu — b )( ce -- b ) taillé- ' » — y 
•x \'x } (a — a) (a — v ) 

ou 
i \ ( ex — b )- -f- c2r2 

|[) tail-2- À rrr • 'X \ 'X ! [x — ay-~-yi 

Nous obtiendrons l'équation des méridiens sur la 
carte, en divisant l'une par l'autre ces mêmes rela-
tions (()), 

cosa - y/— i sin a (eu — b)(a — r ) 
cos a - y/'- i sin a ~~ ( ~~b)(a - // ) 

Vvxv cv^1 v- — V(ic -v ï>>.r v (> — tQV'j. al) — o. 

Les équations (i i) et (12J, d'après la nature même 
de la question, représentent des cercles. 

L'équation (11) montre que les divers cercles de lati-
tude sont iigurés par des cercles ayant leur centre sur 

une même droite, Taxe des x . Lorsque A = ~ ? l'équation 

du cercle représente un point figurant le pôle terrestre 

dont les coordonnées seront x = y = o. Quand 

A — — - , l 'équation (1 1) donne un cercle réduit à un 

point x — <7, y = o, ligurant l'autre pôle. Les centres 
des parallèles sur la carte se trouvent donc sur la 
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droite joignant les points qui représentent les pôles ter-
restres. 

Pour avoir l'équation de Péqnateur, il suffira dans ( i i ) 
de faire 1 = o, ce qui donne 

(i3) (i — c2)(x2 i(bc — a)x H- a- — b~ = o. 

Lorsque c = i , l'équateur se réduira à une droite. 
Lorsque c = o, les parallèles sont figurés sur la carte 

par des cercles concentriques et le centre commun sera 
la représentation de F un des pôles. 

L'équation ( i a ) des méridiens montre, ainsi qu'on 
pouvait le prévoir, que les cercles qui les représentent 
ont tous deux points communs, les pôles, et par consé-
quent leurs centres sur la perpendiculaire menée par le 
milieu de la ligne des pôles. Lorsque c = o, c'est-à-dire 
lorsque les parallèles forment des cercles concentriques, 
les méridiens forment sur la carte des droites issues de 
l'un des pôles. 

Lagrange a montré que, dans tout système de cartes 
où les angles sont conservés en vraie grandeur, les coor-
données d'un point de la carte sont 

04 ) •r^f (p) - : - j\{qh Y = \/Zr^[/i(<7)-/(/0l-

Or on peut déduire des équations ( 8 ) 

Ces formules rentrent dans la famille des précé-
dentes. On peut donc dire que, lorsque tout cercle de la 
sphère est représenté par un cercle, les angles sont con-
servés. 

On peut donner aux formules (IO) une forme plus 
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simple en prenant pour origine des coordonnées un point 
de l'axe des X , tel que le coefficient de R au numérateur 

de x devienne nul. En posant m — o n aura, dans 
ce cas, 

m ( R 2 — r2) 'i m c R si n a ( i u ) x — ) ' — • 
R 2 -r à c R cos a -i- c 2 * R 2 -h -i c R cos a h- C 2 

On sait que la projection stéréograpliique jouit de la 
propriété qui fait l'objet de cette étude. Si l'on ap-
pelle / la latitude de 1 extrémité du diamètre passant 
par le point de vue, les formules donnant la position 
d'un point sur la carte, ainsi qu'on peut le démontrer 
géométriquement par une recherche directe, seront 

n R 2 ( i — sin / ) — ( i — sin / ) 

cos / R 2 ( i — sin / ) + 2 K c o s / c o s a -+- r -+- sin / ' 

•x n R sin a 
R 2 ( i - sin l ) - r 'i R cos / cos a -r- i — sin / 

Pour que ces formules soient identiques aux précé-

dentes, il faut et il suffit que ni = c — 7: par 1 1 cos / i — s i n / 1 

conséquent à des valeurs quelconques de m et de c cor-
respondront des valeurs bien déterminées de n et /. 

Nous pouvons donc maintenant énoncer le théorème 
suivant : 

Parmi tous les systèmes i/ui peuvent servir à repré-
senter sur un plan les figures tracées sur une sphère, 
la projection stéréograpliique est le seul dans lequel 
un cercle quelconque de la sphère sera représenté par 
un cercle. 

x — 

y ~ 
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SUR LA DÉTERMINATION GÉOMÉTRIQUE DES B R A C H I S T O C H R O N E S ; 
P A R M . D E S A I N T - G E R M A I N . 

On donne, comme on le sait, le nom de bracliisto-
chrone à la ligne que doit suivre un point matériel, solli-
cité par des forces données, pour aller d'une position à 
une autre dans un temps minimum; quand la vitesse du 
mobile peut être déterminée directement par le théo-
rème des forces vives, ce qui implique l'absence de ré-
sistances passives, la brachistoclirone jouit de propriétés 
qui permettent de la déterminer sans recourir au calcul 
des variations. Je me propose d'établir ces propriétés 
par des considérations géométriques; j'étudierai ensuite 
la brachistoclirone dans le voisinage du point de départ; 
enfin je déterminerai la courbe tout entière dans un cas 
assez étendu où elle n'est pas plane. 

Je rappelle d'abord la solution d'un problème connu : 
étant donnés deux points A et B dans deux régions de 
l'espace séparées par une surface S, trouver sur cette 
surface un point M, tel qu'un mobile qui se meut avec la 
vitesse a dans la région qui contient A, avec la vitesse b 
dans la région qui contient B, doive suivre la ligne 
brisée AMB pour aller de A en B dans un temps mini-
mum. 

Soit M' un point quelconque de S, infiniment voisin 
du point cherché M; d'après le théorème de Fermât, les 
deux lignes brisées AMB, AM'B doivent être parcourues 
dans des temps égaux, en négligeant les infiniment petits 
du second ordre; on aura donc 

A M — A M ' B M — B M ' 

Ann. de Mathémat3e sér ie , t . V. (Avri l i88 ( i . ) 
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on reconnaît aisément que cette égalité revient à la sui-
vante : 

cosAMM' oosBMM' _ 

On peut prendre la direction de MM' perpendiculaire 
sur A M; on voit qu'alors elle sera aussi perpendiculaire 
sur BM, et, comme elle l'est encore sur la normale MÏN 
à S, il faut que les droites M A, MB, MIN soient dans 1111 
même plan. 

Cela posé, j'appelle angle d'incidence et angle de 
transmission les angles aiçus i et r nue les routes AM et O ~ 1 
MB font avec la normale à S ; si l'on prend le point M' 
dans le plan A MB, de manière que A MM7 soit aigu, 011 
au ra 

A MM' - - ()()'• /, I>M M /•; 

la relation (t) exprime que les sinus des angles d'inci-
dence cl de transmission sont entre eux dans le rapport 
do a à h\ cette relation, jointe à la condition que les 
plans des deux angles coïncident, permet de déterminer 
le point M. La ligne brisée AM.B tourne sa convexité vers 
la partie de la normale à S qui se dirige du côté où la vi-
tesse est la plus grande. 

Supposons maintenant qu'un mobile doive aller de À 
en B en traversant un grand nombre de régions séparées 
par des surfaces données, et dans chacune desquelles il 
se meuve avec une vitesse donnée-, cherchons la ligne 
brisée L qu'il doit suivre pour aller de A en B dans un 
temps minimum. Soient M, M<, M2, . . . , M„n -f- 1 som-
mets consécutifs de L, situés sur les surfaces S, . . . , 
S«. Les résultats précédents sont applicables aux deux 
côtés qui se coupent sur une surface quelconque S/f ; donc 
le plan de trois sommets consécutifs M/V_i? M*, M*+ i con-
tient la normale h la surface séparatrice SA au sommet M* ; 
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c'est un premier caractère de L. Pour en trouver un 
autre, considérons les angles d'incidence et de transmis-
sion ik et /> relatifs à la surface SA, les vitesses Vk et 
dont le mobile est animé avant d'atteindre cette surface, 
et après l'avoir traversée; on aura 

sin if sinr sin sinrt 

V i-'i ' Ci Vo ' 

Lorsque les surfaces SA sont des plans parallèles, 011 
voit que L est tout entière dans un plan perpendiculaire 
aux plans S ; de plus, 7̂  = 1,, r 2 = i 2 , . . . ; le rapport 

a une même valeur pour tous les sommets de L, ce 

qui caractérise cette ligne. 
Pour le cas où les surfaces SA sont quelconques, con-

sidérons l'angle = /'A— ik dont L s'infléchit en traver-
sant Sa, et traitons les e* comme des infiniment petits-, 
on aura 

sin i/c sinr/- £/,-cos zjc t a n g 
«'A- <7,-4-1 CA-+-1 — Vk ^ À - r i — V / c 

Ainsi I on a 

tangí, zn tangí,,. 
<>1 — vtl 

La somme des numérateurs des premiers membres di-
visée par la somme des dénominateurs donne un quo-
tient compris entre la plus grande et la plus petite des 

valeurs de tap&t/r; si i'écris 
vu J 

3) £ -i- £1 -7-...-h B» __ ^ t a n ^ 

"k sera très voisin de l'unité quand la longueur MM<.. .M« 
sera très petite. 
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Supposons que les surfaces S deviennent infiniment 

nombreuses et rapprochées les unes des autres; la ligne 
brisée L se transforme en une courbe G; la limite de 
s -h- - h . . . zn est Ja courbure totale de l'arc vers le-
quel tend la ligne polygonale MMW ; on peut supposer 
que cet arc ait une longueur infiniment petite ¿/S; sa 

courbure totale est alors — ? p désign ant le ravon de cour-p i o ^ 
bure; l'angle z, qui figure dans l'équation (3) , est l'angle 
de la tangente à C au point quelconque M avec la nor-
male à la surface S qui passe en ce point; À devient égal 
à l'unité, et l'on a 

, d S t a n ̂  i 
1 p dv r 

Il résulte, d'ailleurs, de la remarque faite sur le plan 
qui contient trois sommets consécutifs de L que le plan 
osculateur à C en M est normal à S ; cette condition, 
jointe à l'équation (4) , détermine la ligne C que doit 
suivre un mobile pour aller de A à B dans un temps 
minimum, étant donnée la vitesse qu'il doit avoir en 
traversant chacune des surfaces S. 

Cela posé, imaginons un point matériel soumis à 
l'action d'une force F , telle qu'on puisse, relativement à 
cette force, former l'intégrale des forces vives; il existe 
une infinité de surfaces de niveau correspondant à F , 
et l'on peut calculer la vitesse v que prendrait, en pas-
sant sur l'une quelconque S de ces surfaces, le point m, 
en supposant qu'il se meuve librement sous l'action de 
la seule force F , et qu'il parte d'un point A avec une 
vitesse connue p0. D'autre part, nous savons déterminer 
la courbe C que devrait suivre un mobile ¡JL, pour aller 
du point A jusqu'au point B dans un temps minimum, en 
supposant qu'il doive traverser chacune des surfaces S 
avec la vitesse v qui vient d'être définie. 
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Revenons à notre point ÎU et supposons que, partant 

du point A avec Ja vitesse il soit obligé de suivre une 
courbe parfaitement polie et coïncidant avecC } il mettra, 
pour arriver au point B, le même temps que le point ¡JI : 
il en résulte que C est la bracliistoclirone correspondant 
à la force F , puisque, d'une manière absolue, il n'est pas 
possible d'aller de A en B dans un temps inférieur à 
celui qu'exige Je trajet suivant la route C, étant donnée 
la vitesse avec laquelle il faut traverser chacune des sur-
faces S. 

Je n'insiste pas sur le cas simple où les surfaces de ni-
veau sont des plans parallèles, comme cela arrive quand 
le point m est soumis à la seule action de la pesanteur 5 
la bracliistoclirone est plane, et l'on en trouve une équa-
tion diiïérentielle du premier ordre en exprimant que 

est constant. Pour le cas où les surfaces de niveau 
c 

sont quelconques, remplaçons, dans l'équation (4) , ds 
par v dt : nous en tirerons 

1* dv 
(5) — = -7- tan^i. 

p dt 

Cette équation a une interprétation mécanique simple. 
Au point M la force F , normale à S, est dans le p l a n 

osculateur à C et fait l'angle i avec la tangente,- en 
outre, comme elle est, par rapport à S, dirigée du côté 
où la vitesse de m est la plus grande, la bracliistoclirone 
tourne vers elle sa convexité 5 donc la projection de F 
sur la normale principale à C sera égale à Fsinz et di-
rigée en sens contraire du rayon de courbure. Faisons la 

masse de m égale à Puni té-, ~ sera égal à F c o s i , et 

t a n g i ^ sera la projection de F sur la normale princi-

pale à C. L'équation (5) exprime que cette projection 
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est égale en grandeur et en direction à la force centri-
fuge : cette condition, jointe avec celle que F doit être 
toujours située dans le plan osculateur à la brachisto-
chrone, suffit pour déterminer cette courbe. 

De ce qui précède, on peut conclure immédiatement 
que la pression exercée parle mobile m sur la bracbisto-
clirone est double de la composante de F normale à la 
courbe; toutes deux sont dirigées suivant le prolonge-
ment de la normale principale. 

On peut établir deux propositions générales sur la 
forme de la bracliistocbrone dans le voisinage du point de 
départ A quand v0 est nul. En premier lieu, je disque 
la tangente en A a la même direction que la force F en 
ce point. 

Supposons, en effet, que la force F 0 en A fasse 
l'angle <p avec la tangente à C, et considérons un très 
petit arc AM — s; au point M, le carré de la vitesse, 
égal à i f F cosi ds, est sensiblement égal à 2F0^coscp; 
la composante normale de F diffère elle-même très peu 
de F 0 sin et l'on a 

e étant une très petite quantité. L'arc AM peut être re-
gardé comme contenu dans le plan osculateur en A; si 
donc a est l'angle de la tangente en M avec la tangente 

ds 

en A, p sera égal à et l'on tirera de l'équation pré-
cédente 

i — s ds 
d% — tango — ; 

en intégrant à partir de s = o, 011 voit que la courbure 
totale de l'arc AM est infinie : cet arc affecte la forme 
d'une spirale ayant A pour point asymptotique, ce qui 
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est en contradiction avec l'idée de bracliistoclirone ; il 
faut donc que l'angle <p soit nul. 

Je dis, en second lieu, que le rayon de courbure en A 
est nul, pourvu que la force F agissant sur un point quel-
conque de la tangente AT à C soit toujours dirigée sui-
vant AT, ce qui arrive avec les forces que l'on considère 
le plus habituellement. La perpendiculaire MP abaissée 
du point M sur AT a une longueur égale à csm, c étant 
fini et m i : au point P la force F agirait suivant AT} 
au point M elle fait avec AT un angle de l'ordre de sm. 
L'angle de la tangente en M avec AT est sensiblement 

ils 

l'angle i ne diffère de a que d'un infiniment petit d'ordre 
supérieur. On a, d'ailleurs, à très peu près, 

T- 1 
v- = 2 r 0 s et - = —- ; 

p cls 

l'équation (5 ) donne 

2 F0s X m(rn — ] )csm~2 = m( \ -f- î)F0c5'"-1, 

£ étant encore très petit} l'égalité se réduit à 

2 ( m — 1 ) = 1, w - 21 

ce qui conduit à une valeur infinie pour p. 
Je vais déterminer la brachistochrone en supposant le 

point m, de masse 1, attiré vers une droite fixe O z par 
une force Fdirigée suivant la perpendiculaire ///Pabaissée 
sur O s -, soit F = 'fO')} r étant la longueur de m P. 

Soient X) y, z les coordonnées d'un point quelconque 
de la brachistochrone par rapport à trois axes rectangu-
laires O x , O r , Oz \ les composantes de F en ce point 
sont 

x y 
o ( — - v ( r), o ; 

/- 1 r ' " 
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la condition pour que F soit dans le plan osculateur 
est 

x(dy d2z — dz d2y) ~y(dz d2x — dx diz) — G; 

d'où, par une intégration facile, H étant une constante, 

x dy —y dx — H dz. 

Rapportons C à des coordonnées cylindriques /', il, z\ 

je désigne par des lettres accentuées les dérivées rela-
tives à l'arc s de la courbe, que je prends pour variable 
indépendante. La dernière relation nous donne 
(6) r*W=llz'. 

Soient p le rayon de courbure de C au point ///; À, JJI, 
v les angles que ce rayon fait avec la perpendicu-
laire P m, avec la normale au plan zOm, enfin avec O 
on a, par des formules générales, 

cosX „ cos u. i r/./,20' cosv 
(7) — r — r 0 2, r : = — ? = z \ p p r ds p 

Un moyen facile d'obtenir ces équations serait de con-
sidérer un point de masse 1 se mouvant sur une courbe 
sans être soumis à d'autre force que la réaction normale 5 
cette réaction est égale à la force centripète, et, en éga-
lant ses composantes aux composantes connues de l'ac-
célération, on arrive aux formules ( 7 ) . 

On a, en tenant compte de la relation ( 6 ) , 

I = r'2 H- ,»2 O'î -h ¿'2 = r'i ^ -'2 ¿1 ; 

différentiant, 
, „ H 2 r ' ,2 /H2 \ , , 

Les formules ( 7 ) deviennent 
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La projection de F sur la normale principale étant 

égale à ^ on a 

. , c2 cosX r2 
— cosÀ x — cp (/')—— > o ( r ) = — • 

T P P ' P2 

Le théorème des forces vives donne v2, en supposant 
. -, cosX 

v = o pour r = et nous avons I expression de —-— et 

de il vient 
P2 

- 0 S ) ^ - - + S ) ( ? ) 2 -
/ II2 \ , On peut tout diviser par i i -+- — \ -r > et l'on trouve 

— ro'(r) z' . x , . ¥, . 

K étant une nouvelle constante. Si l'on remplace z'2 par 
sa valeur 

,2_ r'+ 

on aura l'équation différentielle de la projection de la 
brachistoclirone sur le plan des xj. En particulier, pour 
v ' (r) = c2 ; ' , on trouvera que cette projection a la forme 
d'une hypoeycloïde, tout en étant d'espèce plus trans-
cendante. 
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ÉTUDE S I R L E S SECTIONS PLANES DES S U R F A C E S . 

THÉORIE NOUVELLE DES PLANS CVCL3QUES E T DES OMBILICS; 

P a r M . V I C T O R L A C D E B O S R E D O N , 

Professeur à la Faculté des Sciences de l'Institut catholique d'Angers. 

Lorsqu'on veut étudier la forme d'une surface définie1 

par une équation, on coupe la surface par des plans di-
vers, et l'on examine la nature des sections ainsi ob-
tenues. On trouve facilement les projections d'une sec-
tion sur les plans coordonnés; mais la connaissance de 
ces projections ne donne qu'une idée imparfaite de la 
section elle-même. 

Pour en déterminer la forme réelle, il est essentiel 
d'avoir son équation dans son propre plan. La Géomé-
trie analytique fournit des formules qui permettent de 
trouver cette équation en coordonnées rectangulaires, 
lorsqu'on donne l'angle cp que fait avec la partie positive 
de l'axe des x la trace du plan sécant sur le plan xy, et 
l'angle 0 que fait la normale au plan avec Taxe des .s. En 
supposant le plan mené par l'origine des coordonnées, 
si l'on prend sa trace sur le plan xy pour le nouvel 
axe des x et une perpendiculaire à cette trace pour le 
nouvel axe des y, on a les formules suivantes 

| x — x' coso — y ' sincp cosO. 

( i ) < y —- x' si n ç — y' cos o cos 0, 

( z — y' sin 0. 

Dans ces formules l'angle o est compté en allant de 
ox vers oy dans l'angle des coordonnées positives, et 
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l'angle 6 en allant de oz vers la perpendiculaire à la 
trace du plan sécant jnenée dans le plan xy. 

Si le plan sécant, au lieu d'être mené par l'origine, 
passait au point b, c), il faudrait remplacer dans ces 
formules x , r , ^ respectivement par x — a, y— 
z — c. 

Mais il est rare que les formules précédentes puissent 
s'appliquer directement; car on ne connait pas les angles 
cp et 9. Il m'a semblé qu'il serait utile de les transformer, 
de manière à les rendre applicables dans le cas général, 
c'est-à-dire lorsque l'équation du plan se présente sous 
la forme Ax + B y -j- Cz -j- D = o. 

En partant de cette idée, j'ai établi les formules qui 
servent de base à ce travail} puis je les ai appliquées à 
l'étude des sections planes des surfaces du second ordre. 
Après avoir établi quelques théorèmes fondamentaux, 
j 'ai montré avec quelle facilité cette méthode conduit à 
la détermination des plans cycliques et des ombilics. 
Elle peut s'appliquer d'ailleurs à l'étude des sections 
planes d'une surface quelconque. J'ai indiqué sur un 
exemple comment elle sert à la résolution des pro-
blèmes. 

Soit 

( 2) A x B r Cz = o 

l'équation d'un plan sécant mené par l'origine des coor-
données. Il s'agit d'exprimer sincp, coscp, sinB et eos 6 
en fonction des coefficients de cette équation. On y ar-
rive aisément par les considérations suivantes. 

La trace du plan sécant sur le plan xy s'obtiendra en 
faisant z = o dans l'équation ( 2 ) . O11 trouve ainsi 



11 en résulte 

d'où 

et, par suite, 

( 188 ) 

A 

tang&= — p 

. . A2 A 2 -T- B-

A B 
V7A2'-:- B2 ' i::v/A--; B2 

D'autre part, 011 sait que cosQ est donné par la rela-
tion 

OOS 0 : C - • 
zr: y/A2 -f- B2 H- C2 

11 en résulte 

s m 0 — "" " 
y/A2 -r- B2~r C2 

Dans les valeurs de sine? et coss ainsi obtenues Je 
radieal est affecté du double signe. Cela tient à ce que 
l'angle o est donné seulement par sa tangente. 

Or à une tangente correspondent deux sinus et deux 
cosinus égaux et de signes contraires. Ces deux valeurs 
11e déterminent, pour la trace du plan sécant sur le plan 
xy, qu'une seule position. Elles correspondent aux deux 
directions opposées qu'elle présente à partir de l'origine. 
La direction des j?'positifs reste ainsi arbitraire. Nous la 
déterminerons en convenant de prendre pour l'angle <p 
qu'elle fait avec la partie positive de l'axe des x l'angle 
qui correspond au signe -f- du radical et nous écrirons, 
en mettant le signe de ce radical en évidence, 

A B sino — ________ coso — * 
/A2+B2 ' / A ^ B 2 

De cette manière, si l'on suppose A positif, sincp sera 
toujours positif, et coscs sera positif ou négatif en même 
temps que B. Dans le premier cas, l'angle z> sera compris 
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entre o et dans le second, il sera compris entre -
et T.. 

En particulier, si A = o, cp sera nul ou égal à r: suivant 
le signe de B} dans tous les cas, la trace du plan sécant 
coïncidera avec l'axe des x. Si B = o, l'angle cp sera égal 

à la partie positive de l'axe des x! coïncidera avec la 

partie positive de l'axe des y. 
Dans les valeurs de sinO et cosÔ, le radical 

y/A2-}- B2-f-C2 

est aussi affecté du double signe. 
Cela tient à ce que l'angle 0 est donné seulement par 

son cosinus. Or à ce cosinus correspondent deux valeurs 
de 0 égales et de signes contraires, ce qui détermine deux 
inclinaisons égales du plan sécant sur le plan xy à droite 
et à gauche de sa trace. iNous prendrons encore ici le 
radical ^ A2 -t- B2 -j- C2 avec le signe -j-, et nous écrirons, 
en mettant le signe en évidence, 

. A y/A2-f- B2 C sin Q — — - , cosO 
y/''A2 M- B2-h C'2 \JA2 H- B2 -r- C2 

De cette manière, sin 0 sera tou jours positif et cos 8 sera 

positif ou négatif en même temps que C. Dans le pre-

mier cas, l'angle 0 sera compris entre o et dans le 

second, il sera compris entre ^ et TZ. En particulier, si 

A et B sont nuls, 0 sera égal à o ou à TZ suivant le signe 
de C -, la perpendiculaire élevée sur le plan sécant coïn-
cidera avec l'axe des z7 et le plan sécant se confondra 

avec le plan xy. Si C est nul, l'angle 9 sera égal à et 

le plan sécant perpendiculaire sur le plan xy. 
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Avec ces conventions, les angles o et 9 varieront seule-

ment entre o et iz. La grandeur de chacun de ces angles 
sera déterminée par les signes des coefficients A, B, C, 
joints à leur valeur numérique. 

Si on laisse ces coefficients arbitraires, le plan sécant 
À x H- B y -f- C : = o pourra occuper une position quel-
conque autour de l'origine, et par conséquent le pian 
A ( x — a) -f- B(Ja — b) -f- C ( s — c) = o une position 
quelconque autour du point (¿z, c) . 

En substituant, dans les formules ( i ) , les valeurs de 
sincp, coscp, sin9, cos9, ainsi déterminées, on obtient 
les formules suivantes : 

B.r' AC y' 
V/A2+ ' B2 v/Â^TB2 V/A^B^'^TC2 ' 

\.r' BCy' 
7 A2 T B 2 B2^Â2-r- B 2 - ÎX 2 ' 
, _ v/Â23T"B2 

-

Pour avoir maintenant l'équation de la ligne d'inter-
section d'une surface par un plan, rapportée à deux axes 
rectangulaires tracés dans Je plan sécant, il suffira de 
substituer dans l'équation de la surface les valeurs de 
x , 7 , c tirées des formules précédentes. 

JNous supposons, bien entendu, que le plan sécant 
passe par l'origine des coordonnées. S'il était mené par 
le point (« , b, c), il faudrait remplacer, comme nous 
l'avons dit, x , y, s par x — a,y — s — c. 

Il faut remarquer que les formules (3) sont linéaires 
par rapport aux variables. Par conséquent, si l'on sub-
stitue à la place de x , y, z les valeurs qu'elles fournis-
sent dans une équation de degré /?/, le degré de cette 
équation ne changera pas. 
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Donc un plan coupe toujours une surface du degré m 

suivant une courbe de l'ordre m. En particulier, un 
plan coupe une surface du second ordre suivant une 
conique. 

Les formules (3 ) supposent, il est vrai, que le plan 
sécant est mené par l'origine des coordonnées. Mais, si 
l'on veut le mener par un point quelconque (« , Z>, c) 
de l'espace, 011 pourra prendre ce point pour origine des 
coordonnées, ce qui ne changera pas le degré de l'é-
quation de la surface, et les conclusions resteront les 
mêmes. 

On peut voir encore que la section faite dans une sur-
face du second, ordre par un plan quelconque parallèle 
au plan sécant de l'origine est liomothétique à la sec-* 
tion déterminée par ce dernier plan. 

En effet, si le plan sécant de l'origine a pour équation 
Ax -f- B j -f- C ~ = o, tout plan parallèle à celui-là 
aura pour équation 

A x — Br -h CJS = K . 

Ce plan coupe l'axe des z au point il passe donc au 

point x = o, y — o, 2 = ~ • 11 suffira donc, pour avoir 

la section du nouveau plan, de remplacer dans les for-

mules ( 3 ) z par a — ce qui n'altérera pas évidem-

ment les coefficients des termes du second degré. Ainsi 

se trouve établie directement, et sans aucune transfor-

mation de coordonnées, l'homolliétie des sections paral-

lèles dans les surfaces du second ordre. 
On peut déduire des formules (3) , comme cas parti-

culiers, quelques autres formules très utiles dans les 
applications. 

Si A = o, les formules ( 3 ) se réduisent aux sui-
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vantes : 

x — x, 
G y 

( \J { v/B2-r- G2 ' 

v/B'2-f- G2 

Si B — o, on trouve; 

G y 
y/A"2 ~;-~G2 ' 

(':>; [y-x'i 
\y__ 

Enfin, si C = o, il vient 

\\x' 
V/A2-fB2 

( (> ) A 
1 ' v/'A2— 

= y'-

Le pian sécant passe dans le premier cas par l'axe 
des r , dans le second par l'axe des y", dans le troisième 
par l'axe des z. La trace du plan sécant sur le plan xy 
se confond dans le premier cas avec l'axe des x , dans le 
second avec l'axe des y , et dans le troisième elle est re-
présentée par l'équation même du plan sécant 

+ By = o. 

Appliquons cette méthode à l'étude des sections planes 
des surfaces du second ordre, et considérons d'abord les 
sections circulaires. 
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Sections circulaires des surfaces du second ordre. 

L — SURFACES A C E N T R E . 

Les surfaces du second ordre douées d'un centre 
unique peuvent être représentées par l'équation géné-
rale 

Si l'on substitue dans cette équation les valeurs de x , 
7 , z fournies par les formules ( 3 ) , on trouve 

( , ! 2 - A î , ' v n r - ('. - ' ) 
V rt- h1 J v/ \2 + ]>2 G2 \ a~ " h 2J " 

i f A2 G2 , B2 G2 , (A24-B2)2 | 

On obtient ainsi pour section une conique. Cette 
conique appartiendra au genre ellipse, au genre hyper-
bole ou au genre parabole, suivant les valeurs attribuées 
aux coefficients des inconnues. Mais on peut remarquer 
déjà qu'on n'aura jamais une parabole proprement dite; 
car, lorsqu'une équation du second degré se présente 
sous la forme 

\ .x2 H- 9. B xv -- G y2 -f- P - o, 
la condition 

\G — B2 - o 

rend le trinôme Ax--+- ? B.zy -b C y 2 carré parfait, de 
sorte que l'équation peut s'écrire 

(xs/A -f- Y \/cY--'~ F - o . 

et elle représente deux droites parallèles. C'est ce qu'in-
Ann. de Mathémat3 e série, t. V. (Avril r88f>.) l3 
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dique aussi le discriminant de; l'équation générale, qui se 
réduit alors à F ( A C — B 2 ) . Il est nul, si AC — B2 o. 

Cherchons maintenant à quelles conditions la section 
sera circulaire. 

Pour que l'équation ( 7 ) représente un cercle, il faut 
d'abord (pie l'on ait 

ABC = o. 

Ainsi l'un des trois coefficients A, B, C doit être nul, 
c'est-à-dire, que le plan sécant doit être mené par l'un 
des trois axes coordonnés ou, en d'autres termes, par 
l'un des trois axes de la surface. 

11 résulte de là que, dans la recherche des plans cy-
cliques, nous pouvons employer les formules réduite? 
(4 ) , ( 5 ) «a (G). 

Ellipsoïde. 

Considérons d'abord l'ellipsoïde 

.7-2 Y~ Z*2 _ 
a2 b1 c'2 

Supposons, par exemple, B = o. Il faudra substituer 
dans l'équation de la surface les valeurs de x , 1 , £ tirées 
des formules (5) . O11 aura ainsi, en supprimant les 
accents des variables, 

C"2 v2 .r2 A2 j 2 _ _ _ _ _ _ _ + __ _ _ _ _ _ _ 

Cette équation représentera un cercle, si l'on a 

ou 

(8) A*a2(62 - c«) = G2c2(a2— b*2), 

ce qui exige 
a > b c. 
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Donc l'axe b par lequel il faut mener le plan sécant 
doit être l'axe moyen de la surface. 

L'équation du plan sécant se réduit alors à 

A x -f C z — o, 

et, si l'on remplace C par sa valeur tirée de la rela-
tion (8) , elle devient 

ex \/«2 — b'2 ± a s / b - — c'2 = o. 

On voit donc qu'il existe dans l'ellipsoïde deux plans 
cycliques. Les traces de ces plans sur le plan xz font 
avec l'axe des x des angles 'l déterminés par la relation 

Ces plans sont donc également inclinés sur le plan dé-
terminé par l'axe moyen et l'un des deux autres axes de 
la surface. 

Le cercle de section a pour équation dans son plan, 
à cause de la relation (8) , 

x- y- — b'2, 

et son rayon est égal au demi-axe b. 
Dans les résultats qui précèdent, nous avons admis 

implicitement que les trois axes de l'ellipsoïde étaient 
inégaux. Examinons le cas où la surface a deux axes 
égaux. 

Supposons, par exemple, a = b. Il résulte alors de la 
relation (8) que A = o; par conséquent l'équation du 
plan sécant se réduit à z = o. Ce plan se confond avec 
le plan xy , ce qui doit e tre, puisque alors l'ellipsoïde est 
de révolution autour de l'axe des s . 

Enfin, si l'on a a la fois a — b = c, l'ellipsoïde devient 
une sphère. La relation (8) est vérifiée identiquement. 
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Donc toutes les sections faites par des plans menés par 
un axe quelconque de la surface sont des cercles, et 
comme tous les diamètres de la sphère sont des axes de 
la surface, il en résulte que toutes les sections planes 
sont circulaires. 

Hyperboloïde ci une nappe. 

Considérons maintenant riiyperboloïde à une nappe 

:r2 r1 _ 
a'1 b2 c-

Pour avoir les plans cycliques, il suffit de remplacer 
dans la relation (8 ) c- par — e - . On a ainsi l'équation 
de condition 

i 9 ) A2 a* ( IA -f- c2 ) = C* c2 ( b1 — a2 

ce qui exige 
b l a 

On obtiendra donc un plan cyclique en menant le plan 
sécant par le plus grand des axes réels de la surface. 

Le plan sécant a alors pour équation 

A x -h C z — o 

et, en remplaçant C par sa valeur tirée de la relation (9) , 

ex yfb~ — a2 zh a z \/b2 -f- e'1 = o. 

11 existe donc deux plans cycliques, également inclinés 
sur le plan déterminé par le plus grand des axes réels et 
l'un des deux autres axes de la surface. 

Le cercle de section a pour équation dans son plan 
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Voyons main tenant si l'on peut obtenir une section 

circulaire, en menant le plan sécant par l'axe imagi-
naire de la surface. 

11 faut alors supposer C = o et appliquer les for-
mules (6 ). On trouve» ainsi 

I V2 r 2 A 2 x 2 r - _ 
^ O P T Ì ^ I bH A72 -r- B 2 ) ~~ = 1 • 

Pour que cette équation représente un cercle, il faut 
({lie l'on ait 

T /B 2 t 

À 2 - - B2 \ â 2 ^ b* / ~~ ë 2 ' 

condition impossible à réaliser; par conséquent, un plan 
mené par l'axe imaginaire de l'hyperboloìde à une nappe 
ne peut pas être un plan cyclique. 

Si la surface est de révolution, c'est-à-dire si a — b̂  la 
relation (9 ) est impossible, à moins que l'on 11'ait A - - o. 
Le plan cyclique se confond alors avec le plan xy. 

Hyperboloïde à deux nappes. 

On déduira le cas de l'hyperboloìde à deux nappes 

x~ r2 z2 

a2 b2 c2 

de celui de l'ellipsoïde, en remplaçant dans la rela-
tion (8 ) h- et c2 par — b1 et — c-. O11 trouve ainsi 

( 1 o ) A 2 a 2 ( 1)- — c2 ) = G2 c 2 ( a2 b2). 

ce qui exige 
b > c. 

O11 obtiendra donc une section circulaire, en menant le 
plan sécant par le plus grand des axes imaginaires de la 
surface. 
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Le plan sécant, en vertu de la relation (10), a pour 

équation 
ex \Ja2 -+- b- J az s/b2—c1 = o. 

Il existe donc deux plans cycliques, également inclinés 
sur le plan déterminé par le plus grand des axes imagi-
naires et l'un des deux autres axes de la surface. 

Le cercle de section a pour équation dans son plan 

par conséquent il est imaginaire. Donc le plan considéré 
ne rencontre pas la surface. 

Mais, si l'on coupe l'hyperboloïde par un plan paral-
lèle à celui-là, et ayant pour équation 

= K, 

on aura des sections réelles pour des valeurs de K suffi-
samment grandes. En effet, ce plan coupe l'axe des x au 

K n i . K point 1J passe donc au point x = ? y- = o, z = o\ 

par conséquent, il faudra remplacer dans les for-
Iv mules (5) x par x pour avoir la section faite par 

ce nouveau plan dans la surface. Si l'on substitue dans 
l'équation de l'hyperboloïde les valeurs de x , y, z tirées 
des formules (5) ainsi modifiées, il vient 

/C2 __ A2 \ 2 C K r .r2 _ K2 

Â î ^ T c i ~ c2 / + Â ^ ' 

Pour que cette section soit circulaire, il faut que l'on 
ait, comme précédemment, 

— — 
A2 -H C2 \ a 2 c 2 / b-

ou 
\2a2 (/>2— r'2 ) = G2 c2 ( a2 _u ¿2). 



( >99 ) 
Supposons celte condition remplie et divisons l'équa-

tion par le coefiicient de x% nous aurons 

•iCbïKy , , / K* \ J = ¿,2 — ï \ 
J VA2«2 / 

On obtiendra donc un cercle qui sera réel, dès (pie l'on 
donnera à K une valeur satisfaisant à l'inégalité 

K2 [ C262 "K , 

G 

ou, en remplaçant le rapport — par sa valeur tirée de la 
relation (10), à l'inégalité k2 

A* > 7 

c'est-à-dire dès que l'on donnera au rapport une valeur 
absolue plus grande que a ^ / ^ ? c'est-à-dire enfin, 

dès que la distance à l'origine du point où le plan sécant 
rencontre l'axe des x sera supérieure à la quantité 

/a\ _+_ C2 

Voyons maintenant ce qui arrive lorsque le plan sécant 
passe par l'axe réel a de la surface. 

il faut alors supposer A = o et appliquer les for-
mules (4) . On trouve ainsi 

tf* ^ Ç2j2 B2j2 
a2 ~~ ¿>2(B2-}- C2) ~~ c2(B2-f- G2) ~ f ' 

et, pour que cette section soit circulaire, il faut que l'on 
ait 

_L 1 /Ĝ  B2\ 

at ~ G2 \¿2 + 

relation impossible. Donc on n'obtient pas de section 
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circulaire en menant le plan sécant par l'axe réel de la 
surface. 

Par conséquent, les seuls plans cycliques de l'hyper-
boloïde à deux nappes sont les plans parallèles aux deux 
plans représentés par l'équation 

vx \f a- ô-z z az y/62 — c2 — o, 

en supposant que i h désigne le plus grand des axes ima-
ginaires de la surface. ( A suivre.) 

SAMN REVUS. 

Le 12 février, une lettre de M. Genocehi m'apprit 
une triste nouvelle : lie ali s, noire ami commun, venait 
de mourir. 

L'illustre professeur de Turin ayant, depuis longues 
années, fréquenté le regretté défunt, pouvait, mieux 
que personne, rédiger la Notice biographique ; mais le 
mauvais état de sa santé ne lui permet pas de se charger 
de cette tache honorable et douloureuse. Il m'a donc 
prié de le remplacer. On ine pardonnera d'avoir accepté 
une mission pour laquelle les renseignements me fai-
saient défaut : mais le moyen de refuser i) J'ai été, pen-
dant bien longtemps en correspondance amicale et 
scientifique avec Je savant dont il s'agit d'esquisser la 
vie : je ni exécute donc. Si je ne parviens pas à faire 
comprendre l'estime que les travaux et le caractère de 
Realis m'ont inspirée, le lecteur voudra bien m'accor-
der les circonstances atténuantes ). 

( ' ) Les pages suivantes sont traduites, en grande partie, d'un ar-
ticle de la Gazette de Turin (i5 février 1886), rédigé par M. Cta-
retta, parent du défunt. En outre, M. l'avocat-commandeur Realis. 
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I . 

Savin Realis est né à Turin, le 18 octobre 1818. 
Pierre Realis, son père, avocat, Auditeur général de la 
Garde suisse palatine, était 1111 jurisconsulte renommé. 
Le jeune Realis fut un excellent disciple de Plana, 
Bidone, Giulio et des autres savants qui brillaient à l'U-
niversité de Turin : il obtint, le 26 juillet i83p, le titre 
A'Ingénieur hydraulique (1 ). 

En 1840, il manifesta le désir de visiter d'autres 
terres et d'autres peuples (- ). Conduit à Paris, par 
son père, il y perfectionna ses connaissances scienti-
fiques} suivit avec succès, pendant trois ans, les cours 
de l'Ecole des Ponts et Chaussées, ainsi que le prouve 
un cerliiicat de l'inspecteur de cette école, daté du 
.) juillet 1843. 

Pendant son séjour à Paris, où il fit quelques amis, 
Realis conçut tant d'affection pour cette ville et pour la 
France ( 3 ) , qu'il résolut d'y venir passer quelques 
mois chaque année. 

II . 

Revenu dans sa patrie, le jeune ingénieur commença 
par publier, sous le titre de Mémoire sur la construc-
tion des chemins de fer, un résumé de ses études pré-
cédentes ('*)} après quoi il prit part aux études prépara-
toires pour la construction de la ligne du Tessin. 

frère de l'Ingénieur, m'a fait transmettre, par M. Genocchi, certains 
détails complémentaires. 

( 1 ) En France, nous dirions plutôt : Ingénieur hydraulicien. 
(2) Gazette de Turin. 
(3) Ibi.d. 
( 4 ) Ici, MM. Realis et Clarelta ne semblent pas être d'accord : ie 

premier écrit « un fruit de ces études (Ecole des Ponts) fut la pu-
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Eu 1846, nom nié Ingénieur dans Le corps du Génie 
civil, avec application au service des chemins de fer, 
Realis dirigea la construction d'une partie du chemin 
de Turin à Gènes. 

Il 11e resta pas longtemps fonctionnaire, heureuse-
ment pour la Science des .Nombres! Devenu ingénieur 
libre, il pratiqua son art, tout en publiant, cà et là ), 
des travaux qui attirèrent l'attention. Les lecteurs des 
Revues mathématiques se rappellent combien ses Notes 
étaient intéressantes et claires. La plus récente a paru 
dans le journal de M. de Longchamps, après la mort 
de l'auteur. Ainsi, il a travaillé jusqu'à son dernier 
jour ( 2 ) ! 

111. 

Si Realis fut utile aux Sciences, il 11e manqua pas de 
servir autrement son pays. En eifet, pendant quelques 
années, il fut Membre du Conseil communal de Turin, 
Membre du Conseil délégué (?), Examinateur à l'Ecole 
d'application du Génie, etc. Mais, chose remarquable, il 
se tint, de la manière la plus absolue, en dehors de tout 
éclat ( 3 ) et 11e sollicita aucune espèce de distinctions. 

Convaincu que les Académies ont fait leur temps (4), 
il n'appartint à aucune, au préjudice de ces Conipa-

blication de l'Ouvrage sur la construction des chemins de fer », 
et le second « ci cette occasion (sa nomination de Directeur) il pu-
blia 

0) Gazette de Turin. 
( 2 ) Dans la Lettre citée au commencement, M. G. disait : « Je 

l'avais v u . . . , appelé à la gare, par M. L., député». Cette sortie 
était imprudente : elle lui a peut-être coûté la vie! 

(3) Gazette de Turin. 
(*) Gazette de Turin. Opinion très contestable, comme le té-

moigne l'utile publication des Comptes rendus des séances de VAca-
démie des Sciences. 
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gnies, qui auraient profité de ses excellentes Communi-
cations ( 1 ). 

Non seulement Rcalis ne fut d'aucune Académie, 
mais il ne voulut être cité dans aucun Dictionnaire : il 
ne fut pas même décoré ( 2 ) ! 

IV. 

A la iiri d'avril 1881, passant à Turin, je fus reçu, à 
bras ouvert, par Genocclii et son disciple Realis. Celui-
ci me fit, avec une grâce parfaite, les honneurs de la 
patrie de Lagrange. 

Noble et admirable ville de Turin, d'où l'on voit, en 
mémo temps, des montagnes couvertes de neiges et des 
montagnes verdoyantes! Si elle n'est plus la capitale 
d'un royaume, elle est restée une capitale scientifique. 

Je fus frappé de la vieillesse anticipée de Realis, sous 
le rapport physique : il avait mauvaise vue et marchait 
avec peine. Heureusement, la tète était excellente! 
Quand, en compagnie de son illustre ami, il me condui-
sit à la gare, il m'embrassa, en me disant : « au re-
voir. » Hélas! cet adieu devait être le dernier. 

Après une courte maladie (une bronchite), Savin 
Realis est décédé le 9 février, à l'âge de 67 ans. Si, 
parmi les Géomètres contemporains, il n'a pas brillé au 
premier rang, il est, surtout dans la Théorie des Nom-
bres, l'un des plus justement célèbres, et sa mémoire ne 
périra pas. 

E . C A T A L A N . 
Liège, i5 mars 1886. 

(*) Gazette de Turin. Par suite d'un étrange oubli, j'ai à me re-
procher de n'avoir pas proposé Realis comme Membre correspondant 
de la Société des Sciences, de Liège. 

(-) Gazette de Turin. 
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S I R LA DISTRIBUTION MUTUELLE DES NOMBRES POLYGONES 

(SOLUTION DE LA QUESTION 1 4 7 0 ) ; 

PAR M . E . C E S A R O . 

1. Dans le système complet (les nombres polygones 
des ordres p. et v, rangés par ordre de grandeur, voyons 
comment les nombres d'un ordre sont distribués par 
rapport à ceux de l'autre ordre. Pour éviter tout mal-
entendu, nous supposerons que l'on procède comme il 
suit : 011 range d'abord les nombres de Tordre v; puis, 
dans chaque intervalle, on range les nombres de l'ordre 
[JL, en ayant soin, lorsqu'un de ces nombres coïncide avec 
un nombre de l'ordre v, de le considérer comme appar-
tenant à l'intervalle qui le précède. Ainsi, pour m = 3, 
v — 4, 011 écrira d'abord la suite croissante des carrés, 
et l'on entendra par triangulaires compris dans l'inter-
valle 25, 36, les nombres 28 et '56. 

2. D'après ces conventions, pour qu'un nombre de 
l'ordre ¡JL, de rang inconnu x, soit compris entre deux 
nombres donnés, de l'ordre v, consécutifs, on doit avoir 

(V — 2 ) a2 — ( v — 4 ) a < ( [-*• — i)x- — ( [X — 4 ) r 

— '2 ) < a i)2 - + i ), 

d'où l'on tire 

f (a) < &<f(a -+- 1 ), 

après avoir posé, pour abréger, 

_ tx ~ * 'S ~ 4 'A)l' V ' ( ( l ~ ( v — \ ) a I 
^ ~ 'M. [J-—2) 

Cela étant, si l'on considère / intervalles consécutifs, 
Ann. dt M a t lient.. 3e série, t. V.fVïai i 886.) \ 
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à partir du nombre de rang la quotité des nombres 
d'ordre ¡x qu'ils renferment est évidemment 

(!) N / ( « ) - [ / ( « + 0 ] - [ / ( « ) ] • 

3. Afin de chercher des ¡[limites de N/(«), voyons 
comment se comporte la fonction f ( a - \ - i ) — . / * ( « ) , 

lorsque a croit indéfiniment depuis l'unité. On recon-
naît d'abord qu'elle varie toujours dans le même sens, et 
que ses valeurs extrêmes sont 

Celles-ci sont donc aussi les limites cherchées. Eu les 
(comparant entre elles, on trouve que la première est 
inférieure à la seconde lorsque 

IX V et ( ¡X — '2 ) ( V — 2 ) — 4 

sont de même signe, c'est-à-dire dans les cas suivants : 

¡x = 3, jx = :>, jx == G, j x f 7, 

V = j OU î)} V — [, v = 4 011 r>. V <1 (X. 

11 en résulte, en vertu de fi) , 

( 3 ) A/— i < N ¿(a) < H/-+- î. 

On devra écrire 

( 4 ï * < N/(«) < Ai -î- i 

dans tous les autres cas,*à savoir pour 

jx — 3, ¡x = 4< 0. ¡x ^ 4, 

V T f). V = V jx. 

i . liaisons »x — 3, i ~ 4. Les inégalités (3 ) devieu-



lient 
- :ï + /1 + + < N/(a) < i sJ->. -+- i. 

En particulier 

Donc ÌNr4 = i ou 2, c'est-à-dire que : entre deux carrés 
consécut ifs, il y a au moins un triangulaire et deux au 
plus. C'est la première des propositions énoncées par 
Lionnet, dans la Question citée. La deuxième en est 
une conséquence naturelle. 11 est évident, en elì'et, 
d'après ce qui vient d'être dit, que deux triangulaires 
consécutifs comprennent entre eux un seul carré, ou 
bien n en comprennent aucun. 

o. De même, pour i= 2, 011 trouve 

Donc No = 2 ou 3. II en résuite que deux carrés de 
même parité, consécutifs, comprennent entre eux deux 
ou trois triangulaires. L'impossibilité d'avoir jN 2 = 4 
prouve que, si un intervalle de deux carrés consécutifs 
contient deux triangulaires, chacun des intervalles 
voisins ne peut en contenir qu un seul. C'est en cela que 
consiste la dernière proposition de Lionnet. 

6. Donnons une seule application des inégalités (4), 
en faisant u = f\. On obtient 

< < Ni (a) < 9. /s -+-1 < 

/v — 1 _ T , N /( i -i- I) I ( v — 
l V — ~1 < a ) < v » 

Par exemple, pour i = 2, v = 3, 011 trouve 

o < \f->. — 1 < YAa ) < y/() < \ 
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il en résulte que deux triangulaires de même parité, 

consécutifs, comprennent entre eux au moins un carré, 
et deux au plus. 

7. Les expressions (2) montrent que, si Ton fait 
eroitre i indéfiniment, 011 a 

| i m A/ = i / Ï E L = Ii<. 
1 y ¡x — 'i 1 

Conséquemment, en vertu des inégalités ( 3 ) et ( 4 ) , 
011 peut affirmer que l'on a, dans tous les cas, 

l y/ [x — 2 

démarquons, en passant, que ee résultat est indé-
pendant de a. Cela tient à ce (pie les deux ordres 
conservent, l'un par rapport à l'autre, une fréquence 
constante. 

8. Si »x et v sont tels que, dans chaque intervalle, il 
ne puisse exister qu'un ou deux nombres de l'ordre jx, 
on aura, en désignant respectivement par a et [6 les 
nombres des intervalles qui se trouvent dans l'une ou 
l'autre de ces conditions, 

a -f- 3 = 1, a - f - ^ 3 = N/. 

La probabilité que le second cas se produise est donc 

lim 4 = lim —- — { / - — — 1. 
1 f- y [x — 2 

Lu particulier, dans la question traitée par Lionnet, 
ce résultat devient 

yA>. — 1 — o, 414213 

Conséquemment : Il y a seulement j o à parier 
contre ()() environ que deux carrés consécutifs corn-
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prennenty entre eux, deux triangulaires, plutôt qu un 
seul. Au contraire, si l'on fait p — 4? v = 3, on trouve 
qu'i/ j « 70 environ ci parier contre 29 /̂¿e deux 
triangulaires consécutifs comprennent entre eux un 
carré. La valeur exacte de la probabilité est 

-L. = 0/707106. . . . 
sj'l 

9. Soit Q(/?) la quotité des nombres de l'ordre p, 
11011 supérieurs h n. O11 doit avoir 

(> — a)Q»- . ( ,x - -4 )Q = ( *JL - 2 ) ( Q -+-1V* - ( [i - 4 ) ( Q h- 1 ) 

2 " < 

d'où Ton tire 
0(n)= I !J~ ~ ' v/( [X " ' 8 ( 'J' ~ * } 11 

Asymptotiquement, 

Cela étant, imaginons que l'on ait mis dans une urne 
tous les nombres des ordres p et v, et que l'on en tire un, 
au hasard. La probabilité qu'il soit de l'ordre p. est 

\/v — 1 
\/ JJL '1 -h \A X 

Par exemple : Il y a environ 97 à parier contre 56 
qu'un nombre est triangulaire plutôt, que pentagonal. 
La valeur exacte de la probabilité est 

3 - ^ = o,G3397_Î.... 

Note. ----- La question 1470 a aussi été résolue par MM. Goiïart et 
M oi el-Bla ne. 
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ÉTUDE SUR LES SECTIONS PLANES DES SURFACES. 
THÉORIE NOUVELLE DES PLANS CYCLIQUES ET DES OMBILICS 

[SUITE ( 1 ) ] ; 

P A R M. V I C T O R LAC DK BOSHEDON, 
Professeur à la Paeull.r des Sciences de l'Institut catholique d'Angers. 

I I . S u »FACES DÉPOURVUES DE C E N T R E . 

Les formules (3 ) conduisent aussi facilement aux 
sections circulaires des paraboloïdes. 

Ces surfaces sont représentées par l'équation générale 

x2 y2 'i z 
a2* b2 c 

Si l'on remplace dans cette équation je, y, 3 par leurs 
valeurs tirées des formules (3 ) , il vient 

/ /l î 2 , A n , 'x ABC / r i \ 

1 . C2 
< ") ; A*-t- »s-H C* \ a"- ~ 

I = v . 
\ c y/A2 -f- B 2 -f- C2 " 

Pour que cette section soit un cercle, il faut d'abord, 
comme pour les surfaces à centre, que l'on ait 

ABC = o, 

c'est-à-dire que l'un des coefficients A, B, C doit être 
nul. Il en résulte que tout plan cyclique doit passer par 
l'un des trois axes coordonnés, c'est-à-dire par l'axe de 

(') Voir même Tome, p. î&fî. 



( 2 .5 ) 
la surface ou l'une des normales aux deux plans princi-
paux. 

Puisque le plan sécant doit passer par l'un des trois 
axes coordonnés, nous pouvons encore faire usage des 
formules réduites (4 ) , (5 ) et (6) . 

P a va bolo ïd e ellip t i(] uc. 

Considérons d'abord le paraboloïde elliptique 

X2 yl 
a2 ' b1 c ' 

et supposons A = o . Il faudra appliquer les formules (4) . 
Eu substituant dans l'équation de la surface, à la place 
des variables, leurs valeurs tirées de ces formules, on 
trouve 

,r2 C2r2 _ 2B y 
rt ^ ¿>2(B2+c2) ~~ csjfinrc«' 

Pour que cette équation représente un cercle, il faut 
que Ton ait 

J _ _ C 2 

a2 ~~ ¿>2(B2-+- C2) 
ou 

(12) B»6* = G2 (a2 — b2), 

ce qui exige 
a > b. 

Alors le plan sécant 
B7-H Cs = o 

passe par la normale à la section principale qui se trouve 
dans le plan zy. 

Or les sections principales sont les deux paraboles 
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dont les paramètres ont respectivement pour valeurs — 

et ~ • La section principale du plan zy est donc celle de 
moindre paramètre. Ainsi, dans le paraboloïde ellip-
tique, on obtient des sections circulaires, en coupant la 
surface par des plans perpendiculaires à la section prin-
cipale de moindre paramètre. 

Si dans l'équation du plan sécant 011 remplace C par 
sa valeur tirée de l'équation (i^), il vient 

v y/a2 — b2± b z — o. 

Il existe donc deux plans cycliques également inclinés 
sur le plan déterminé par Taxe de la surface et la nor-
male à la section principale de moindre paramètre. 

L'équation de la section dans son plan est 

y'1 _ ? 

a~ ~ c /BM- C2 

ou, en remplaçant le rapport ji par sa valeur tirée de 
l'équation (12), 

-j.ay j j-; 
X1 y2 — Hb :— ^al— 1)11 

\ oyons si l'on peut obtenir une section circulaire eu 
menant le plan sécant par l'axe de la surface. II faut 
alors faire C — o et appliquer les formules ( 6). 

On trouve alors pour la section 

B2.r2 A2 a?2 _ -iy_ 
H 2 ) ~ b -\A 2 -h~B?) ~ ~ ' 

écpiation d'une parabole. 
Par conséquent, en coupant un paraboloïde elliptique 

par un plan conduit suivant l'axe de la surface, 011 ob-
tient toujours des paraboles et jamais des cercles. 
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Paraboloïde hjpcrboli(jne. 

Passons enfin au paraboloïde hyperbolique 

î ! _ ZÎ = . 
a2 b* c ' 

On déduira ee eas du précédent, en changeant b2 en 
— b2 dans la relation (12). qui devient alors 

— B * B 2 = C 2 ( « 2 -T- B 2 ). 

Cette condition ne peut jamais être remplie. O11 ne 
peut donc pas obtenir une section circulaire au moyen 
d'un plan mené par l'axe des x. Il en sera de même 
évidemment pour l'axe des yr. 

Menons un plan par l'axe des c'est-à-dire, par l'axe 
de la surface. Il faut supposer C = o et employer les 
formules (6) . O11 trouve ainsi 

]> 2.7.2 A2 ¿"2 _ -2V 
A 2 H - l ï ^ j ~~ W ( \ 2 - r - B 2 ) ^ ' 

équation d'une parabole, à moins que l'on 11'ait 

B 2 A 2 
S "" ST = 

auquel cas l'équation précédente se réduit h y = o, et 
la section se réduit à une droite confondue avec l'axe 
des x. Alors la section est rectiligne et dans aucun cas 
elle n'est circulaire. Il 11'existe donc pas de plan cyclique 
dans le paraboloïde hyperbolique. 

Dans le cas où l'on a 

B 2 A2 
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si l'on remplace K par sa valeur tirée de cette relation 
dans l'équation 

A x -f- B y — o 

du plan sécant, on trouve 

bx -z ay = o. 

11 existe donc deux plans passant par l'axe, qui cou-
pent la surface suivant une droite. Ces plans sont égale-
ment inclinés sur chacun des plans principaux. Puisque 
la section a pour équation j ' = o, c'est une droite se 
confondant avec l'axe des x situé dans son plan, c'est-
à-dire se confondant avec la trace du plan sécant sur le 
plan xy\ Les deux droites de sections sont par consé-
quent représentées dans l'espace par les équations 

x Y z = o, - ± = o. a h 

C'est en effet ce que l'on trouve lorsque dans l'équa-
tion de la surface 011 fait z — o : cette équation se réduit 

à — — = 0 , et elle se décompose en deux 

X 

a b 

Ainsi toutes les surfaces du second ordre admettent 
des plans cycliques, excepté le paraboloïde hyperbolique. 
On peut même supprimer cette exception, si l'on consi-
dère les sections rectilignes que l'on obtient dans ce cas 
comme des cercles d'un rayon infini. 

111. — Cône oblique à base circulaire. 

Etudions encore les plans cycliques du cône oblique à 
base circulaire. 

Si l'on prend le plan du cercle de base pour plan 
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(les xyry le contre de ce cercle pour origine des coordon-
nées, et si l'on fait passer le plan zx par le sommet, le 
cône aura pour équation en coordonnées rectangulaires 

(az — ccc)2-h c2y2 = r2(z — c)2 

ou 

( i 3 ) ( a 2 — / , 2)£2-H C2X2-\~ c2y2— iac x z ' i r 2 c z = r 2 c 2 , 

en désignant par a et c les coordonnées du sommet. 
Si l'on substitue dans cette équation les valeurs de .r, 

y z tirées des formules (3) , on trouve, pour le coefficient 
du terme en xy 

2 B ac 
v/A2-h B2 -+- C2 

Pour que le plan Ax -f- Bj r 4- = o soit un plan 
cyclique, il faut donc, en premier lieu, que Ton ait 

B = o. 

Ainsi le plan sécant doit passer par l'axe desyr. 
En faisant cette hypothèse et appliquant les formules 

(5) , on trouve 

(a2— ;-2)A2 y2 C2c2y2 

A2 -f- G* h A 2 G 2 

, 0 2 AGacr2 i\cr2y a n c2x2~h — -f- — = / c2. 
A 2 - 4 - C 2 y/A2 -f- G2 

Pour que la section soit circulaire, on doit donc avoir en 
second lieu 

(et2 — v2)A2-f- C2c2-+-iACac = c 2 (A 2 - f - G 2 ) 

ou bien 

A [ A ( a 2 — r 2 — c 2 ) -h i Cac] = o. 

On satisfera à cette équation en posant soit 
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soit 
A ( a 2 — r2 — c2)-f- î C a c = o. 

Dans le premier eas l'équation du plan sécant se ré-
duit à z = o. Donc le plan xy est un plan cyclique, et 
il en est de même, par conséquent, de tout plan parallèle 
au plan xy : le résultat était évident a priori. 

Dans le second cas, on a 

A _ icie 

par suite, l'équation du plan sécant se réduit à 

( i 4 ) (a2—r2—c2)z — •xacx = o. 

Ainsi il existe dans le cône oblique à base circulaire 
deux séries de plans cycliques. La première se compose 
de plans parallèles au plan xy\ la seconde de plans pa-
rallèles au plan représenté par l'équation (i4)-

Cherchons les angles que fait la trace de ce dernier 
plan sur le plan xz avec les génératrices du cône. 

On obtiendra les équations de ces génératrices, en 
faisant y — o dans l'équation du cône. On trouve ainsi 

az — ex — zh. r(z — c ). 
11 en résulte 

az — ex = r(z — c) 

pour la première génératrice, et 

az — ex = — r(z — c ) 

pour la seconde. Si l'on désigne par a et a' les angles 
qu'elles font avec l'axe des ¿r, on a donc 

c , c {aii£ a = * tanga = 
° a — r a r 

D'un autre côté, l'angle o que fait la trace du plan sé-
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cant avec l'axe des x est donné par la relation 

tancS : ci2 — r2— c2' 

c 
a — r 

a-— r-— c-
a — r a 

Il en résulte 
tango — tang(a-+- a'), 

où 
o — a -h a'. 

Par conséquent la trace du plan sécant est antiparal-
lèle à l'une ou l'autre des génératrices que l'on considère. 
Ce plan est donc le plan antiparallèle du cône oblique à 
base circulaire. 

Ombilics des surfaces du second ordre. 

11 est très facile, au moyen des résultats précédents, 
de déterminer les ombilics des surfaces du second ordre. 
Nous nous bornerons au cas de l'ellipsoïde} le calcul 
serait le même pour les autres surfaces. 

Ou sait que les ombilics sont les points de contact des 
plans tangents parallèles aux sections circulaires. 

Dans l'ellipsoïde les plans cycliques ont pour équation, 
comme nous l'avons vu, 

c x \Ja2 — b'1 ±Laz\Jb'1 — c2 = o. 

Or le plan tangent à l'ellipsoïde au point (a?, y, z) est 
représenté par l'équation 

Xx Yy ( Z^ _ 
Hï ~b* ^ "i2 ~ 1 

Pour qu'il soit parallèle aux plans cycliques, il faut 



( aaa ) 

que l'on ait 

a^c^f?—!)2 c2 a \fb2~-
x z y 

11 en résulte d'abord 
y = o, 

puis 
Z2 ,r2 b2—C2 

c2 a2 ci2— b-

Puisque le point (x,y-, z) se trouve sur l'ellipsoïde, 
on a aussi, à cause de yr = o, 

î ! - _ 
â2 c2' 

En substituant cette valeur dans l'équation précédente, 
on trouve 

_ b~ " c2 ~c2 ~ a2 — r' ' 
et par suite 

.r2 a2- b2 

a- a- — c-

Ainsi les coordonnées des ombilics réels de l'ellipsoïde 
sont déterminées par les équations 

y = °> = 
x2 a2— b2 z2 b2— c2 

a1 a1—c- c^ —c 

Application à la résolution des problèmes. 

Noyons enfin comment les formules (3 ) peuvent 
servir à la résolution des problèmes. Supposons qu'on 
ait à résoudre la question suivante : 

Chercher le lieu de la droite d'intersection de deux 
plans rectangulaires menés par deux droites données, 
et déterminer les sections faites par des plans perpen-
diculaires à chacune de ces droites. 

Si l'on prend l une des droites pour axe des .r, la 
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perpendiculaire commune aux deux droites pour axe 
des y-, et pour axe des z la perpendiculaire au plan xy 
menée par le point de rencontre de l'axe des x , avec la 
perpendiculaire commune, on trouve aisément que le 
lieu est représenté par l'équation 

yi -4-^2 — mxz — a y — o, 

a désignantla longueur delà perpendiculaire commune, 
et mie coefficient angulaire de la projection de la seconde 
droite sur le plan zx. 

Pour obtenir les sections perpendiculaires à la pre-
mière droite, il suffit de faire dans l'équation du lieu 
x = K, et l'on trouve immédiatement que ces sections 
sont des cercles, puisqu'ils se projettent en vraie gran-
deur sur le plan zy. 

Un plan perpendiculaire à la seconde droite, mené par 
l'origine, a pour équation 

x -i- mz — o. 

Il passe par l'axe des r . Pour avoir l'équation de la 
section faite par ce plan, il suffit donc d'appliquer les 
formules (5 ) . Elles deviennent ici 

my' _ , _ y 

/1 -r- m'2 * sj l -r- m~ 

Si l'on porte ces valeurs dans l'équation de la surface, 
on trouve 

i -r- m1 i -i- m2 

ou bien 
x'2 -I- y'2 — ax — o, 

équation d'un cercle. 
Il en résulte que tous les plans menés perpendiculai-

rement à l'une ou à l'autre des droites données sont des 
plans cycliques. 



( 224 ) 

S I R LA M A R C H E DLL C A V A L I E R ; 

PAU M . FRITZ H O F M A N N . 

T H É O R È M E . — Dans un échiquier de n1 cases (n 
nombre impair = 2 m 1 ) , comme par exemple dans 
un échiquier de cases, la marche du cavalier ne 
peut pas être fermée ; cest-ct-dire que le cavalier ne peut 
pas revenir à son point de départ après avoir touché 
une fois toutes les cases de V échiquier. 

Démonstration. — On peut mener par un centre 
d'origine O ( j i g . 1) des droites parallèles à tout niou-

Fig. 1. 

- 1 > - 2 L ! 1 + 2 
r ' h\ - ¡ - " % n I > \ ! 

\j / ^t" ¡0 ! 

I • 
i .« \ L 

2 • - y / — T 

-1-2^-1 1 - 2 v/- 1 

veinent du cavalier. 11 y a huit espèces de ces droites, 
différentes en direction, cpii aboutissent toutes aux 
points qui ont pour coordonnées ± 1 ± 2 y/—1 ou 
± 2 ± y — 1, en donnant au plan de la ligure la signi-
fication du plan des nombres réels et imaginaires. 

Quand le cavalier décrit une courbe quelconque sur 
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l'échiquier pour atteindre un point 011 aura les coor-
données du point J l en formant la somme des droites 
qu'on a menées successivement parallèles à ses mouve-
ments par le point O, après avoir superposé la fig. i 
sur l'échiquier, de sorte que le point de départ du cava-
lier ait les cordonnées 0 , 0 \J—1 de l'origine O. 

Quand la courbe décrite par le cavalier est fermée 
(fig. 2), on conclura que la somme des droites par O 
qui représentent ses mouvements est égale à o -+- oy/ — 1. 

Fig. 

\ 

/ 
'•> î V 

y 
_ i 

/ 
/ - \ 

' • * " k ! p 
i. \ 
1* 

Or supposons que le cavalier revienne à sa case primi-
tive après avoir touché toutes les cases (après avoir fait 

m - h i mouvements). On donnera aux huit points 
± i ± 2 \J— 1, =b 2 =b y/— 1 de la figure des indices 
qui nous signalent le nombre de fois qu'un mouvement 
dans une certaine direction a été exécuté : 

a, c, cL r, /, g, h. 
Nous aurions d'abord 

( I ) -+-/-1- g -h h = nombre impair. 

En même temps ( fig. 1) 

( I I ) a -h ib -h ic H- d — e — •if — -xg — h = o, 

( I I I ) 2 a + b — c — d — ie — / -f- g -4- 2/* = o ; 
Anrt. de Mathèmat., 3e série, t. V. (Mai 1886.) I J 
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en égalant à zéro les deux parties, réelle et imaginaire, 
de la somme des droites menées par O. 

Mais on peut démontrer que les deux équations (II) 
et ( I I I ) ne sauraient coexister avec ( I ) . 

Car 011 tire de ( I I ) , après avoir supprimé 

•). ( b • C f • - g ) , 

a d ( e -r- h i nombre pa i r ; 
de même 

f) g -— ( r f i r - nombre pair, 

après avoir supprimé 

•>. ( a — d — c - h ) dans (III) . 
Il s'ensuit que 

a - d c ->- h — nombre pair 
cl 

h g c — f - nombre pair ; 

a i - b c. d e - f — g h = nombre pair. 

Donc, toutes les fois que la marche du cavalier est 
fermée, le nombre de ses mouvements a été pair. 

c. q. y. o. 

APPLICATIONS DES FORMULES GÉNÉRALES QUI DONNENT LA 
SOLUTION COMPLÈTE, EN NOMBRES ENTIERS, DE L'ÉQUA-
TION HOMOGÈNE OU SECOND DEGRÉ CONTENANT liN NOMBRE 
QUELCONQUE D'INCONNUES ( ' ) ; 

J'AR M. DI:SBO\ I:S. 

Si l'on représente par F ( X , Y, Z, U, . . . ) — o l'équa-
tion proposée, que l'on désigne par Z, H, . . .) une 

(') fuir l'avlirlc pubtiô. •'!' série. t. III: i8S'|. 
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solution quelconque de cette équation, puis que l'on 
pose 

N = F ( r , p. q, s, . . .), 
¿N cf\ d\ dX 

M — ----- X ~ j—y H .— -3 H =- // - - . . . , dr dp ^ dq ds 

on a, comme il a été démontré, la solution complète, en 
nombres entiers, de l'équation proposée, par les for-
mules 

X -. Mr — N r, 
^ Y -, My. - y y, 

(I) z - Mq -
j { ^ Ms — Nu% 

On peut d'ailleurs simplifier ces formules, sans les 
rendre moins générales, en faisant nulle l'une des va-
riables /', /?, q, .v, . . . , r par exemple, dans M, N et les 
formules ( i ) . Si l'on désigne par M, , N, ce que de-
viennent M, N quand 011 y fait r = o, on aura les nou-
velles formules 

i X - Ni r, 
( Y - MxP - N^Y, 

. Z Mt q — Ni^, 
I [ - M,, _ N J M . 

Des valeurs de />, q, .v, qui correspondent à une 
solution connue ( X , 1 , Z , U, . . .), peuvent d'ailleurs 
s'obtenir par les formules 

p - .r Y 
C1 — 

s : - .rl — n X 

P R O B L È M E I . — Etant donnée l'équation 

) X* - = ZA 
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trouver des formules qui en donnent la solution com-
plète en nombres entiers. 

On a dans ce cas 

( 5 ) Nx^bp^—qt, MJ — dpx H- ibpy — iqz. 

Or l'équation (4 ) est évidemment satisfaite en prenant 
x = i , y = o, ^ — — i . On a donc 

Mt = dp 4-27. 

et alors les formules (2 ) donnent 

I X = bp\ 

{ z r= qï-x- dpq. 
(T>) Y = D P I - T - I P Q , 

7 

Ces formules, à la notation près, sont identiques aux 
formules (5 ) et (7) du Mémoire sur la résolution de 
l'équation 

aX'" ~f- bX»1 — cZ'1 ( l ) . 

Seulement, dans le Mémoire cité, 011 n'avait pas démon-
tré que les formules (5) et (7) donnaient la solution 
complète, en nombres entiers, de l'équation (4 ) . C'est 
du reste ce qu'on aurait vu directement en prenant 
p = X - h Z , <7 = Y. 

Remarque. — O11 satisfait encore à l'équation (4) en 
prenant x = Z», y — — z — b. Alors on obtient les 
formules suivantes, un peu moins simples que les for-
mules (6) , 

/ X=(q2-bp*)b, 
(y) J Y = dq*-\- ibpq, 

( Z = (q2-+-bp*-^dpq)b. 

P R O B L È M E I I . — Trouver la solution complète, en 

(') Nouvelles Annales. 2e série, t. XVIII: 1879. 
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nombres entiers, de l'équation 

(8) X« + Y«=cZ>, 

lorsque c est égal à i ou à la somme des carrés de deux 
nombres entiers m et n (l ). 

On a 
Ni = p2—cq2, Mi=2py— ?.cqz. 

Si l'on suppose d'abord c — i , on peut prendre x = i, 
y = o, z — — i} alors on a 

Ni =p2-q2, M i = iq, 

et les formules générales donnent 

X=p*—q*, Y = ipq, Z 0«. 

Remarque. — Si c était égal à un earré m2 , on rem-
placerait cZ2 par (mZ) 2 , et l'on serait ramené au cas 
précédent. 

Supposons maintenant que l'on ait c — m2-\-n~, 
alors on prendra x = m, y = /z, z = i et, par suite, on 
aura 

Mj = ipn — icq. 

En employant les formules générales, on a donc 
/ X = (cq2 — p2)m, 

( 9 ) < Y = p2n — 'icpq -h cnq2, 

\ Z = p2 — m p q cq2. 

Remarque. — Pour obtenir toutes les valeurs de 
X , Y, Z, en grandeur et en signe, on devra mettre les 
signes -f- et — devant les seconds membres des for-
mules précédentes. Il en est de même pour les for-

( ' ) D'après un théorème de Legendre, les deux cas considérés 
sont les seuls dans lesquels l'équation (8 ) peut être résolue. 
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mules (6) . Seulement alors il faut prendre ensemble 
les deux signes -f- ou les deux signes — devant les se-
conds membres des deux premières formules. 

Soit, comme exemple numérique, l'équation 

(10) X*H- Y2 = i o Z 2 . 

Le nombre 10 étant égal à 32 -f- i 2 , on a une première 
solution (3, i , i). Alors les formules ( 9 ) deviennent 

\ — 3( \oq~--p~ ), 

Y — p'2— rAoprj 10y2, 
Z xpq iq2. 

Faisons-y, par exemple, p = 1, q — 1, on obtient la 
solution (27 , 31, i 3 ) . Si l'on avait fait p = 1, <7 = 1, 
on aurait retrouvé la solution initiale (3, 1, 1 ). 

PROBLÈMI-: I I I . — Trouver la solution complète de 
l'équation 

( 1 1 ) RTXS-R ¿>Y 2 - ! - dXY = cZ2, 

lorsqu'on a 

(ri ) c -- a -f- b -f- d. 

Il suffit de faire je =J' = z = 1 et de changer c en 
— c dans les formules (3 ) de l'article déjà cité. On a 
ainsi 

j \ — bp'2 -:- cq2, 
( 13 ) \ Y --- ( h — d)p--^- cq2 — 2 cpq, 

. Z — — bp- — cq'2 ( d -F- 2 b )pq. 

La remarque relative aux signes des seconds membres 
qui a été faite à la suite du problème précédent est en-
core ici applicable. 

On peut remplacer les formules ( i 3 ) par des for-
mules qui s'en déduisent, en y changeant p en — c p . 
La généralité des formules n'en est pas d'ailleurs dimi-
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nuée, puisque si, dans les nouvelles formules, 011 rem-
place q par — c q , on a les mêmes valeurs de X , Y, Z, 
abstraction faite des facteurs communs, qu'en prenant 
p et q dans les formules ( i3 ) . Les nouvelles formules 
nous seront très utiles dans la résolution des équations 
biquadratiques. 

On a d'abord, en divisant par c les seconds membres 
des équations ( i3 ) , après y avoir changé p en —c/>, 

\ : - _ rj 2— bcp'2. 

Y -- (b -}- d)cp'2 q2-t- '2 cpq, 

Z _ • — bcp2 — q2 — ( 2 b -f- d )pq ; 

puis, si l'on complète les carrés de q -4- cp et (j -I- bp et 
qu'on remplace h -f- d— c, c—b respectivement par 
— a -h <7, il vient, en tenant compte des signes, 

/ X ( ql — bcp2 ), 

( i l ) j Y = :::.:: \( q — cp )2 — acp2 ], 
\ Z - - r :: [( q bp)--f- b ( a — d )p2 -f- dpq J, 

les signes supérieurs étant pris ensemble ainsi que les 
signes inférieurs dans les deux premières formules. 

P R O B L È M E I V . — Trouver la solution complète, en 
nombres entiers, de Véquation 

( ] 5 ) X^-F - Y 2 - I - Z 2 R R , U 2 ' ( 1 ) . 

On obtient 

j — p* q 2 — l — p y __ 2 q - — tJ s u ̂  

et si l'on prend x = 2, y — 2, c = 1, u = 3, on a 

Mi = ).p -f- — Ss). 

( ') Voir les Nouvelles Annales, p. 111 n 5:u ; iS-^. 
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Les formules ( 2 ) donnent alors 

Y — xp ( 2 p H- q — 3 s) — 2 (/>2 -h <72 — s2 ), 

Z = * 2 < 7 ( 2 H - q — 3 s ) — (/>2 + y 2 - s 2 ) , 

U = 2S (2p -i- q — 3^) — 3 ( > 2 - i - ? 2 — s 2 ) . 

Si maintenant on effectue les calculs indiqués, on voit 
qu'on a la solution complète du problème proposé au 
moyen de l'identité 

/ [2 (p*+q*- s- )]2 + { 2 [{p - sy- - q2 -t- P ( q - i )] >2 

(16) ^[(q-s)*-p2-i-4q(p-S)Y 
( - ]3{(p - is(p - q ) 

On a d'ailleurs par les formules ( 3 ) 

(17) p — 2 ( Y — X ) , q = 2 Z — X , s=V — 3 X , 

( X , Y, Z, U) représentant une solution donnée dans la-
quelle X , Y, Z, U ont les signes ± . Veut-011, par 
exemple, retrouver la solution initiale (2 , 2, 1, 3) , on ne 
prendra pas tous les nombres 2,2, 1, 3 avec le signe -f-, 
car on trouverait la solution illusoire (o, o, o, o). Mais, 
si l'on prend X = — 2, Y = 2 , Z = I , U = 3 , on repro-
duira la solution donnée en faisant yp = 2, q = 1, s = 3. 

Soit maintenant la solution (2, 3, 6, 7), on aura 

p = i, s = i ou p = 5, q = 7, 5 = 10, 

O11 trouvera d'une manière semblable les valeurs de 
/>, <7, correspondant aux solutions (23, i/\, 2, 27), 

(53, 34, 2, 63) , (36, 200, 27, 2o5), auxquelles 
M. Catalan est arrivé de différentes manières. 

Généralisation. — On peut se proposer plus généra-
lement de trouver toutes les solutions de l'équation 
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le nombre des inconnues dans le premier membre étant 
quelconque et a. ¡3, y, . . . étant des nombres entiers 
donnés en même nombre que ces inconnues. On par-
tira alors de la solution initiale (a, ¡3, y, . . i ) et l'on 
appliquera les formules (2) . 

SUR LES COURBES DANS LESQUELLES LA PROJECTION DU 
RAYON DE COURBURE SUR LE RAYON VECTEUR EST AVEC 
LUI DANS UN RAPPORT CONSTANT; 

PAR M . M . DU C H A T E N E T . 

Soit m le rapport constant du rayon vecteur r pas-
sant par un point fixe à la projection du rayon de cour-
bure p sur le même rayon vecteur. L'angle 9 de la nor-
male avec le rayon vecteur sera l'angle de projection et 
la propriété caractéristique des courbes que nous exa-
minons sera exprimée par la relation 

r — mp cos6. 

Or on a, en coordonnées polaires, 

P = . dr- ¡dry C 0 S° 

En portant ces valeurs dans la formule précédente, 
nous aurons l'équation différentielle des courbes jouis-
sant de la propriété indiquée 

/ d l r > ^fdrY / , 
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Celte équation peut s'écrire comme il suit 

i d*r _ i / d r y 
r dtû'2 r2 \ dxù ) ( i ) r / — ~ m — r = o. 

î / dr 'y 

r2 V dio ) 

Le numérateur de la fraction n'étant autre chose que 

la dérivée - l'intégration donnera 
r do) ° 

1 dr 
( 3 ) arc tan<R - ---- ( m — i )OJ ~ o r db) 

en supprimant la constante, ce qui, dans le cas actuel, 
ne nuit pas à la généralité de la question : il suffira en 
eifet de donner à l'axe polaire une direction convenable. 
On aura donc 

i dr 
1 tane ( m — i ito = o. 

r dto 

Cette équation est facile à intégrer et donne 

( | ) rm-\ — am 1 cosi m — I)0J. 

C'est l'équation générale des courbes dont nous avons 
parlé. 

D'après (3Ì , ou voit que l'angle 0 de la normale avec 
le rayon vecteur est égal, en valeur absolue, à m — i fois 
l'angle de ce rayon vecteur avec une direction détermi-
née. On en déduit immédiatement que la normale à la 
courbe et le rayon vecteur font avec cette même direc-
tion des angles qui sont entre eux dans un rapport con-
stant égal à m. 

Le rayon de courbure aura pour expression 

r 
ni c o s ( m — i ) co * 
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en remplaçant to par sa valeur tirée de (4) , nous aurons 

_ am~1 

P " ' 

11 est une solution de la question qui n'est pas conte-
nue dans la formule générale (4) . L'équation (2) sera 
en effet vérifiée si l'on a en même temps 

i I _ _ L / f ^ Y -
) r ~~ r* \d«>) 
( m —z 1. 

L'intégration donne - = 11 ; d'où l'on voit qui; 0 r dbi ' ^ 
l'angle de la tangente avec le rayon vecteur sera con-
stant. Une seconde intégration donnera 

r = aenw, 

équation qui représente la spirale logarithmique. Ou 
connaît les deux propriétés caractéristiques de cette 
courbe : l'angle de la tangente et du rayon vecteur est 
constant et le rayon vecteur est égal à la projection du 
rayon de courbure sur lui. 

Nous pouvons de la formule générale (4 ) tirer quel-
ques applications particulières en donnant différentes 
valeurs à m. 

i° m ~ 2. — Dans ce cas l'équation (4 ) donne 

r — a cos to. 

La courbe est alors un cercle et les propriétés des 
angles et du rayon vecteur sont évidentes par elles-
mêmes. 

20 m = 3. — La courbe qui correspond à ce cas a pour 
équation 

r = a Y/COS 2 OJ . 

C'est la lemuiscate de Bernoulli. 
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Pour construire la normale en un point de la lemnis-
cate, on tracera le rayon vecteur du centre de la courbe 
et l'on mènera une droite faisant avec lui un angle 
double de celui qu'il fait avec l'axe. 

Le rayon de courbure sera égal au tiers du segment de 
normale compris entre la courbe et la perpendiculaire 

élevée du centre sur le rayon vecteur. Il sera égal à — > 

c'est-à-dire inversement proportionnel au rayon vecteur. 
3° m = — La courbe correspondante a pour équa-

tion 

C'est une parabole rapportée à son foyer et à son axe. 
La normale à la parabole fait avec le rayon vecteur 

du foyer un angle égal à la moitié de celui du rayon 
vecteur et de l'axe. 

Le rayon de courbure est égal au double du segment 
de normale compris entre la courbe et la perpendicu-
laire élevée du foyer sur le rayon vecteur. Il a pour 

4° m — — La courbe fournie par cette valeur 
de m a pour équation 

C'est une épicycloïde engendrée par un cercle de dia-

La normale à Fépicycloïde s'obtiendra en faisant avec 
le rayon vecteur du point de rebroussement un angle 
égal à la moitié de celui du rayon vecteur et de la droite 
joignant le point de rebroussement au sommet de la 
courbe. 

I —1— COS co 

— ( n - costo), 
a 

a metre 
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Le rayon de courbure est égal à une fois et demie le 

segment de normale compris entre la courbe et la per-
pendiculaire élevée au point de rebroussement sur le 
rayon vecteur. Il aura pour expression f sjar. 

5° m = — i . — La courbe qui correspond à ce cas a 
pour équation 

Cl 
r= ou — y 2 — a - . 

y / c o s 2 t o 

C'est une hyperbole équilatère rapportée à ses axes. 
Dans l'hyperbole équilatère, la normale fait avec le 

rayon vecteur du centre un angle égal au double de 
celui qu'il fait avec l'axe. 

Le rayon de courbure est égal au segment de normale 
compris entre la courbe et la perpendiculaire élevée au 

r 3 

centre sur le ravon vecteur. Il sera égal à — • 

SUR L E S CENTRES DE COURBURE DE L ' E L L I P S E 

E T DE LA P A R A B O L E ; 

PAR M . RENÉ G O D E F R O Y , 

É l è v e de l ' É c o l e P o l y t e c h n i q u e . 

Centre de courbure de l'ellipse. — Soit une ellipse 
de centre O, de demi-axes a et b. La solution repose 
sur ce fait que la normale en un point N de l'ellipse 
rencontre le rayon correspondant OM du cercle circon-
scrit à l'ellipse en un point P appartenant au cercle con-
centrique à l'ellipse et de rayon a -f- b. Menons une 
normale voisine de celle-ci à laquelle correspondent les 
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points ¡V, M', P'. Elle coupe la première au point R. Les 
droites NJN', PP' se coupent au point T . 

Soient R le rayon de courbure en N, d le diamètre 
conjugué de ON, NA = h sa distance au point N. 

Fig. i. 

Le triangle PJNT, coupé par la normale P ' V , donne 
lieu à la relation 

_ N N ' T P ' 
P R - P F Ï ^ I • 

Quand P 'R viendra en coïncidence avec PR, on aura 

d N Y 
= l i m X l i m 

M M ' d a 
F P ' M M 

X l i m -p]> ' — a a -r-

T P ' . . T P P O a - - h 
T V 

.. T P 
P A d^r- h" 

rarPN = d. 
Remplaçons dans la première relation par -¡̂  ' 

et le deuxième membre par les valeurs trouvées : il 
vient 

U d 
D —R~ H D — N 

K ~h9 

c'est la formule connue de Dupin. 
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On peut opérer un peu différemment au moyen d'un 
artifice que nous utiliserons encore. 

Les diamètres des cercles circonscrits aux triangles 
NR1V, PRN' sont entre eux comme les bases TVN', PP' 
de ces triangles. Le premier a pour limite le rayon de 
courbure en N, le second le diamètre du cercle passant 
au centre de courbure et tangent en P au cercle a -f- Z>, 
, t ! (a-^-b )CR.-W) 
lequel a pour valeur — i IL i 

On a d( 
R 

h )\1\ d) 

\\ 
H 

d 
d - h ' 
r/* 
ïi ' 

On peut passer de cette formule à une construction 

F i g . 2 . 

JS 
p 

géométrique connue, ou l'établir au moyen de cette 
construction. 

Soient P, Q les points d'inters < < li( n de Isriormalc 
en N avec les axes : d étant le demi-diamètre perpendi-
culaire, on a 

\P.XO = d\ 
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On voit de suite sur la figure que 

NP _ ¿> NQ __ a 
ci ~~ a d b ' 

d'où 
N P . N Q = E/ 2 . 

Menons par P une perpendiculaire à NPQ jusqu'en NO 
et du point de rencontre une perpendiculaire au grand 

ce qui justifie la construction. 
Les solutions précédentes, en raison même de la pro-

priété dont elles dérivent, ne sont pas applicables aux 
deux autres sections coniques. 

L'usage du principe que nous venons d'indiquer donne 
facilement le centre de courbure de la parabole. 

Centre de courbure de la parabole. — Soient N, N' 
deux points de la courbe. Les normales en ces points se 

rencontrent en Ret coupent l'axe aux points P, P'. Soient 
K le rayon de courbure en N, a l'angle de la tangente 
avec l'axe ; les cercles circonscrits aux triangles RPPr, 

axe jusqu'en R sur NPQ, on a 

R 
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RNiNr/ ont respectivement pour diamètres, à Ja limite, 

N 
^ et R. Les bases sont, pour le premier triangle, la 

différence des rayons vecteurs des points N et N'; pour 
le second, cette différence divisée par cos a : leur rapport 
est cos a. On a donc 

R — N N 
TT — cos R = - • - — i 
H cos a sin2a 

expression connue d'où se déduit immédiatement la 
construction du centre de courbure de la courbe par 
l'intersection de la normale et de la perpendiculaire au 
rayon vecteur menée au point symétrique du point de 
la courbe par rapport au foyer. 

Autre méthode pour Vellipse. -— Les normales INR, 
N'R en deux points voisins ]N, iV sont bissectrices des 
angles F I S P , F V F ' des rayons vecteurs. On a, pat-
suite, la relation 

donc 

ancjIftNRN'r 

lim \R Y 

angle N FN' angle N F'N' 

\FY NF'N' n m Jim 

N V i\N" N V 

Le premier membre est l'inverse du rayon de cour-
bure i\R. Les deux rapports du deuxième membre sont 
les diamètres des cercles tangents en N à la conique et 
passant par les symétriques de N par rapport aux 
foyers F et F^ les rayons de ces cercles sont les seg-
ments NP, NQ que les perpendiculaires sur les rayons 
vecteurs, menées aux foyers, déterminent sur la normale. 

On a donc 
_ 1 1 

NR ~~ NP + N Q ' 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. V. (Mai 1886.) 
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ce qui montre que le centre de courbure est conjugué 
harmonique du point de la courbe par rapport aux 

Fig. 4. 
? N' 

points P et Q et, par suite, que le rayon de courbure est 
la moyenne harmonique des segments NP, JNQ de la nor-
male. 

On voit avec quelle facilité nous sommes arrivés à ce 
résultat remarquable, auquel conduit aussi presque im-
médiatement la méthode des variations angulaires de 
lM. Mannheiin (Nouvel les Annales, t. XVI et XVIII) . 
Le principe dont nous venons de faire usage avait été 
appliqué déjà à la même question (SALMON, Sections co-
niques, méthodes infinitésimales), mais la considération 
de ces cercles finis dépendant d'éléments infiniment pe-
tits donne ici à la solution une élégance et une simpli-
cité plus grandes. Le procédé, fondé sur le fait que la 
normale est bissectrice de l'angle des rayons vecteurs, 
convient également aux deux autres sections coniques, 
jouissant de la même propriété. Pour la parabole en 
particulier, on est conduit à la construction citée plus 
haut à propos de l'expression du rayon de courbure de 
la courbe. Ce procédé purement descriptif, appliqué di-
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rectement à la parabole, est la plus simple des solutions 
de la question. 

Poneelet, dans ses Applications d'Analyse et de Géo-
métrie, arrive directement à ce résultat que le rayon de 
courbure de la parabole est double de la portion de nor-
male comprise entre la courbe et sa directrice. 

On passe sans peine de la construction donnée précé-
demment à cette dernière ou réciproquement. 

Supposons le centre de courbure construit de la pre-
mière façon : soient P le point de la normale sur la di-
rectrice, N' le symétrique de N par rapport au foyer F , 

Kig. 5. 
! p; 

À la projection de JN surla directrice. M étant le point 
où la perpendiculaire sur le rayon vecteur au foyer ren-
contre la normale, le rayon de courbure ]NR = aMN; 
niais les deux triangles rectangles iNFM, ]\AP étant 
égaux, il s'ensuit JNM = PM; donc 

NR — :>. ï»N. 

Le raisonnement inverse donne la construction la plus 
connue en partant de celle de Poneelet. 

Voici une autre solution également très rapide pour 
le cas de la parabole. 
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En deux points voisins N, N' de la courbe, les nor-

males se coupent en R et les tangentes en A-, ces der-
nières rencontrent l'axe en M et en M'5 la perpendicu-
laire à l'axe en M rencontre la normale au point P. 
Les circonférences circonscrites aux triangles NR1V, 

Fig. 6. 

MAM' ont pour diamètres limites le rayon de courbure 
R et MP} leurs bases sont, pour le premier, la différence 
des rayons vecteurs de IN et ]N' divisée par cos a, a étant 
l'angle de la tangente en N avec l'axe $ pour le second, 
cette différence même; on a donc 

R __ 1 
MP ~ cos a ' 

d'où 
MP 

R = — = PQ. 
cos a 

PQ étant la portion de normale comprise entre l'axe et 
sa perpendiculaire au pied de la tangente. 

On passe encore sans difficulté de ce résultat à celui 
de Poncelet. 

S étant le point où la normale rencontre la directrice, 
on a 

P S + i\Q - NS, 

comme se projetant sur l'axe suivant une longueur égale 
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au rayon vecteur du point N. Ajoutant de part et d'autre 
SN, il vient 

P Q = A S N , 

ce qui montre la concordance des résultats. 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1 8 8 4 . 

Mathématiques élémentaires. 

On donne un cercle O, et sur ce cercle deux points 
A, À'. On considère tous les couples de deux cercles C, 
G tangents entre eux et tangents au cercle O, le pre-
mier en A, le second en A'. 

1. Trouver le lieu du point de contact des cercles C, 
C ; puis, prenant un point sur ce lieu, reconnaître, 
d'après la position de ce point sur le lieu, le mode de 
contact des cercles C et C' qui correspondent à ce point, 
et le mode de contact de chacun d'eux avec le cercle O. 

2. Trouver le lieu du point de concours des tangentes 
communes extérieures aux cercles C et C7 d'un même 
couple. 

3. A un'point N du lieu précédent correspondent deux 
couples de cercles C et C . Soit M le point de contact des 
cercles de l'un de ces couples, et soit M' le point de con-
tact des cercles de l'autre couple. On considère le tri-
angle NMivr. 

Trouver le lieu du centre du cercle inscrit dans ce 
triangle, le lieu du centre du cercle circonscrit, le lieu 
du point de concours des hauteurs. Vérifier que tout point 
commun à deux de ces trois lieux appartient à l'autre. 

i . Soit R le rayon du cercle O et 9 l'angle des rayons 
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de ee cercle terminés eu A et A'. Calculer les rayons 
d'un couple de cercles C et C , tels que le rapport de la 
somme des aires de ces cercles à l'aire du cercle O soit 
égal à un nombre donné m* Discuter le problème dans 
le cas particulier où 0 est droit et reconnaître, pour 
chaque solution, selon la valeur de m, le mode de con-
tact des cercles C et C , et le mode de contact de chacun 
d'eux avec le cercle O. 

Philosophie. 

Etant donné un triangle ABC et une droite L 11011 si-
tuée dans le plan du triangle, on joint aux points B et 
C, un point quelconque I) de la droite L, de façon à for-
mer un quadrilatère DR AC, dont les cotés ne sont pas 
nécessairement dans un même plan. 

1. Démontrer que le quadrilatère, qui a pour som-
mets les points milieux des cotés du quadrilatère 
DBAC, est un parallélogramme. 

Etudier les variations de la surface de ce parallé-
logramme, quand le point 1) se déplace sur la droite. 

3. Trouver la position que le point D doit occuper sur 
la droite L, pour que le parallélogramme soit un losange 
ou un rectangle. 

4. Examiner si ce parallélogramme peut devenir un 
carré. 

Seconde. 

1. On donne les rayons r et R de deux cercles, Je 
premier inscrit, le second circonscrit à un même triangle 
isoscèle. Trouv er la distance des centres des deux cercles, 
la base et la hauteur du triangle isoscèle. Discussion. 
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2. On donne trois droites A, B, C de l'espace, non 

parallèles à nn même plan*, on demande de construire 
une quatrième droite D, qui coupe les trois premières 
de telle sorte que les segments interceptés sur cette droite 
par les droites A, B, C soient égaux entre eux. Dis-
cussion. 

ÉCOLE NAVALE ( C O N C O U R S DE 1 8 8 5 ) . 

Arithmétique. 

1. Calculer le rayon du cercle dont la surface vaut 
un hectare. On n'emploiera que les deux premières déci-
males du nombre TC, et l'on ne conservera au résultat que 
les cliilires exacts. 

2. Démontrer que trois nombres impairs quelconques 
<7, c ont le même plus grand commun diviseur que 
i ! . ! , , a -f- b a- ~ c b -j- c leurs demi-sommes deux a deux : --> ? ->. j. 'i 

Algèbre. 

On donne un triangle équilatéral ABC dont O est le 
centre de figure. On mène AO, BO, CO, et l'on pro-
longe ces trois lignes d'une même longueur 

OA' = OB' = OC — x. 

On joint les trois points A', B ; ,C' entre eux et aux som-
mets A, B, C du triangle donné. Désignant par R le rayon 
du cercle circonscrit au triangle donné, et par V le vo-
lume du tétraèdre qui aurait pour base le triangle équi-
latéral A'B'C', et pour faces latérales les trois triangles 
isosccdes A B ' C , BC'A.', CA'B', on demande : 
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i° Les valeurs de x pour lesquelles V est équivalent 

aux | du cube construit sur x , V = § x d . Interpréter la 
valeur négative; 

2° Les valeurs de x qui rendent V maximum ou mi-
nimum •, 

3° L'étude des variations de V, quand x varie de — oo 
à -f- R. 

7 ri go il o nié trie * 

Dans un triangle rectiligne obliquai!gle ABC, on 
donne 

A = i34°4'i'48", a = i44m,756. h =98m,642; 

calculer B, C, c. Comme vérification, on calculera C par 
la formule 

. ( 1 , / ( p -- a )( p — ¿1 
s i n û = l / at 

Géométrie. 

\ . Enoncer les théorèmes qui conduisent à la mesure 
du volume engendré par un polygone plan tournant au-
tour d'un axe situé dans son plan. 

2. Comment passe-t-on de la mesure du volume en-
gendré par un secteur polygonal régulier à la mesure 
du volume du secteur sphérique? 

3. Etant données deux circonférences O et O' et uue 
direction fixe MN, par le centre de similitude S'de ces deux 
circonférences, on mène une sécante quelconque S'A'A 
et, par les deux points homologues A et A', les deux 
cordes AB et A'B' parallèles à MA ; on mène AB' et BA' 
qui se coupent en C : 

i° Démontrer que si, par le point C, on mène une 
parallèle DE à M_\, le lieu des points D et E est une 
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circonférence. En déduire que le lieu du point C est le 
diamètre de cette circonférence perpendiculaire à MIN. 

2° Démontrer plus généralement que, si, par le 

point P qui divise A A' dans un rapport donné 011 

mène une parallèle PQRS à MN, le lieu des points P 
et S est une circonférence. En déduire que le lieu des 
points Q et R est une ellipse dont le grand axe est le 
diamètre de cette circonférence perpendiculaire à MIN. 

Géométrie clescriptivc. 

On donne une sphère dont le centre se trouve dans 
le premier dièdre à égale distance du plan horizontal et 
du plan vertical <oO— toO' = Jo11"", et dont le rayon 
K = 25,n,u. 

On demande de construire les projections d'un tronc 
de pyramide triangulaire ABC A'B'C satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

i° Les plans de base ABC, A'IVC' sont tangents à la 
sphère, parallèles à la ligne de terre, et font un angle 
de 4^° avec la partie postérieure du plan horizontal. 

2° Les arêtes latérales A A', BIV, CO prolongées passent 
par le point (o ; elles sont tangentes à la sphère et font 
entre elles des angles égaux. 

On placera l'arête AA' dans le plan de profil O'coO et 
de manière à faire avec le plan horizontal le plus grand 
angle possible. 

On indiquera les intersections de la sphère avec les 
faces du tronc de pyramide. 
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ÉCOLE S P É C I A L E MILITAIRE ( C O N C O U R S DE 1 8 8 5 ) . 

Math éma tiq ues. 

1. On donne un angle droit XOY, un point A dont 
la distance à OY est a et dont la distance à OX est h. 
Mener par ce point une sécante NAM, telle que l'on ait 

ÀTl2 - AN" =-.-= A-2. 

Discuter. 

Quelles valeurs faut-il donner à x pour que la 
fonction 

4 x'* — *>0 .r- -t- i S 
x* — ôx - 4 

ait une valeur inférieure à 3? 

Ca le al trigonomèt rique. 

Calculer les angles d'un triangle dont on donne les 
trois cotés : 

a —- 3645,43' 
b -= 4156, 8. 
c — 0047,56. 

Géométrie descriptive. 

On donne dans le premier dièdre un point A dont la 
cote ou/.' est igmm et dont Téloignement a a est 2 2111, et un 
point G dont la cote yg'est 53""n, doniréloignement yg 
est 48m,\ et dont la distance au plan de profil de A vers 
la droite est Î2mm. La droite AG est une diagonale du 
parallélépipède rectangle dont une face est horizontale. 
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une autre parallèle au plan vertical. Trouver : i° les 
projections du parallélépipède ; 2° celles de la sphère qui 
lui est circonscrite. 

Par les milieux M, X, P des trois arêtes 1)11, BC, E F , 
on fait passer un plan; trouver les intersections de ce 
plan avec le parallélépipède, avec la sphère, et les vraies 
grandeurs de ces sections. 

Pour la mise à l'encre, on supprimera la portion de la 
sphère située au-dessus du plan sécant, et la portion du 
parallélépipède située au-dessous. 

ECOLE F O R E S T I È R E ( C O U R S DE 1 8 8 3 ) . 

Math ém at i que s. 

1. Démontrer le théorème qui donne l'expression de 
la somme des carrés de deux côtés d'un triangle en fonc-
tion du troisième côté et de la médiane correspondante. 
En conclure une expression de la somme 

A M 2 - ! - B M " CIVF, 

où M est un point quelconque pris dans le plan du 
triangle ABC, et faire voir que, dans ce plan, le lieu des 
points pour lesquels cette somme est égale à une con-
stante donnée est un cercle K ; condition de possibilité. 

Si l'on fait tourner le triangle ABC autour d'une pa-
rallèle DE au côté BC, telle que la distance BD soit 
égale à r/, le volume engendré par le triangle est égal à 
sa surface multipliée par la circonférence décrite par le 
centre du cercle K. 

2. Effectuer la division 1 - ; trouver la loi du quo-it— .o* » 
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tient et chercher, par les règles de la division, à quelle 
condition le quotient prolongé indéfiniment représente 
la fraction proposée. 

3. On particulier achète pour ~ooootr d'obligations 
de chemins de fer rapportant i6 t r d'intérêts-, l'année 
suivante, il en achète d'autres au même cours pour igôoo11. 
Au bout de deux ans, il cède toutes ses obligations au 
prix courant, joint à leur prix les intérêts simples qu'il 
en a retirés, plus la somme de i-28oir, et achète avec le 
tout des obligations rapportant io t r de rente au cours 
de 25otr. Il se fait ainsi 6oootr de rente. On demande le 
nombre et le prix des premières obligations. 

Trigonométrie et calcul logarithmique, 

1. Résoudre un triangle connaissant le côté <7, l'angle 
opposé A-et la hauteur correspondante //. Discuter le 
problème; trouver la condition de possibilité, et la vé-
rifier en construisant le triangle géométriquement. 

Etant donnés dans un triangle les côtés 

a = '28907'", 15, b = ti3i25m, 72, c = i7344,n, 29, 

calculer les angles A, B, C, la surface S, le rayon R du 
cercle circonscrit, le rayon r du cercle inscrit, et les 
rayons r , , /*2, r3 des cercles exinscrits. 

E \ S E I < ; \ E M \ T SECONDAIRE DES JEtiXES F I L L E S . 

Certificat, d 'aptitude. 

Lue sphère, de rayon R, et un cône droit, dont le 
rayon de base égale T{ et la hauteur 2R, sont posés sur 
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un plan P, le cône reposant sur sa base. On coupe les 
deux solides par un plan Q parallèle au plan P et situé à 
une distance x du plan P : i° déterminer x de façon 
que les sections faites par le plan Q dans les deux so-
lides aient la même surface5 20 déterminera de façon 
que le volume du tronc de cône compris entre les plans 
P et Q soit égal à n fois le volume du segment sphé-
rique compris entre ces mêmes plans. Pour quelles va-
leurs de 11 le problème est-il possible? 

A «régalion. O o 

i° Mesure du parallélépipède . 
20 D'uu point P pris sur le prolongement du dia-

mètre ÀB d'une demi-circonférence de rayon fi, on lui 
mène une tangentePCet l'on fait tourner la figure autour 
de la droite ABP. La droite PC engendre l'aire latérale 
d'un cône et l'arc BC engendre une zone. On demande 
à quelle distance de O il faut prendre le point P pour 
que le rapport de l'aire latérale du cône à l'aire delà 
zone soit égal à un nombre donné m. Le problème est-il 
toujours possible, quelle que soit la valeur attribuée 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1 8 8 5 . 

Mathématiques spéciales. 

Étant donné un hyperboloïde à une nappe, on consi-
dère toutes les cordes de cette surface qui sont vues de 
centre sous un angle droit, et l'on demande : 

i° L'équation du cône lieu géométrique des cordes D 
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(jui passent par un point donné S, ainsi que les positions 
du point S pour lesquelles ce cône est de révolution ; 

2° La courbe à laquelle sont tangentes toutes les 
cordes I) situées dans un plan donné P, ainsi que les 
positions du planP pour lesquelles cette courbe est une 
parabole ou une circonférence de cercle. 

Ma thématiques élémen t air es. 

On donne trois points O, A, B non en ligne droite. 
On porte sur les droites AO, BO, à partir des points A 
et B, et du même côté de AB, les longueurs AC, BD 
égales à //. On porte aussi sur les mêmes droites, mais 
de part et d'autre, de AB, des longueurs AC', BD' égales 
à h'. 

i° Démontrer que la perpendiculaire à CD en son mi-
lieu passe par un point iixe <o, quand h varie; démon-
trer de même que la perpendiculaire à C D ' en son 
milieu passe par un point iixe o/, quand h' varie. 

2° Construire la droite CD, connaissant sa longueur; 
même question pour la droite C D ' . 

3° Démontrer qu'à une droite CD correspond une 
droite C D ' e t une seule, parallèle à CD; déterminer le 
système de ces deux droites parallèles de façon qu'elles 
soient égales entre elles. 

4° On donne OA = = et l'on demande de 
calculer la valeur qu'il faut donner à l'angle AOB, pour 
que la distance des points to et a/, tels qu'ils ont été dé-
finis ci-dessus, soit égale à une longueur donnée /. 
Discuter le problème. 

Philosophie. 

On donne un cercle O et un point G intérieur à ce 
cercle : i° démontrer qu'il existe une infinité de tri-
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angles ABC inscrits dans ce cercle et tels que les mé-
dianes de cliacun d'eux se coupent en G ; 2° trouver le 
lieu géométrique des milieux des côtés des triangles ABC ; 
3° examiner si, pour toutes les positions de G, on peut 
prendre un point quelconque de la circonférence O 
comme sommet d'un des triangles ABC; quand il en est 
autrement, déterminer l'arc du cercle O sur lequel sont 
situés les sommets des triangles ABC ; 4° démontrer que 
la somme des carrés des côtés des triangles ABC a une 
valeur constante. 

Troisième. 

1. On donne sur une circonférence deux points fixes 
A et B, que l'on joint à un point quelconque M de la 
circonférence, et du centre ou mène sur MB la perpen-
diculaire OK, qui, par sa rencontre avec MA, forme le 
triangle MKP. On propose de déterminer les lieux géo-
métriques que décrivent : le point de rencontre des 
médianes; le point de rencontre des bissectrices-, 
3° le point de rencontre des hauteurs; 4° le centre du 
cercle circonscrit au triangle MKP, lorsque M se dé-
place sur la circonférence O. 

2. On trace deux cercles ayant pour rayon om, 2 et 
dont les centres O et Of sont distants de o m , 2 ; on de-
mande de calculer la surface de la partie OAO'B com-
mune à ces deux cercles. 

ÉCOLE DES MINEURS DE SAINT ÉTIENNE ( C O N C O U R S DE 1 8 8 5 ) , 

Ma t h énia tiques. 

A D M I S S I B I L I T É . — Construire la courbe représentée 
par l'équation 

( y — x -h i ) ( y — x -r- i ) (' x —y -f- i ) = i. 
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Un exposera clairement la méthode employée pour 

construire un point de la courbe et la tangente en ce 
point. 

A D M I S S I O N . — On donne une parabole y2 = ipx. 
Trouver le lieu des points tels que le cercle passant par 
les points de contact des tangentes issues de ce point et 
par le sommet de la parabole ait un rayon constant R. 

Cale u l tri go n o métriq u e. 

Dans le quadrilatère DACB, on donne 
AG = ,3X8, RG — 219,912, BD — 1061,83976, 

B A G = 2 7 ° 4 7 ' 4 I " I 7 7 , U B A = 6 7 ° 2 2 ' 4 8 " , 4 8 , D A B = 90°; 

calculer les autres éléments et la surface. 

SESSION S U P P L É M E N T A I R E . 

On a un triangle rectangle ABC, et l'on considère les 
hyperboles équilatères circonscrites. Du sommet de 
l'angle droit, on mène des normales à ces coniques : 
trouver le lieu des pieds de ces normales. 

CONCOURS POUR LES BOURSES RE LICENCE ( P A R I S , 1 8 8 5 ) . 

1. Discuter la courbe représentée par l'équation 
( .r1 — 5x~2 —- 4 )y~ — 4 x y ~~ oc1 — o. 

2. Reconnaître la nature des différentes surfaces re-
présentées par l'équation du second degré 

X2 -F- J'2 —H JlZ2~r~ 1(1 ZX —H" 2 brz -F- 2 W = O, 

quand les coefficients h, a^b^c prennent toutes les va-
leurs possibles; déterminer les sections circulaires de 
ces surfaces. 



( ) 

S U R L ' A L G O R I T H M E I / ] < « > ; 

PAR M. MAURICE N ' O C A G N E . 

1. Nous représentons par le résultat 
que l'on obtient en remplaçant par l'unité les coefficients 
numériques dans le développement de 

Cet algorithme, que nous avons étudié dans une Note(4) 
et utilisé dans notre Théorie élémentaire des séries ré-
currentes ( 2 ) , a fait l'objet de recherches intéressantes, 
les unes antérieures, les autres postérieures, de la part 
de MM. Trudi, Fergola, Torelli, Cesaro, etc. Ce dernier 
a fait voir ( 3 ) que cet algorithme est isobarique com-
posé. 

2. Mettons à part tous les termes qui contiennent a 
à une puissance quelconque et, dans ces termes, met-
tons a en facteur commun. Nous voyons alors bien aisé-
ment que l'on a 

(i) \abc . . . = | bc . . . /'JT»>-F- a\abc . . . /]'» 1'. 

Cette formule se trouve dans notre première Note. 
Inutile de dire que, l'algorithme considéré étant symé-
trique par rapport à toutes les quantités qu'il renferme, 
on peut prendre pour a l'une quelconque de ces quan-
tités. 

Appliquant successivement la même transformation. 

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, 3* s é r i e , t . I I , p . 23o. 
(2) Jbid., 3e s é r i e , t . I I I , p . G5. 
(3) Jbid., 3 e s é r i e , t . I V , p . C 7 . 
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( 258 ) 
à [abc . . . /]<«-•), à \abc , . . l\{n -Y. . . , on déduit de la 
formule précédente la suivante 

^ \abc...l]Jl) = [bc...l]'^-h a\bc...l\^ 

qui se trouve également dans ma première Note. 
Appliquant la transformation contenue dans cette for-

mule même à [bc. . . iy,l), à [Z>c . . . . . . , on met 
cette expression sous la forme. 

I abc .. . /J<»> = I c . . . /]<">+- b[c... ¿>2 [ c > _ ¿]..«-2)_i_. . ¿>«, 
< 7 . f c . . . / ' l ^ - ^ - r - a ^ f c . . . . . - + - a b n ~ i , 

-- [c . . . -H. .. + a2 6"-®, 

-H a " ; 

ou 

\ [abc... I = \c...l ](«) -H [ab]M\c... I 
• ) ' -h[ab\^[c . . . . . -h[ab\!^. 

En continuant à opérer par le même procédé, on ar-
rive à la formule générale que voici : 

la s o m m e S s 'étendant à toutes les combinaisons possi-

bles des indices A, w, . . . , p, 0, telles que 

X JJL -4- . . . p -+- 0 — II. 

Cette formule importante comprend toutes les précé-
dentes. 

3. Si p des quantités comprises entre les crochets 
sont égales à une même quantité a, nous écrirons l'al-
gorithme de la façon suivante 

quelquefois aussi, pour abréger l'écriture, nous écri-



( ) 
rons K au lieu tic ah . . . /. Ainsi l'algorithme précédent 
prendra la forme 

[ i[i>] K 

En vertu de la formule (4) , prise dans le cas où le 
nombre des crochets soumis au signe 2 n'est que de deux, 
on a 

f a W K ] < « ' = f K ] < » > - H ^ f K > - h . . . 

[ a</>> ](') [ K ](« - -+- . . . -+- [ ](/i). 

Mais chaque terme de étant égal à a on voit 
que 

| a'/" ]'''1 — a' [ i 

Donc 

\ [ a ^ K ] ( ' , ! = [K -f- a| i W ]<i> [ -+-.. . 
(:>) ( f r [ K H - . . .-h a»[!</'>]<«>. 

4. JNous allons calculer [ i ^ ] ^ . Pour cela, posons 
successivement 

i — n 1 

i = 0 n • 
/' = n 1 2 

/ = 0 f « 
i-n 2 3 

/ = 0 / /> 

Cette suite d'égalités déiinit ce que nous entendons 
v 

par la notation ^011t 1 1 0 l l s allons faire usage. 



( 2ÔO 
On a 

i 
i « n - a 2 - ! - . . . - f - a » - 1 -r-

n 

1 
2(«) = H- a -f- a2 -h... -f- an'1, 

n — 1 

1 
1 
1 

0 

Faisant la sommo, on en déduit 

2 

V ( a ) — (rc-H i ) - f - na -H ( n — r ) a 2 - t - . . . - H 2 a B _ 1 -f- ¿i» ; 

ri 

par suite, 

( a ) — zi -f - ( /?. — i ) a -}- ( n — 7. ) a'1 - h . . a"~1, 

n— 1 

2 

y ( a ) — -f- a , 

1 
2 

0 

Faisant encore la somme, on a 

¿1 
v ^ . N ( n - v - n { n - 4 - '>. ) n ( n - M ) a . ò > («,) — : i i 1 a -f-, . .H a""1 -4-«". 
^ L.'J« I.-2 I.-2 

La loi de formation des coefficients du développement 



( 26. ) 

de ^ apparaît très nettement. On voit que ce sont des 
n 

nombres triangulaires. On a 

I p 

i Z à ~ i . ' i . . . ( p - i ) 

(6) < n(n-\-i)...(n-sr-p — 2) -+" ; <2 ~h . . . 1 . 2 . . . (^p Ij 
2 . 3 . . . » L an~ 1 an % 1.2. ..(/? —l) 

D'ailleurs, la formule ( 2 ) donne successivement 

1 

( a ) ~ 1 -+- a -f- a 2 -f- = 

n 

2 

n 

et ainsi de suite p.squ' à 
p 

n 

La même formule permet encore de développer cette 
expression comme il suit : 

p 
( 7 ) a ) = [ 1 {p) ] u ) a [ 1 [p) ] U " 1 J •+• • • • -+- « " - 1 [ 1{p) ](1) + 

n 

La comparaison des formules (6*) et (7 ) , qui sont 
vraies, quel que soit a , montre que 

(8) [ i ^ l ( y t ? = ( » + ' X » - ' - + / > - ' . ) . 
' L J I . 2 . . . (p ! ) 

Cette formule est très remarquable. En effet, si l'on 
se reporte à la définition que nous avons donnée de 
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[aZ>c . . . 011 (luc est égal au nombre 
des termes du développement de la puissance nlème 

d'un polynôme à p ternies. 
Le calcul que nous venons de faire fournit donc une 

détermination de ce nombre, indépendante delà théorie 
des combinaisons. 

Représentant par le nombre des combinaisons 
de m objets pris p à py on pourra écrire la formule pré-
cédente 

(8') |i</»]i«<= 

5. La formule ( 2) donne 

| ,tK] ( / î ) = | K\{n> -h x[ K p - l ) - 4 - . . . -+- xtn [ K Yn-,n) -H.. . -h xn . 

Dérivons m fois les deux membres de cette égalité 
par rapport à x\ cela nous doïine 

dm | x K ] 
dxfn 

= 1 .2 . . . m [K] l r t-/ H ) -f- 2 . 3 . . . {m -H i ) a ? [ K ] ( / t - , n - I J -+ - . . . 

- ( // — ni h- 1 ) ( n — m -r- 2 ). . . nxn~m 

. 2 . 3 . . . ( 7)1 -+- 1 ) 

1 2 . . . m 

(¿-h 2) . . . ( i H- m ) 

) . r w , 2 • > • • • ( 7)1 -+- 0 r i r -,, = 1 . 2 . . . / ? ? K ]{n~m) H 7 x\K \(n-m-ly 
' i 2 . . . m 

xl\ K ]<"-'»-''-h... 

( n — m -h 1 ( n — m -h 1 ). . . n 1 i ^ 
1.2 . . . m ) 

Or, d'après la formule (8) , 

l.Lt -Vj. = f pWfli I ( / ' ; 
1.1 ... m J 

La formule précédente devient donc 

— - 1 . .> . . . /» J[ K]'-» i • 1 p [ K \ » J . .. 

-4- x< [y ^r-i j;•/)[ -Kj^i-'W-'J-H. . . 
_4_ T a-ni H- ml ( 
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ou, eu verlu de la formule ( 5 ) , 

( 9 ) d m = i . 2 . . . m [x{m+ l< K p ' - ' " 1 . 

Par application de cette formule, on a 

Dérivons m fois les deux membres de cette identité 
par rapport à x\ il vient 

,lm+p-1 [ x K 1 ) _ d»1 f xW Kp> 
<,jxm+p ï — I . 2 — I j • 

Mais, toujours d'après ( 9 ) , 011 a 

rfm-hp-l \xKyp+ n~ i )  

L .2 . . . ( m - h p — O O ^ - w ^ K p ' - ' ^ . 

Comparant les deux dernières égalités, 011 en déduit la 
formule 

( , o ) = p ( p -t- 1 ) . . . ( / > -4- / n - 1) K . ] ' « - « > , 

qui généralise ( 9 ) . 

0. D'après la formule (2 ), on a 
i = n — 1 

=[1 aô 
Mais 

i — n — 1 
a — b a*—b* an~ bn 

> [ a 6 p > = 7 H t~ H - . . . - f - - — 
L J a — ¿> ti — 6 a 6 

a — b 



( "-64 ) 
OU 

i = n - 1 
( a — i ) ( b — i ) y f ab 1

(

< ' — ab 7- 7 h 1 
Ad 1 1 a — b a — b 

= a b [ab p-» •> — [ ab ] (»•> -f-1. 

Rapprochant cette formule de la précédente, on voit 
que 

(a — \ )(b — i)[ia2>'|<»-1J— ab[ab = 1. 

Remplaçons dans cette formule 11 successivement 
par 11 — 1, 11 — 2, . . . , cela nous donne 

(a — i)(b — i)| 1 a / , ] i / i - 2>— ab\abY*-V-+-[ab\^-v=: r , 

(a — i){b — i)\iab — ab\abYf^-^\aby^= 1, 

{a — i)(b — i)| 1 ab p ' — ab[ab\^ = 1 ; 

écrivons aussi 
= 1, 

et faisons la somme des 11 -+-1 dernières égalités5 il 
vient, en tenant compte de ( 2), 

(a — i)(b — i)|\^ab p- i'— ab\1 [t «£](") = n-h. 1. 

i)e même, 

1 
(a — i)(6 — j )| r ^ — 1 ab]^ +[1 «¿>](1) = 2, 

[la&'pJ =1 . 

Faisant encore la somme nous avons 

Continuant à appliquer le même procédé, on arrive, 
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de proche en proche, à la formule 

j (a — i)(b— 

Si dans cette formule on fait a = b = o, ou a 

[ r (p) ] ( « - l ) + [ i ( y j - l ) ] («) = [ j (p) ](«)j 

ou, d'après (8') , 

m -1 - PP-2 cp-I 

qui est, on le reconnaîtra sans peine, l'expression d'un 
théorème connu. 

Pour a = b — i , la formule (i i) donne 

ou, en faisant passer le premier terme du premier 
membre dans le second, 

fyl+p == C^+p-i -+- iïfi+p-i, 

qui est encore l'expression du même théorème. 

7. b1 . . . , / étant les racines de l'équation 

f(z) = zphizP~l •+- \ 2 z P - ï - h . . - f - A ; j = o, 

et S « " représentant la somme a"-+- b11 -f-. . . -+- /", on 
sait que 

f'(z)_p , ( Sa2 

7 ( ^ 7 " """" • ¿^n 

Mais la formule (5 ) de ma première Note donne 

f ( z ) - ZP + ZP+1 

L - J h . . . -h 1 ! h 
zp-t-2 2/'+'« 
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Donc 

/ — X, 

i 0 i — 0 

L'identification des deux membres de celte formule 
fait voir que 

\ P\ab ' • ' /J(/;)h- (P ~ 0-M^ ... 

( , 2 ) j -+-(/; — 'ï)\2\ab .. . / v -f-. . . 

8. Dans celte formule faisons a = b = . . . = I =z i. 
Cela nous donne 

p ^ /> [ i ] — p (p ~ i ) [ i î/'î |(«--1! 

~h(— i)/'-1 p-p+i' 
ou , — [ l(p) ](//) (p — l)[ JC/2— 

[P ~ ~~ ̂ ^ [l(/j) -f~ » - >~r-(— 

ou encore, en vertu de la formule (8 r) , et en repré-
sentant toujours par C^ le nombre des combinaisons 
de m objets n à /z, c'est-à-dire le quotient du produit 
de n nombres consécutifs dont le plus grand est m, par 
le produit des n premiers nombres entiers, C'̂  étant 
pris égal à i pour n = o et à o pour n m, 

, <1 o pi r p-< 
• — 1 » ^p-l l+p-2 

+ c g î « ^ o ^ c j i î c r 1 . 

Remplaçant dans cette formule — i par/?, on peut 
l'écrire 

i = P 
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9. JNOUS allons tirer de la formule ( 1 2 ) d'autres cu-

rieuses conséquences. Si les quantités a* Z>, . . . ,/sont 
respectivement égales aux p racines p,emes de l'unité 

. . . , c'est-à-dire sont racines de l'équation 

zP— I = o, 
la formule (12) donne 

i. - p 
(14) 2 . • • 

1 =0 
i = p 

Or on sait que ^ e s t égale à p ou à o, suivant 
i - 0 

que n est, ou non, divisible par p. 
Donc [co1 co2... est égal à 1 ou à o suivant que n 

est, ou non, divisible par/;. 
Avant d'aller plus loin, nous conviendrons d'adopter 

certaines notations. Ainsi nous poserons 

| WiOJ-2 . . . Wp]^) = 

Si dans cet algorithme nous supprimons l'élément co,, 
nous obtenons un résultat que nous représenterons 
par Si nous supprimons les éléments to, et (oy, nous 
écrirons et ainsi de suite. 

La formule (1) donne 

est d'ailleurs l'une quelconque des racines //cmes de 
l'uniLé. En nous reportant à la remarque faite plus haut, 
nous voyons que 

Pour n = vp < > ^ = 1 

Pour n — vp 1 == — o), 

Pour n — vp — 2 \ 

Pour n = vp -4- 3 ( = ^ 

\ 
Pour n — vp p — 1 ' 
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De même la formule ( i ) donne 

QV2 = iï1"'1 — 0J2il\n-i }. 

De cette formule on déduit, en se reportant à ce 
qui précède, que 

P o u r n — vp . 

Pour n — vp - • i Qf/y =—(to1-f-ü)2) 
Pour n — vp -f- 2 . 

Pour n -- vp -h 3 
Pour n — e/? -f- 4 

i »<»)= COj ü>2 

Pour n = vp -*r p — 

* De même encore, la formule 

ü^a = — waü^-1', 

dédui t e d e ( i ), m on tre q ue 
Pour /? = vp 

Pour n - - vp -f- í  
Pour a — vp -i- 2 
Pour /¿ : c/? 3 
Pour /?, — ç p -f- 4 ; 
Pour n, - -f- 5 I 

i 

"•'Va 
— ((«)! -i- 0J2 -H 
OJj OJo -T- COi (0;J -h (02 (0:} 

Wj (02 (ü;> 

Pour II - - ^ - f -p 

Ces résultats se généralisent avec la plus grande faci-
lité. On a 

Pour a — çp ... 1 

Pour n vp-
Pour ... i = W] ( a>! a>3 -H. 
Pour : vp- - 3 . . . Ü ' / Y ¿ = — ( W | W 2 CO3 - 4 - A>! 0 ) 2 O>4 - 4 - . . . 

Pour n = vp-h i .../=(— iy'wj w 2 . . . w/ 
Pour /¿ = vp -h ¿ -4- i \ 
Pour n = vp -i- i h- 2 r 

T " Pour ri — vp p 
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( ) 
Faisant la somme de toutes ces égalités, nous avons, 

«m vertu de la formule (2 ) et en faisant usage des nota-
tions proposées au n° 4, 

1 

^(ab.. ./) = K - (/> - » ) A,|i 

~~t~~ (p — 2) A21 iK•]<«—ai — [iK]<»-*+i). 

Opérant sur cette nouvelle formule comme nous ve-
nons de le faire sur la formule (12), puis encore de la 
même manière sur le résultat obtenu, et ainsi de suite, 
suivant la méthode employée dans tout le cours de ce 
travail, on finit par obtenir la formule générale 

' <7 
^(ab.../) 

i = p [ 1 K p ' -h (p — 1 ) A, [ > W K p ' - " 

Ainsi Ton a 

^(ab) = <?.\{'<rab\») — (a ¿>)|V'/> ab\^\ 
n 

</ 

n 
Cette dernière formule a déjà été trouvée au 11" 4. 

11. Dans la formule ( i5 ) , faisons 

n = b =...= / = i. 
Cela nous donne 

V(,</> ) p\ ,</>-w/!|(/,i _ p( p .... ,)| ](;>+?) ji/i-l1 

_ / l ^ - ' y - - ^ } I, f„+„) p - r + . . . 

_ (__, ,/> 1 p \ I 1/>-+-'/1 p-/>-M! 



( a 7 ' ) 
ou, d'après la formule (8 ' ) , 

1 
^ ( i ) = Ci C g î J ï - 1 - » ^ C&?;>_2 

•+- 3C» - . . . + ( - i)/>-'/>C£CK? 1 

ou encore 
<7 i=p 

06) 2 ( l < / , , ) 

w / = 1 

12. Remplaçons enfin, dans la formule (i 5) , a , . 
I par les p racines pum<s de l'unité. Nous aurons 

^^(tOjtO?. . = />[l(<7) Wj (02. 

ou, d'après la formule ( 5 ) et en nous conformant aux 
notations du n° 9 , . 

n 
. .Wjt,) 

n 

|V<7j j(/l-2) ()(2; ^ [,(7) jl)i)(/i_l) OU) j. 

Or nous avons vu que est égal à 1 ou à o suivant 
que k est, ou non, divisible par/?. Donc, si, divisant n 
par p, on trouve 

n = vp - + - p, 

on voit que la formule précédente devient 

\ ^ O i . .<ûp) 
f '7) 1 « , 

i r=p J[, (7) ](")-!- [iW ](«-/>> 
l _{_ 1̂ (7) ](w-2p) _4_ # (q) |(n-vp) j 

ou, en employant la notation connue E ( — ) pour repré-
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senter la partie entière du quotient de n par /?, 

D'après la formule (8') , la formule (17) peut s'écrire 

THÉORÈMES SUR L E S R A Y 0 \ S DE COURBURE D'UNE CLASSE 

DE COURBES GÉOMÉTRIQUES; 

Les ellipses et paraboles d'ordre quelconque, courbes 
représentées en coordonnées cartésiennes par les équa-
tions A j , w + B ) ' w = C, jm=Axn jouissent de rela-
tions simples entre leurs rayons de courbure et certains 
éléments de leur figure. 

Commençons par les ellipses, dont nous supposerons 
d'abord le degré entier. 

Les normales en deux points voisins ") et 
3V(.r', j ') se coupent en 11. Les tangentes correspondantes 
se coupent en P et rencontrent en A, A' l'axe des ab-

En particulier, pour n ^ p , 

v 

n 

PAR M. R. G O D E F R O Y , 

Elève de l'École Polytechnique. 



( ) 
seisses, en B, B' celui des ordonnées. A la limite IN' 
viendra coïncider avec N. 

Nous appellerons O, A, B,les angles du triangle formé 
par les axes et la tangente AB. 

Les triangles NRN', AP/V ont leurs bases propor-

Fig. ]. 

lionnelles aux diamètres de leurs cercles circonscrits. 
Ces diamètres sont à la limitele rayon de courbure 11 

en IN et le segment a de la perpendiculaire à l'axe OA 
au pied de la tangente, compris entre cet axe et la nor-
male en N. r 

Quant aux bases, elles ont pour expression 

SILI O G X/n~-[ — x'm~l 

' r ~~ J ' sili B ' À x ' n - l m- \ ' 

Le principe que nous venons d'invoquer donne alors 

R ^ "Z ] sin 15 A . s i n O xm 1 .r'm ~ 1 

a ~~ G x'n • ! .r"1 --1 ~~ G sin }>(./•'"---!- x'»- :i x' - h . . . -bx'm~ 2 ) 
\ x'n~1 X ,n ' 1 

A s i n O . r 2 ' " - 2 A sinO — —. gc m 
( m — i ) G sin J 3 x G ( m — i ) sin B 

O U 

Il , 
— ( m 
a — 0 

sin B 
sinO ~ 

A 
X>" 

R 
b { m - ' ) 

sin A 
sin 0 

13 
c r " 

Ann. de Maihêmat3e série, t. V. (Juin i 880. ) i 8 
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en appelant b le segment analogue de relatif à l'autre 
a x e . 

En ajoutant ces deux égalités, 011 obtient celle-ci 

( m — i)R /s inB sin A \ _ 

sin O / 

qu'on peut écrire 

sin O , . / sin B sin A \ 

Cette dernière relation est, sous forme générale, 
F expression même du théorème que nous avions en 
vue. 

Nous avons tenu à donner à cette relation sa forme 
la plus générale; mais la véritable utilité du théorème 
dépend du cas où les axes de coordonnées sont reetan-

, . sinB sin A i i • i eulaires : ? -7— sont alors les inverses des sec-
b a b & 

meuls (j de la normale en N compris entre chaque 
axe et sa perpendiculaire au pied de la tangente. 

La relation prend alors la forme définitive 

1 /1 1 \ - = (m — 1 ) ( — H ) 7 
K \P 9/ 

qui exprime le rayon de courbure en fonction de deux 
segments analogues de la normale qui le contient. La 
formule est directement applicable aux sections coni-
ques. Le coetlicient (m — 1) est ici égal à l'unité. Dans 
le cas de l'hyperbole, il faut faire précéder du signe — 
le segment de la normale correspondant à l'axe non 
transverse. 

O11 ramène aisément cette expression du rayon dans 
le cas d'une conique à centre à la formule connue 
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( D U P I N , Développements de Géométrie), où d est le 
demi-diamètre parallèle à la tangente, et h la distance 
de ces deux droites. 

Considérons en effet une ellipse : a étant l'angle de 
la tangente avec le grand axe, on a 

donc 

d'où 

Pour la parabole, le résultat est particulièrement 
simple. Cette courbe étant considérée comme limite 
d'une ellipse dont le grand axe croît indéfiniment, l'un 
des segments de normale devient infini; par suite, le 
rayon de courbure est égal au segmejit de normale 

Fig. '2. • 

/ 
r ^ / N 

/ A 

compris entre Vaxe et sa perpendiculaire au pied de 
la tangente. Cette construction du rayon de courbure 
conduit à la solution connue ou s'en déduit sans peine 
par la simple égalité de deux triangles sans qu'il soit né-
cessaire d'y insister. 

Nous avons supposé le degré entier : supposons aeluel-

i _ c o s 2 a i _ c o s 2 p # 

p ~~ 1 \ Â ~ ' 7/ ~ ~ N B " ; 

i _ A B cos 2 a _ h 
B ~~ iNA.NB = (F1 ' 
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lement que m soit de la forme ™ n " ? cas qui présente 

des applications à des courbes connues. La même marche 
que précédemment donne ¡ci 

s i n O i / s i n B s i n A \ i n O _ i / sin J> s i n A \ 
i r = 7i\~â~ ~ t ~ / ' 

et 
n i i 
rr = - + - , 

R P q 

pour le cas utile des axes rectangulaires. 
La parabole rentre dans cette catégorie* si l'on prend 

effectivement pour axes deux tangentes à la courbe sur 
lesquelles celle-ci intercepte des longueurs m, n, la pa-
rabole a pour équation 

( W ) ' ( / / I ) 

Prenons deux tangentes orthogonales : p et q étant 
toujours les mêmes segments de normale considérés 
jusqu'ici, le ravou de courbure est donné par 

2 __ 1 1 
R "" P ^ q ' 

On voit par là que : une parabole roulant dans un angle 
droit en entraînant une de ses normales, la moyenne 
harmonique des segments considér és est constante. 

Les développées de sections coniques ayant pour tan-
gente la normale à la courbe dont elles sont la déve-
loppée, on a de suite les segments p et q reliés au rayon 
de courbure par la relation 

i = i ± i , 
H P q 

suivant qu'il s'agii do la développée d'ellipse ou de eelle 
d'hyperbole. 
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La lormule étendue à la développée de parabole donne 
ce théorème très simple : 

Le ray on de courbure de la développée de parabole 
est triple de la portion de normale comprise entre 
Vaxe de la courbe et sa perpendiculaire au point ou la 
normale de la parabole rencontre Vaxe. 

On voit sur la iigure ei-dessous la série d'égalités 

QR = AM — TN = PS, 
d'où 

P Q = RS. 

Le rayon de courbure est donc aussi égal à 3RS. 
Ceci nous ramène, pour la parabole, à ce théorème de 

Maclaurin : Le rayon de courbure en un point de la dé-
veloppée d'une conique est triple du segment de la nor-

Fig. 3. 

Q 

maie à la développée compris entre la courbe et le dia-
mètre de la conique correspondant au point considéré 
de la développée. 

L'enveloppe d'une droite de longueur constante a, 
mobile dans un angle droit, est l'hypoeycloïde à quatre 
rebroussements 

2 1 ? 

Pour une position AB de la droite, le centre install-
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taiié de rotalion est en 1} M, pied de la perpendiculaire 

Fig. 4. 

abaissée de ce point sur AB, est le point où AB touche 
son enveloppe. 

La normale MI coupant les axes en P et Q, l'appli-
cation du théorème donne 

1 _ JL _L 
R P I ^ Q I " 

Mais le faisceau des droites OP,OQ, 0 1 et de la paral-
lèle menée par O à AB est harmonique (AB parallèle à 
un rayon est coupée en segments égaux par les trois 
autres)-, on a donc 

1 1 _ 1 
PÏ + QI Ï M I ~ M l ' 

par suite 
R = 3 M I . 

On arrive ainsi à ce résultat remarquable du à M. La-
marle que, pour une position de la droite, le rayon de 
courbure de son enveloppe est triple de la perpendicu-
laire abaissée du centre instantané de rotation sur la 
droite, ou encore triple de la distance de l'origine à la 
droi te. 

Il est d'ailleurs dirigé dans le sens MI. 
Ce résultat s'aperçoit également sans difficultés en 

construisant le rayon de courbure de la courbe consi-
dérée soit comme épieycloïde, soit comme enveloppe 
d'une courbe entraînée dans un mouvement épicycloï-
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dal, au moyeu de l'une ou de l'autre des deux règles 
données par Euler. 

Les paraboles ym = Axn comprennent les paraboles 
proprement dites quand m et n sont de même signe et 
les hyperboles quand ils sont de signes contraires. 

Ces courbes jouissent de cette propriété, utilisée pour 
la quadrature de leurs segments, que deux tangentes 
quelconques interceptent, sur l'un ou l'autre des axes 
de coordonnées, une longueur en rapport constant avec 
la différence des coordonnées correspondantes de leurs 
points de contact. Par le fait, le rayon de courbure 
s'exprime séparément en fonction de chacun des seg-
ments que nous avons considérés jusqu'ici. 

Les mêmes notations que précédemment étant con-
servées pour le cas actuel, 011 a les formules 

sin O n — m sin B m — n sin A 
K n a ni b 

et, dans le cas des axes orthogonaux, 

Nous retrouvons, en particulier, au moyen de ces 
formules, les résultats obtenus antérieurement pour la 
parabole et sa développée. 

UNE APPLICATION ÉLÉMENTAIRE DU THÉORÈME D ' A B E L ; 

PAR M . FRITZ H O F M A N N . 

P R O B L È M E . — Construire la formule pour ç. os (A -F- B ) 

par la méthode d'AbeU 



(0 (a? -4- a) \/x — b\Ji — x — o 

O U 

U) ( x •+• a f x — b'l{ \ — x) — o = /(x). 

Les trois racines .r3 de l'équation ( 2 ) dépen-
dent des valeurs des constantes a et b (tandis que réci-
proquement ces constantes r/, b sont déterminées par 
les valeurs de deux de ces racines). 

Supposons des valeurs quelconques attribuées à ces 
constantes«, Z>, alors l'équation (2) nous fournirait aussi 
trois expressions analytiques pour les racines x:i. 
Nous ne formerons pas ces expressions ; leur existence 
nous assure, premièrement, que, pour des variations in-
finiment petites de a et b, les racines x{, -r2, x:i varient 
aussi infiniment peu, et deuxièmement qu'il est possible 
de tenir séparées l'une de l'autre ces trois racines de 
l'équation (2) pendant un mouvement continu des va-
leurs de a et b. 

L'équation (1) permet les transformations 

( 3 ) ( x -4- a ) x — b sj x — x2, 

( 4 ) ( x -h a ) s/x — x2 = b ( 1 — ./•) 

que nous allons employer tout de suite. 
D'après ce que nous avons établi, il est permis de dif-

férentier par rapport à Z>, x l'équation ( 2 ) 

/( x ) rrr (.r II)2 X b2 ( 1 X) — O = (x — X[ ) (x — X2)(x #3), 

où x est employé pour marquer une des trois racines 
«r,, ,r2l .r;$. iNous trouvons 

f ' ( v ) dx •>. [ ( x -4- a ) x da — b ( i — x)db\ — o. 

Kn substituant les expressions ( o) et (4 ) , on a 

/'{ x ) dx — *2 [ y x -f- a ) /.r — x'1 db — b \/x — x2 da\ 
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O U 

dx __ (x -h a) db — bda 
( 5 ) y j x - x2 

Eu substituant les trois racines Xx2j x3 et en ajou-
tant, 011 en tire 

( ç x i d x + r d x h r* -v ~ 
(6) < ^ x — ^ x — x 2 — X'1 

C ^ (x -{- a) db — b da 

= V 2 7 - t ï ) ' 

où le s i g n e ^ se rapporte aux trois diiîérentes racines 

.r, , .r3, et où les limites de l'intégrale à droite se 
déterminent par la position initiale et iinale des valeurs 
a et b. 

r , . (x -f- a db — b da , , • • i L expression f~'~(x) s e v a n o u l t identique-

ment. Pour voir cela, rappelons la formule connue 
ro(x) _ cp(.-r) 
/(X) ~ ( x — X ! ) ( x — ./',) ( x — .r 3 ) 

_ 
• — (x — xx)fXx{) {x — x2)f\x2) ' (x~xi)/'(x^)' 

qui nous donne 

(x ~T~ a) db — b c'a (xt -}- a) db — b da 

(x2 -f- a) db — b da (x3-+- a ) db— b <la 
+ ~(x - x7jfr(x^j~ " (•r '- X:i)J"(x:i) '' ' 

En multipliant, on en tire 

(x-h a) db — bda — ^1 [x — x2)(x—x3) 

(>.•>-+- a) db — b da , 
Kl) ' — j-r;— (x — x^ix—x;) 

J \J v 
('.r3-f-a)db—bda 

_i (x — x^ix — x,): 
J w) 

e qui est une identité. 
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A droite de (7) , le coefficient de x2 est justement la 

'^(x^-a)db— bda .i r A , • » n , , somme > ¿7—- ? et il iaut bien qu elle s eva-
Aà f (x) 1 

nouisse, puisqu'il n'y a pas de deuxième puissance de x 
à gauche. 

Donc l'équation (6 ) nous donne d'abord 

rXl dx rXi dx rXs dx _ 
( 8 ) / — - 4- / -+- / = G . 

J 0 V j? — a?2 «/0 v ^ — do v x — x 

11 s'agit maintenant d'établir la dépendance des trois 
racines x{, x 2 , x3 entre elles. Etant données x\ et x2 , 
011 les substituera dans (1) pour obtenir les valeurs de 
a et b en fonction de xK et .r2, 

( b>J I Xt — O, 
( 9 ) _ , 

( ( x2-i- a) y x2 — b y1 — x2 = o. 

E11 éliminant a, 011 trouve, après quelques réductions 
faciles, 

(10) b —— \Jxx\!x2{\Jxx\/\ — sjx2\!xx\ 

Mais, par l'équation (2) , on apprend que le produit 
des trois racines xh, Xo, est égal à b2} donc 

(11) — s/1 — x2-\- \J X2 s/ 1 — xx )2. 

On en conclut que x z = o pour .r, = o, x 2 = o - , 
donc G = o dans l'équation (8) . Elle se transforme en 

, x rv% dx rXi dx rra dx 
{ V 1) f h I / = o. 

«•'0 y x — ùc2 J0 yx — x2 v^ — 

Nous voilà à môme de formuler le théorème suivant : 

Quand il existe entre les trois valeurs «r2, 
/a relation (12), ozi a e/i même temps 

= y/1 - v/̂ 2 s / T ^ ) 2 . 
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IL Faisons la substitution x = alors les ré-

ductions nécessaires faites, le même théorème s'énonce 
comme il suit : 

Étant donné 

on a en même temps 

= \ [2 - 2 ^ H- 2 

ou 

(14) = Y/(I — z'i){i — zi) — ZiZ2. 

Mais les équations ( i 3 ) et (14) contiennent la solu-
tion du problème proposé. 

Posons 

X = 

J0 s/i — z> 

- r -

Jo s/l — Z* 

A -+- B = C'. 

On a 

Zi = s inA, ^ 2 = z : s i n B , = cos G' = cos( A 4- B ). 

L ' é q u a t i o n ( i 4 ) n o u s d i t q u e 

zi = c o s ( A + B ) = cos A c o s B — sin A sinB. c. Q. r . D. 
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RECTIFICATION; 

PAR M. II. P J C Q L E T . 

M. Brisse veut bien me communiquer un article de 
M. Leièvre (Nouvelles Ifinales, 1884 î [>• ̂  \ où il con-
struit., comiiK! je l'ai fait moi-même dans le dernier 
numéro de ce Recueil, les points doubles de la projec-
tion de 1 intersection de deux cônes du second degré. Je 
dois conclure de là, suivant une locution usitée, que 
j'ai enfoncé une porte ouverte, et je prie M. Lefèvre et 
les lecteurs des Nouvelles Annales de croire à tous 
mes regrets. A jouterai-je cependant qu'une opinion ré-
pandue parmi certains élèves de Mathématiques spé-
ciales, à Paris, étant qu'on ne peut pas construire ces 
points au moyen de la règle et du compas, j'ai été con-
duit par là, depuis nombre d'années, à expliquer, sinon 
dans ses détails, au moins dans son ensemble, la solu-
tion dont il s'agit. 

Cela posé, M. Leièvre me permettra peut-être quel-
ques critiques de détail. 

i° Après avoir fait observer que les points cherchés 
forment le couple commun à deux involutions définies 
chacune par deux couples, M. Leièvre ajoute qu'on 
devra s'arranger de façon que les points doubles de 
chaque involution soienL réels. On sait que cela n'est 
pas nécessaire et que l'on peut construire les points 
cherchés sans passer par l'intermédiaire des points dou-
bles. La construction que j'ai indiquée par cinq cercles 
et celle que je vais en déduire en sont la preuve. 
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2° M. Lefèvre traite seulement le cas où les plans limites 

sont réels : il doit eiiectivement être traité à part. Mais 
si la droite qui joint les sommets est à l'intérieur des 
deux cônes, il n'y a pas de plans limites, et ce n'est pas 
un cas particulier. Il est donc indispensable d'avoir une 
construction indépendante des plans limites, et voici 
celle que je propose définitivement pour le cas général : 
c'est la transformée par rayons vecteurs réciproques de 
celle que j'ai donnée par cinq cercles, et, comme celle de 
M. Lefèvre, elle n'en emploie qu'un seul, qui est d'ail-
leurs arbitraire-, elle m'a été suggérée par une observa-
tion de mon collègue M. Fouret. 

Soient««' , bbf les couples de points d'intersection de 
la droite des points doubles avec les projections des 
couples de génératrices fournis dans les deux corps par 
un même plan auxiliaire; cd et dcl' les couples fournis 
par un autre plan auxiliaire. 

On tracera un cercle quelconque dans le pian et Von 
prendra arbitrairement un point A sur ce cercle. On 
joindra ce point aux points «, «', b\ c, c', d, d'par 
des droites qui couperont le cercle en a, a', ¡3, [i/, y, y', 
o, 8'. On joindra aa' et fift qui se couperont en 
yy' et oof </ui se couperont en 7t. La droite sr, coupera 
le cercle en deux points P et Q qui, joints au point A, 
détermineront deux droites sur lesquelles sont les points 
doubles cherchés. 

Si l'on veut démontrer directement ce résultat, il 
suffit d'observer que les couples ««', bb' et celui des 
points doubles étant, d'après le théorème de Desar-
gues, conjugués à un même couple, les trois droites 
a a', fi fi et PQ sont concourantes } de même pour yy7, oo' 
et PQ. 

Un grand nombre des droites du tracé figurent déjà 
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sur l'épure, si l'on a soin, comme le fait M. Lefèvre, 
de faire passer le cercle arbitraire par la projection ho-
rizontale du sommet de l'un des cônes. 

Remarque. — Si les deux corps ont une génératrice 
coHimune, l'un des points doubles est connu : c'est le 
point d'intersection de la projection de cette droite et 
de la droite des points doubles; l'autre s'obtiendra donc 
par la règle seule comme sixième point d'une involu-
tion. 

CONCOURS D'ADMISSION A L 'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 8 8 5 . 

Composition de Mathématiques. 

Par les deux foyers d'une ellipse fixe, on fait passer 
une circonférence variable : 

i° A quelle condition doit satisfaire cette ellipse pour 
(pie la circonférence puisse réellement la rencontrer en 
quatre points, et dans quelle portion du petit axe doit-on 
placer le centre du cercle pour qu'il y ait eiïèctivement 
quatre points réels d'intersection ? 

En chacun des points d'intersection, on mène les 
tangentes à l'ellipse; ces quatre droites forment un qua-
drilatère : lieu des sommets de ces quadrilatères, quand 
h; cercle varie. 

3° Quel est le lieu des points d'intersection des côtés 
de ce quadrilatère avec ceux d'un autre quadrilatère 
symétrique du premier par rapport au centre de l'el-
lipse? 

4° On considère les tangentes communes au cercle et 
à l'ellipse : lieu de leurs points de contact avec le cercle. 
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Lavis. 

Faire à J'encre de Chine et à teintes plates le lavis 
d'un cylindre terminé par deux demi-sphères. La sur-
face du solide sera supposée dépolie. Le rayon lumineux 
est le rayon ordinaire à 45°. 

On ne passera pas de teinte sur le fond. Les traits du 
cadre et les contours apparents du solide seront passés à 
l'encre avant de laver. 

Composition de Géométrie descriptive. 

Un cercle de o m , io de diamètre, situé dans le plan de 
front P, se projette horizontalement sur une parallèle 
aux petits côtés et à om, 11 du bas de la feuille. Son 
centre se projette verticalement sur la ligne qui divise 
la feuille en deux parties égales dans le sens de sa lon-
gueur, à om, 28 du bas. On le prend comme cercle géné-
rateur de deux tores pleins avant pour axes les tangentes 
à la circonférence en son point le plus à gauche et en 
sou point le plus haut : i° on tracera complètement 
l'intersection des deux surfaces, en indiquant les con-
structions effectuées pour en obtenir 1111 point quel-
conque et la tangente en ce point; 20 on représentera par 
ses projections le solide commun aux deux tores, en 
retranchant la partie de ce solide située en arrière d'un 
plan de front, placé lui-même à 0m ,02 en arrière du 
plan P. 

Composition de Trigonométrie. 

On donne les trois côtés d'un triangle, 

a = 4 6 7 5 I M , 3 8 , b = 0 8 0 4 7 ' " , 2 9 - = 3 7 6 9 ^ , 0 6 ; 

déterminer les trois angles, et la surface en hectares. 
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C O \ C O l ' R S D'ADMISSION A L'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E E \ 1 8 8 5 ( ' ) . 

Composition de Mathématiques. 

Ou donne un cercle et une tangente fixe à ce cercle. 
On considère une conicjue variable, ayant pour foyer le 
centre du cercle et pour directrice correspondant à ce 
foyer, la tangente donnée : 

i° En un point d'intersection de la conicjue et du 
cercle, on prend la tangente du cercle et son second 
point de rencontre avec la conique. Quel est le lieu de 
ce point? 

2° Quel est le lieu du point de contact de la conique 
avec une tangente commune à cette conique et au 
cercle? 

On aura soin de distinguer, sur chacun de ces lieux 
géométriques, les parties pour lesquelles la conique va-
riable est une ellipse, et les parties pour lesquelles cette 
conique est une hyperbole. 

Composition de Géomét rie descriptive. 

Deux circonférences de o m , i 6 de diamètre, situées 
respectivement dans les deux plans de projection, ont 
leurs centres dans un même plan de profil P, et à o m , i 6 
de la ligne de terre, l'un en avant, l'autre au-dessus de 
cette ligne. Chacune de ces circonférences sert de direc-
trice à un cône dont le sommet se trouve sur l'autre cir-
conférence en sou point le plus à gauche. 

( ' ) Sujet? donnés à quelques élèves qui n'ont pu composer que 
plus tard. 
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Les deux cônes étant supposés pleins, représenter, par 

ses projections sur le plan horizontal et sur le plan P, 
le solide qui leur est commun, en supprimant la partie 
de ce solide située à droite d'un plan de profil placé 
à om, 02 à gauche du plan P. 

On prendra comme ligne de terre la droite joignant 
les milieux des grands côtés du cadre. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

(CONCOURS DE 1 8 8 5 ) . 

ÉPREUVES POUR L' ADMISSIBILITÉ. 

Mathématiques spéciales. 

Étant donnés une sphère S et un petit cercle C de 
cette sphère, on propose : 

i° De montrer qu'il existe deux paraboloides passant 
par le cercle C et touchant la sphère en un point M 
donné sur sa surface; former les équations des deux pa-
raboloides ; 

2° Trouver le lieu des sommets des paraboloides cor-
respondant aux divers points M de la surface S ; 

3° A un point M et au point M' diamétralement op-
posé sur la surface de la sphère correspondent quatre 
paraboloides qui, combinés deux à deux d'une manière 
convenable, ont une ligne commune autre que le 
cercle C ; déterminer la surface engendrée par cette 
ligne commune lorsque le diamètre MM' prend toutes 
les directions possibles. 

M a thématiq ues élémentaires. 

Déterminer les angles B et C d'un triangle ABC, con-
naissant l'angle A, le côté opposé a et le produit ma2 

Ann. de Malhcmat., 3 e s é r i e . , t . V . ( J u i n 188G.) 1 9 
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des portions BB<, CC4 des bissectrices intérieures com-
prises entre les sommets 13, C et les côtés opposés AC, AB. 

Résoudre le même problème lorsqu'on donne le pro-
duit ma1 des portions BB2 , CC2 des bissectrices exté-
rieures comprises entre les sommets B, C et les côtés 
opposés; discuter les résultats obtenus, suivant les posi-
tions des points B2 et C2 par rapport aux sommets A 
et C, A et B. 

Composition tirée de certaines parties, désignées 
à l'avance, du programme de la Licence. 

Théorie. — Théorie du contact de deux surfaces. 
Surfaces osculatrices. Déterminer, sur une surface 
donnée, les points où elle peut avoir un contact du 
second ordre avec une sphère, et ceux où elle peut avoir 
un contact du troisième ordre avec une surface du second 
degré; montrer qu'en ces derniers points les asymptotes 
de l'indicatrice ont un contact du troisième ordre avec 
la surface donnée et que la réciproque est vraie. 

Application. — On donne une parabole représentée 
en coordonnées rectangulaires par les équations 

z — o, y2 — i m on ~ o ; 

déterminer une surface du troisième degré, symétrique 
par rapport au plan des xy, et admettant pour ombilics 
tous les points de la parabole donnée. Indiquer la 
forme de la surface. Déterminer les lignes asympto-
tiques et discuter la forme de leurs projections sur le 
plan de la parabole. 

ÉPREUVES DÉFINITIVES. 

Composition d'Analyse et de Mécanique. 

Un point matériel, assujetti à se mouvoir sur une 
surface de révolution, est uniquement sollicité par la 
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force qui provient des résistances passives et qui est di-
rigée en sens contraire de la vitesse. Trouver les équa-
tions du mouvement du point; en déduire que la tra-
jectoire est une ligne géodésique et qu'elle fait avec les 
parallèles qu'elle rencontre des angles dont le cosinus 
varie en raison inverse du rayon de ces parallèles. 

On donne un parallèle d'une surface de révolution S 
et l'on considère un tube très étroit dont l'axe est dirigé 
suivant la ligne géodésique de S qui touche en un 
point A le parallèle donné. Le tube renferme un point 
matériel M attiré vers Taxe par une force dirigée sui-
vant la perpendiculaire MP abaissée du point sur l'axe, 
et égale à Ar -h B, A et B désignant des constantes qui 
ne sont dans aucun cas négatives, et r la distance MP. 
Quelle doit être la forme de S pour que le point M, 
abandonné sans vitesse à l'action de la force donnée, 
arrive au point A au bout d'un temps donné, quel que 
soit le point de départ. Discuter la forme de la méri-
dienne de S et indiquer quelques cas où l'intégration 
peut s'effectuer complètement. 

Épure. 

Construire les projections de l'intersection d'un tore, 
dont l'axe est vertical, avec une sphère bitangente au 
tore; l'un des points de contact est situé sur le paral-
lèle le plus élevé du tore, à l'extrémité droite de son 
diamètre de front . 

Calcul. 

Déterminer les coordonnées des pieds des normales 
menées par un point dont les coordonnées rectangu-
laires sont 

x — T , y — '). 
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à l'ellipse représentée par l'équation 

xl -+- j y2 = i6. 

SUJETS DE LEÇONS. 

Ces sujets diffèrent très peu de ceux qui ont été traités 
en 1 8 8 1 , 1 8 8 2 , 1883 et 1884. 

C O N C O U R S D'ADMISSION A L ' É C O L E C E N T R A L E EN 1 8 8 ; ; . 
DEUXIÈME SESSION. 

Geom et 1 • ie analyt,uj ne. 

On donne, dans un plan, deux axes de coordonnées 
rectangulaires O.r , O y et une droite ÀB définie par son 
coefficient angulaire m et son ordonnée à l'origine et 
l'on demande : 

i° De trouver la direction des diamètres des para-
boles tangentes à l'axe des y au point B où il est coupé 
par la droite AB et ayant leurs foyers sur celte dernière 
droite ; 

20 D'écrire l'équation générale de ces courbes ; 
3° De construire le lieu de leurs sommets; 
4° De construire le lieu des points où leurs tangentes 

sont parallèles à l'axe des x , 
5° De construire le lieu des pôles de l'axe des x rela-

tivement aux paraboles considérées. 
(En d'autres termes, par les deux points d'intersec-

tion de chaque parabole avec l'axe des x , on mène des 
tangentes à la courbe et l'on demande de trouver le lieu 
des points d'intersection de ces taugentes.) 
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Triangle. 

Calculer les angles et la surface (l'un triangle, con-
naissant les trois côtés 

a = 2543m,43o, b = 233am,75i. c = 25o7m,8o8 

Epure. 

On demande de construire les projections et le déve-
loppement de la partie de la surface des deux nappes 
d'un cône de révolution comprise entre la surface d'un 
cube et celle de la sphère inscrite dans ce cube; le cube 
et la sphère sont supposés transparents. 

Le cube, dont le côté a om , ioo, est situé dans le dièdre 
antérieur supérieur et deux de ses faces sont dans les 
plans de projection. 

Le cône a son sommet au point le plus haut de la 
sphère inscrite, son axe est parallèle à la ligne de terre 
et son angle au sommet est de 120°. 

On indiquera, à l'encre rouge, les constructions em-
ployées pour obtenir un point quelconque des projec-
tions et du développement des lignes d'intersection et 
les tangentes en ces points. 

Ces constructions seront succinctement expliquées à 
l'aide d'une légende placée au bas de l'épure. 

Titre extérieur. — Géométrie descriptive. 
Titre intérieur. — Intersections de surfaces. 

Placer la ligne de terre à égale distance des grands 
côtés de la feuille, et les projections du centre du cube 
à om , ioo du bord gauche du cadre. 
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Physique. 

On fait passer dans un réservoir vide d'air, mais dont 
les parois sont mouillées d'eau, une masse d'air du poids 
de ik%i 19. Quand l'eau qui mouillait les parois du ré-
servoir s'est vaporisée totalement, l'état hygrométrique 
de l'air mis en expérience est f . 

Sachant que la pression reste constante dans le réser-
voir et égale à -5o ,n,n ; 

Que la température est 3o°G. -, 
Que la force élastique maximum de la vapeur d'eau 

à 3o° est 3im m , 5 ; 
Que le coefficient de dilatation des gaz est 
Que la densité de la vapeur d'eau est 
Que le poids de i l i r d'air sec à o° et à j6omm est 

On demande : 
Le volume occupé par l'air humide; 
Le poids de l'eau qui s'est vaporisée. 

Chimie. 

I . Recherche de l'arsenic dans les cas d'empoisonne-
ment ; appareil de Marsh. 

II. Quel poids de l'alliage de formule AsZn3 faut-il 
employer pour obtenir i2 l l t d'arséniure d'hydrogène me-
surés secs sous la pression de 748mm de mercure et à la 
température de 2 i ° C . ? 

Poids du litre d'hydrogène arsénié à o° et à 76onim 

de pression 38'',Î9 

Coefficient de dilatation des gaz 0,00367 

! Arsenic y5 
Equivalents en poids ) Hydrogène 1 

( Z i n c . . 33 
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THÉORÈME SUR L E S C O U R B E S ALGÉBRIQUES ET LE CERCLE ; 

PAR M . MAURICE D ' O G A G N E . 

T H É O R È M E . — Le centre de gravité des points d'in-
tersection d 'une courbe algébrique de degré quelconque 
donnée, et d'un cercle de centre fixe, et de rayon va-
riable, est un point fixe. 

Prenons pour axes de coordonnées deux droites rec-
tangulaires menées par le centre fixe O du cercle va-
riable. L'équation de ce cercle sera 

(0 R», 

R étant un paramètre variable-, celle de la courbe algé-
brique pourra s'écrire 

( 2 ) °> 

' i = 0 

désignant, d'une manière générale, un polynôme 
du degré n — i en x 

La démonstration du théorème exige que l'on mette 
en évidence la parité de n. Elle se fait, d'ailleurs, abso-
lument de même dans l'un et l'autre cas. Pour fixer les 
idées, nous supposerons n pair, n = 2p. 

L'équation (2) pourra alors s'écrire, en faisant passer 
tous les termes à puissances impaires en y , dans le se-
cond membre, 

r=p i=p~1 

/' - 0 ! — 0 
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Elevant les deux membres de cette équation au carré, 

nous avons 

2 
¿ = 0 / = 0 

i = p-\ ; = ;>— 1 

= 2 2 J 2 ( / 4 - y 4 - 1 ) X 2 ( ^ ; - l X 2 ( / , _ y ) . ] . 
0 7—0 

Eliminant j '- entre cette équation et l'équation ( i ) , 
on a 

i-pj^p 

2 

=P-1 

^ ( R 2 — x 2 ( / ; -y)- i , 

/ = 0 7 = 0 
i—p—lj—p-\ 

irrO 7 — 0 

équation aux abscisses des points d'intersection du cercle 
et de la courbe algébrique donnée. Calculant les coeffi-
cients des deux termes du degré le plus élevé, on trouve 

*KP 2 2 A ' 2 I P I ) T H [ P - J 

— 0 7 — 0 
i-p-\ j = p-\ y y 

¿ = 0 / —0 
-p j = p 

w—0¡=0 
¿=p-1 i=p-1 \ 

{—0 7=0 1 

Les coefficients de ces ternies sont indépendants du pa-
ramètre variable R ; on verrait de même qu'il en est 
ainsi pour l'équation en r : le théorème est donc dé-
montré. 
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Transformant ce théorème par polaires réciproques, 
en prenant pour conique directrice un cercle concen-
trique au cercle de rayon variable, on a ce théorème 
corrélatif : 

La polaire d'un point par rapport aux tangentes 
communes à un cercle de rayon variable, ayant ce 
point pour centre, et à une courbe algébrique de degré 
quelconque, donnée, est une droite Jixe. 

La transformation par rayons vecteurs réciproques 
donne cet autre théorème : 

Ze centre harmonique, relativement a un point, des 
points d'intersection d'un cercle de rayon variable 
ayant ce point pour centre et d'une courbe algébrique, 
de degré quelconque, donnée, est un point fixe. 

Le théorème qui vient d'etre démontré est particu-
lièrement intéressant dans le cas des coniques. 

Si l'on rapporte une conique à centre à ses axes O x 
et O j , 

b2x2 -+- a2y2 — a2b2 = o, 

et qu'on coupe cette conique par un cercle de centre to, 

on a, pour l'équation aux abscisses des points d'inter-
section de ces deux courbes, 

(a2— b2)2x- — :\*a2(a2 — b*)x:i-t-.. .= o. 

Si donc ( X , Y) est le centre de gravité G de ces points 
d'intersection, on a 

( 3 ) X = 

On trouverait de même 
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Si l'on rapproche ces formules de celles qui ont été 

données, dans les Nouvelles Annales, même tome, 
p. 1^9, par M. R. Godefroy, on voit que, si ( x ^ j , ) , 
(•r2, J*)- , (x 3 , y 3 ) sont les centres des systèmes de 
cordes communes au cercle et à la conique, ou a 

x1x2x3== a2 X, j ! 7 2 7 3 = ¿>2 Y. 

Des formules (3 ) et (4 ) on déduit les suivantes : 

X Y 

a + [4 ~ 

Y ___ ¿>2 p 

X ~ a ' 

qui montrent que le point G est à la rencontre de la 
droite qui joint les projections du centre co du cercle, 
sur les axes Ox et 0/ de la conique, et du diamètre 
conjugué, dans cette conique, de la symétrique de la 
droite O co par rapport ¿1 la bissectrice de Vangle xQy. 

Le théorème précédent est susceptible de diverses 
applications : 

Veul-011, par exemple, connaître le point P où la co-
nique est rencontrée par le cercle oseulateur en un de 
ses points que nous appellerons M? Soit to le centre de 
courbure répondant au point M. Du point OJ nous dé-
duisons, par le moyen qui vient d'être indiqué, le 
point G. Le point P se trouve sur la droite MG, pro-
longée du côté du point G, de la longueur GP = 3MG. 

Nous nous bornerons là. Le lecteur apercevra facile-
ment d'autres applications du théorème énoncé dans 
cette Note. 
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P R O B L È M E . 

I . Trouver l'équation générale des cylindres du second 
degré passant par les six sommets d'un octaèdre régulier. 

II . Parmi ces cylindres, trouver celui dont les géné-
ratrices rectilignes ont une direction donnée. 

III . Sur la splière circonscrite à l'octaèdre, les quatre 
grands cercles, dont les plans sont parallèles aux faces, 
déterminent huit triangles et six quadrilatères. Si le 
rayon parallèle aux génératrices du cylindre perce la 
sphère dans un triangle, le cylindre est elliptique; s'il 
la perce dans un quadrilatère, le cylindre est hyperbo-
lique. 

IV. Dans le dernier cas, la répartition des sommets 
de l'octaèdre sur les deux nappes du cvlindre se distingue 
de la manière suivante. Les six sommets sont sur trois 
grands cercles dont chacun en contient quatre. Un 
quelconque des six quadrilatères a pour diagonales deux 
de ces grands cercles, qui le partagent en quatre triangles, 
ayant pour sommet commun un sommet A de l'octaèdre. 
L'extrémité du rayon parallèle aux génératrices, étant 
dans le quadrilatère, se trouve dans un de ces quatre 
triangles. En prolongeant les deux grands cercles diago-
naux, qui sont côtés de ce triangle, au delà du sommet A, 
et prenant sur chacun d'eux le sommet de l'octaèdre 
le plus voisin qu'on y rencontre, on a les deux sommets 
qui, avec A, sont sur une même nappe du cylindre. Les 
trois autres sommets sont sur l'autre nappe. 
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CORRESPONDANCE. 

Extrait d*une Lettre de M. d'Ocagne. — J'ai re-
marqué autrefois la formule (3 ) de l'intéressant Mé-
moire Sur les lignes de poursuite de M. Cesaro, contenu 
dans le numéro de février, p. 66, et j 'ai donné, aux 
notations près, cette formule dans le Bulletin de la So-
ciété mathématique de France (t . XI , p. 134 ^ 1883), 
en en déduisant le théorème que voici : 

Si, par chacun des deux points (l'un poursuivant, 
l'autre poursuivi), on abaisse une perpendiculaire sur 
la vitesse de l'autre, les droites ainsi menées se coupent 
en un point. La perpendiculaire abaissée de ce point 
sur la direction cle la résultante des deux vitesses passe 
par le centre de courbure de la courbe de poursuite. 

Extrait d 'une Lettre de M. F. Dumont, professeur 
au lycée de Bourg. — On remarque, dans le numéro 
de lévrier 1886 du Bulletin des Sciences mathématiques, 
l'analyse d'un Ouvrage allemand contenant des applica-
tions d'un nouveau système de coordonnées dit de 
Schwering. 

Ce système, vrai réciproque de celui de Descartes, et 
dont M. d'Ocagne a récemment donné, dans votre 
Journal, d'intéressantes applications, n'est pas d'origine 
étrangère. Le système des coordonnées parallèles a, en 
cifet, été indiqué par Chasles dans son Mémoire sur le 
principe de dualité (p. 635, n° 86), et il le donne 
immédiatement pour l'espace en ayant soin d'indiquer 
sa parfaite correspondance avec le système de Descartes, 
celui-ci étant le système de coordonnées tétraédriques 
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lorsqu'une face du tétraèdre est à l'infini, l'autre le sys-
tème de coordonnées tétraédriques du plan lorsque l'un 
des sommets du tétraèdre s'éloigne à l'infini. 

Le nouveau système, qui mériterait de porter un nom 
français, celui de Cliasles, a donc été proposé, et avec 
toute la généralité possible, en i83y ; et il ne restait pas 
même à démontrer, comme Victor Scblegel l'a fait, 
paraît-il, sa parfaite correspondance avec le système 
cartésien. 

BIBLIOGRAPHIE. 

S U R L 'HISTOIRE DES SCIEJVCES MATHÉMATIQUES ET 

PHYSIQUES DE M . M A X I M I L I E I * M A R I E . Extrait de trois 
Lettres adressées à M. G. Enestròm par B. Banconi-
pagni. 

Cette Brochure contient cinq pages de texte et deux de ren-
vois. Elle paraît avoir pour objet de faire savoir au public que 
M. Marie, dans son Histoire, n'a pas mentionné toutes les dé-
couvertes du prince Boncompagni. L'excuse de M. Marie est 
peut-être que ces découvertes sont trop nombreuses. Le BulleU 
tino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e 
fisiche l'emporte en effet, de beaucoup, en poids et en volume, 
sur Y Histoire des Mathématiques de M. Marie; or, quand le 
contenant est moindre que le contenu, il faut bien, comme dit 
Euclide, laisser perdre le reste. 

M. Boncompagni adresse à M. Marie une critique présentée 
de telle sorte que le lecteur pourrait y voir une insinuation 
calomnieuse; mais il arrive souvent qu'un écrivain soit mené 
par sa phrase là où il ne songeait pas à aller. M. Boncompagni 
dit : 

« Le P. Pierre Cossali, dans le tome Ii, publié en 1799, de 
son Ouvrage bien connu sur XHistoire de l'Algèbre, a remar-
qué que, dans Y Algebra de Bombelli, « pili di meno a » si-
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gni/ie asj — i et « nie no di meno a » a s/— i. Si M. Marie 
avait bien voulu jeter les yeux sur les pages 28 > et '286 du tome II 
de cet Ouvrage de Cossali, il aurait pu s'épargner des conjec-
tures inadmissibles sur « p. di m. » et « m. di m. ». Di n'est 
pas une abréviation, c'est un mot italien qui équivaut à de. » 

i° Le secours du P. Cossali n'était nécessaire à personne pour 
interpréter les expressions employées par Bombelli , quelles 
qu'elles fussent, dans une question aussi simple, aujourd'hui, 
(pie celle de la résolution de l'équation x* = 15¿c-7-et si 
M. Boncompagni avait bien voulu lire plus attentivement les 
pages ')o"> et suivantes du tome II de Y Histoire des Sciences 
mathvmat iques et physiques, sur lesquelles il base son accu-
sation, il y aurait vu que M. Marie avait trouvé sans aucune 
aide. . . une chose qui saute aux yeux. 

'à" M. Boncompagni se laisse évidemment entraîner par sa 
plume, lorsqu'il reproche à M. Marie des conjectures sur les 
expressions piu di meno et meno di me no, employées, à ce 
qu'il paraît, par Bombelli, dans son Algebra; car M. Marie, 
dans son étude sur Cardan, dit à propos du Sermo de plus et 
minus, qui contient l'analyse de la solution, par Bombelli, du 
cas irréductible : <1 Nous utiliserons ce sermo dans notre étude 
sur Bombelli dont nous n avons pas VAlgèbre » ; et c'est en 
elÎet d'après Cardan que M. Marie résume la découverte de 
Bombelli relativement au cas irréductible. 

M. Marie ne fait aucune conjecture au sujet des expressions 
piu di meno et meno di meno, attendu qu'il ne les connaît 
même pas; il parle des expressions plus di minus et minus di 
minus qu'il a trouvées dans Cardan. 

3° Plus di minus et minus di minus, pour n'être pas d'un 
très bon latin, n'en sont pas moins du latin. Par conséquent, 
dt\ qui peut être italien dans Bullettino di bibliografia, etc.. 
ne l'est certainement pas dans plus di minus, et M. Boncom-
pagni aurait pu réserver pour une meilleure occasion la leçon 
d'italien qu'il voulait bien donner à M. Marie. 

4F> Le mot LATIN di n'étant pas d'un latin très intelligible, il 
semble que M. Marie ait pu, sans transgresser aucune loi, ni 
divine, ni humaine, se demander, en passant, dans une paren-
thèse, s'il n'y fallait pas voir une abréviation et si di minus ne 
devait pas être traduit par deux fois négatif, c'est-à-dire né-
gatif même au carré. 
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5° Di mena cl di minus manquant également de clarté, on 

pouvait, sans blesser aucune convenance, les traduire l'un et 
l'autre par négatif même au carré, puisque c'est la propriété 
caractéristique commune des choses qui sont di meno ou di 
minus. 

M. Boncompagni. après avoir relevé quelques erreurs, sui-
vant lui, de dates et de lieux de naissance ou de mort, et quel-
ques omissions commises par M. Marie (quant aux omissions, 
il y aurait lieu de tenir compte de l'axiome d'Euclide), termine 
par ces mots : 

« Ces citations me paraissent suffisantes pour prouver que 
l'Ouvrage de M. Marie ne peut pas donner une idée complète 
et exacte de XHistoire des Sciences mathématiques. » 

Mon Dieu! ii y a plusieurs manières de comprendre l'histoire 
des Sciences. Par exemple, il n'est pas douteux que, dans 
ioooo ans d'ici, un grand nombre d'historiens estimables ver-
ront un intérêt de premier ordre à rechercher pourquoi 
M. Boncompagni, qui n'aurait même pas eu à prendre la peine 
d'aller porter à Rome ses griefs contre M. Marie, a tenu à en faire 
le sujet de trois épîtres aux Scandinaves, pourquoi le destina-
taire de ces épîtres, M. Enestrom, en a fait des extraits choisis, 
pourquoi ces extraits ont été imprimés à Stockholm, pourquoi 
les exemplaires de cette importante Brochure sont retournés 
à Rome et s'y sont fait enrichir (YHommages de Vauteur, etc., 
etc. Il est certain, disons-nous, que ces questionspassionneront 
les directeurs des Bullettino de l'époque; mais elles laisseront 
froides beaucoup d'autres personnes, et peut-être se trouvera-
l-il alors un autre M. Marie capable d'une telle apathie. 

M . MARIE. 

QUESTIONS. 

1561. Dans une parabole, le foyer, Je point où la 
tangente en un point de la courbe coupe la directrice, 
le milieu du rayon de courbure issu du point M sont en 
ligne droite. ( J . MARCHAND. ) 
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1582. Soient donnés deux points P. Pi au plan d'un 

triangle ABC, et Ton désigne les points d'intersection 

< P A , B C ) = (Pi A, BG) = au 

( PB, CA ) — ¿>, ( ï\ B, GA ) = bu 

( PC, AB ) — c, (P i G, A B ) = cI? 

( bc\, cbi ) = Ai, (bc, bi ct ) = A2, 

( calf act ) = B1 ? ( ccts cj «i ) = B2 , 

( ab\, bcx ) = Cj, ( ab, a{ b{ ) = C2. 

Les cinq points 

P. P, . A, . B „ G, 

sont en ligne droite. 
Les quatre points 

A, Ai, B2, G2 sont en ligne droite, 

B, Bi, C2, V2 

G, G,. Ao, B2 

Les trois droites 

A A 2 , BB2, GG2 concourent au même point O, 

a A 2 , b Ho, cC 2 » » Q, 

a { A2, bx B2, Ci G2 >» « B. 

Les huit points 

a, b, c; ai, bx, Ci ; Q, R 

sont situés sur une conique, etc. ( H . S C H R O E T E R . ) 

ERRATA. 

P . i o - , l i g n e G, eu r e m o n t a n t , au lieu de >, lisez <\ 
P . 1 0 8 , l i ^ n e ! o , a p r è s l e r a d i c a l , au lieu de - K lisez —. 
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SUR LES NOMBRES DE BERNOULLI ET D'EULER; 

PAR M . E . C E S A R O . 

I . — NOMBRES DE B E R N O U L L I . 

1. Les nombres 

B 0 — i , B 2 — B 4 == — 3^-, B 6 = 

= — J o j ^ 1 = 2 ' = B 5 = B : = B 9 = . . . = o , 

appelés nombres de Bernoulli, sont définis par l'égalité 
symbolique 

( B - h i )v B v = v (v = O , I , 2 , 3 , 4 , . . 0 , 

qui engendre», en vertu du théorème de Taylor, la rela-
tion symbolique générale 

( i ) / ( . r - r . B - f i ) — / ( . r -i- B ) = / ' ( x - j - i ). 

On en déduit immédiatement la formule sornmatoire de 
Maclaurin 

( a ) / ' ( i ) - / ' ( * ) A 3 ) H - . . . - ' - f i n ) = / ( n -r- B ) — / ( B ), 

qui permet d'effectuer de très avantageuses transforma-
tions de séries, pourvu que l'on ait soin de considérer 
toujours des fonctions développables par la formule de 
Taylor, sans quoi on serait souvent conduit à des con-
clusions paradoxales. L'emploi de la formule (a) donne 
ordinairement lieu à des séries divergentes, qui, cepen-
dant, ne perdent leur convergence qu'à partir d'un cer-
tain terme, de sorte qu'on peut ( * ) toujours les utiliser 

( ! ) « . . . A u j o u r d ' h u i b i e n s ' e n f a u t q u ' o n a p p r o u v e l ' u s a g e d e s 

s é r i e s n o n c o n v e r g e n t e s ; a u c o n t r a i r e , o n v e u t q u ' e l l e s s o i e n t c o m -

p l è t e m e n t b a n n i e s d e l ' A n a l y s e . M a i s c e t t e r i g u e u r , j u s t e e t r a i s o r i -

Ann. de Mathémat., 3 e s é r i e , t . V . ( J u i l l e t 1 8 8 6 . ) 2 0 
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pour représenter, avec une certaine approximation, les 
sommes que l'on cherche à transformer. On sait que la 
recherche (lu maximum d'approximation a été l'objet de 
plusieurs travaux remarquables ( , ) . 

2. Une des plus intéressantes applications de la for-
mule ( 2) est l'évaluation approchée de la série de Lam-
bert ( - !. Rappelons d'abord que la formule ( i ) donne 

e-.\U Ax_ ,,B.r= Xex: 

d'où ) 

, r '"r l'r , V HV ,, ' i i - cl,r— i -T- > —.rv, — i Ad v ! 
i 

v élant la variable entière dans cette somme et dans toutes 
celles qui suivent. On en déduit, par intégration, 

fïv 
•X V 

uable en elle-même, a été mise à une bien dure épreuve par la série 
de Stirling. D'une part divergente, c o m m e elle l'est, elle devait, en 
etlet, être rejetée: d'autre pari, parce qu'elle est presque indispen-
sable, elle ne peut point l 'être . . . . » (MÀLMSTËN, Journal de Crelie, 
p. 5f»; 1817.) 

( l ) Consulter, pour certains eas particuliers, les recherches de 
Limbourg et de Chio, dans les Mémoires des Académies de Bruxelles 
et de Turin (iSfio et 1870) . Voir aussi la thèse de M. Bourguet , Sur 
le calcul des intégrales eulériennes. Du reste, le sujet dont il s 'agit, 
traité depuis longtemps par Krchinger , d'une manière générale, a été 
repris par La grange, par Malmstén, par Poisson dans le Mémoire : 
Sur le calcul numérique des intégrales définies. et par beaucoup 
d'autres. Consulter aussi le travail de Diengcr, Ueber dieLagrangesche 
Surnmirungsjorrnel (C relie, p. 7 3 ; 18^6), et celui de Jaeobi , De 
ush legitimo formula* summatoriœ Maclaurinianœ ( Crelie, t.. 12, 
p. 2fi:f). 

( 3 ) (Question résolue par Schlomilch, dans une lettre adressée à 
Liouville {Journal de Liouvillc. p. 101: 1863). 

Pour se convaincre que ces déductions sont parfaitement légi-
t i m e s consulter notre a r t i c l e : Principes du calcul symbolique 
( M<tth.ests. p. w> : 188S). 

•y 
^ Bv 

' Jud [ 1V )! 
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On sait, du reste, que Ja formule (3 ) en engendre une 

infinité d'autres, fort remarquables. Par exemple, le 

simple changement de x en ^y/— i donne 

oc 
x x . „ B2V ( 5 I - eot - ~ cosi Bx > = i -- > ( — i)v •—~ ,r2v. •1 '1 ' Jumi (2V)! 

1 

Ensuite, en tenant compte des identités 

x 

rot — — col* = cosec-r, cot.r — % rot -ix — lang.r, 

on obtient 00 (' 6 ) — F — ̂ ^ ( — I ( — 1 ) 
sinr jLà ( 2 v ) î 

î v i B < 7) tang.r 0V 1 4V('.4V— 1 ) ,r2V ' ; 

3. Cela posé, appliquons la formule (2 ) à la série dont 
le terme général est 

1 xn 1 f'(n) — losr — ( rnod x <' 1 ). n 1 -— x,L ' x 

Nous obtenons immédiatement 

n 

v i / i xv , 1 \ . n -h B , B 
2à (v - !og X) = lr,gT^Tïi - lo§ T^îS • 

1 

En particulier, pour x = o, nous trouvons la formule 
connue 

n 00 

= log(» + B ) _ loge = C + log» + £ 
1 1 

où C désigne là constante d'Euler, 0 , 0 7 7 2 . . . , sym-
boliquement représentée par — log B. Soustrayons 
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membre à membre les deux dernières égalités, puis fai-
sons croître n indéfiniment, en posante = e~l. Il vient 

xv _ C — l o g £ i B tehi y = L-Jogr i 
jLà i — xv t t b 

ou bien, en ayant égard à (4) , 

C - l o g f I V Blv i î v _ , Y x ' Li — l o g r i 

Jmd I — X* ~ t 4 ( 1V ) ! 2 V 
1 1 

c'est-à-dire 

r 3 
.•r I — x'1 i — .r3 i -- .-r* 

G - l o g l o g i ( logi ( l o g i Y ( logi 

. i 4 14 s 86400 7620480 

i . La théorie de la décomposition des fractions ration-
nelles montre que, si l'on pose 

f\x) = (i — cii j-)( 1 — a2x)(i — a3ir)(i — a^x). . ., 

les nombres a étant différents entre; eux, le coefficient Ap 

de xP, dans le développement de e s t 

Or, en vertu d'une formule d Euler, que l'on sait éta-

( 1 ) Srhlomilch fait remarquer que cette formule est surtout avan-
tageuse pour les valeurs de x très voisines de l'unité, c'est-à-dire 
précisément dans le cas où la transformation de C lait sert ne pour-
rail être employée avec fruit. 

( 2 ) Voir, par exemple, le Cours d'Analyse de M. Catalan, p. 3iK. 
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blir élémentairement (1 ), 011 peut prendre 

«v — — > J\ X ) — 7= > v" Tzyx 

tandis que, d'autre part, l'égalité ( 6 ) donne 

= 2 COS ( B T.\/x) — COS ( 2 B 7C V ^ ) ,* 
sin(Tv^) 

d'où 

— (— iV'" 

Par suite, la formule (8 ) devient 

\ i ^ i i_ . ^ , (tfP-i — i)Bipiz*P 
~\V> '±*P ! 32/' 4 ÎP* ( Î ) P (2 P)l 

On eu déduit immédiatement 

, . r i i i , . .2?p-1Biptz*P 
- ^ + ^ + ' • = ( 2 P ) \ 

11 . — NOMBRES O ' E U L E I I . 

o. Les nombres d'Euler 

E 0 = i , E2 = — i, E t = 5 , E(; = —6i, 
E 8 = i385, . . . , Et= E3 = E3 = E7 = E9 = . . . = o, 

définis par l'égalité symbolique 

( E - w ) v + ( E - i ) v = o (v = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , . . . ) , 

obéissent à la relation symbolique, plus générale, 

(IO) /(a; + E - M ) + / ( a : + E — i) = if(x)\ 

(*) La démonstration la plus directe est fournie par la théorie des 
fonctions holomorphes (Cours de M. Hermite, p. 70). Au point de 
vue de ce qui va suivre, il importe seulement que l'on sache dé-
montrer la formule d'Euler sans recourir aux intégrales définies. 
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d'où l'on déduit 

0 0 / ( i ) - / ( 3 ) H - / ( 5 ) - . . . ± / ( 2 n - i ) = -iL/iE)±/(E^2n)]. 

Afin d'appliquer cette formule au cas de 

-, xtl 
A n ) = 1 H- Xitl 

remarquons d'abord que la relation (10) donne, en par-
ticulier, 

(12) 2 = = , + V J^L. , eu - e u ¿md( 2v)! 

Cela étant, le second membre de (i i) devient, pour n in-
fini et x = 

J + J 
^(eM-he-™) 4 4 ¿ ( a v ) ! ' 

i 
pourvu que l'on ait égard à (12). On a donc 

X* xù x ' 
1 -f- X~ I -T- .T6 J -r- I -r- Xl'+ 

1 I 
i 

6. O11 a, de même, 
3 .r3 , < 2 /i — 1 ) .i'2 

(r 1 — X* L J?2'*"1 

( ' l ù ) 1 ~ 11 E x E - 4 - + 2 / ? ) 1 
' 2 [ 1 X E ~ ~ ~ I — X ^ N J * 

Or il est clair, en vertu de (3) , que 
co 

E t v i Bsv E2V 
— ( j , ) ! 
1 

¿2V. 

D'après cela, le second membre de ( i 3 ) devient 

. - L - ^ i y B ^ / ^ i f - ' , 
I 2 JMD ( 2 V ) ! \ R X •» Jncr _ . x ' 



lorsque 11 croit sans limite. Conséquemment, 

x >xs 5.rs 7 .r~ 
i — x i — x:i i — x'6 i — x1 

= - 7 - 7 - 7 ] - I ( L 0 4 ) ' - ¿ K 
2 l o u -

" X 

7. 11 vaudrait peut-être mieux substituer, aux nom-
bres d'Euler, les nombres E' définis par l'égalité sym-
bolique 

( E ' - f - i)v-f- ( E ' — i)v = i (v = o, i , 2, 3 , 4 , . . . ) . 

On trouve, de proche en proche, 
E'0 = i , E ; = E ; = K'6 = E;8 = . . . = <>, 

E'j = i, E'3 = — 2 , E'~ = 16, E'7 = — 2 7 2 , E ' 9 = 7936, 

Ces nombres forment, pour ainsi dire, un trait d'union 
entre les séries des nombres B et E . On a., d'une part, 

2 + I ) 

P ~~ p + i 

D'autre part, 011 démontre sans peine que 

Pour arriver à ces résultats, il suffit de remarquer, d'une 
manière générale, que les nombres £ et les nombres ¡3, 
définis respectivement par les égalités 

(E + I)V+(E-I)V=2MV, O -M)V— 

sont donnés par les formules symboliques 

( E -h u)p, 3 , , = ( B -r- il — I)P. 

Afin de ne pas donner lieu à des malentendus (1 ), nous 

( ') Si nous ne nous sommes pas laissé guider par la même consi-
dération, en ce qui concerne les nombres de Bernoulli, c'est que déjà 
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continuerons à appeler nombres d'Euler les nombres E, 
tels qu'ils ont été définis en commençant. 

8. Remarquons enfin que, d'après un corollaire de 
la formule d'Euler, citée au n° 4, il est permis de 
prendre, dans (8) , 

7T X 

( a v - i ) ' 
, f( x ) = cos -

tandis que, d'autre part, en vertu des développements 
qui précèdent, on a 

Tî i/x 
cos — 1 

E 
= cos ' 

L7C /-\ 
r A j ; 

d'où 

La formule (8 ) devient donc 

t r I I I Etp 
^ ) 1 — 32/M-l ^ 2 p-r-1 (—l)P ^pY ' 

I I I . — NOMBRES ULTRA-BERNOULLIEJVS. 

9. Les nombres ultra-bernoulliens ( 1 ) sont définis 
par l'égalité symbolique 

(B -b i)v — a B v = v (v = 0, 1 , 2 , 3 , 4 , . . . ) , 

a étant une constante. On ne retrouve pas, pour a = 1, 
les nombres de Bernoulli, parce que la valeur initiale fp0 

trois définitions (Serret, Lacroix, Lucas) avaient été proposées, pré-
sentant toutes quelque défaut au point de vue de certaines exigences 
du calcul symbolique. 

( * ) A i n s i a p p e l é s p a r T r u d i ( Atti delV Accademia di Napoli, 
i 8 6 5 ) . 
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diffère nécessairement de B 0 = i . On a, en effet, 

(i — « ) 9 0 = o ; d'où 

Î30 = o si a \ i. 

On obtient ensuite, de proche en proche, 

•a * (i — a)3 

îi — _ g __ 4 4 < * -+-
2 ( i— a) 2 ' 5 (i — «)4 

Il est évident que l'égalité de définition est un cas par-
ticulier de l'identité symbolique générale 

(i5) /( x -h 3» -f- i) — af(x -h 13) = /'(> h- i ), 

qui engendre, à son tour, la formule 

iz /'( J ) -I- z\f\2 ) -F- z\f( 3 ) -1- . . . -R- z*f( n ) 
I = znf(n -f-15)—/(U), 

r: étant l'inverse de Ci. 

10. Soit, par exemple, f {oc) = x/' Il vient 

Î^-1^ h- 2/; -1^2-f- 3/>~ ^ - î - . . .-4- nP~l ztl 

= ~ [¿''(n-r-%)''— 35*]. 

Puis, pour /z indéfiniment croissant, et mod 3 i , on 
voit que la signification des nombres ultra-bernoulliens 
est établie par l'égalité 

( l 7 ) = — p ( \ P - 1 ,5 + 2 / » " 1 ~ 2 -+- 3 / , _ 1 - 5 3 -f- 4 / ' 1 ^ - f - . . . ) ( 1 ), 

qui pourrait servir à généraliser encore la notion des 
nombres fj j , en supposant que ceux-ci soient des fonc-
tions de la variable continue p. Mais on peut donner, des 

( l ) Ces séries ont été étudiées par M. Catalan, dans le Mémoire : 
Sur une suite de polynômes entiers (Académie de Belgique, 1880). 
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mêmes nombres, une autre interprétation. On déduit, 
en effet, de l'identité ( i 5 ) 

(.8) — - - = e8* = y 
ex — a Xrni V ! 

i 

Celte propriété a été prise comme définition par 
Trudi ). L'emploi des imaginaires donne lieu aux dé-
veloppements 

i — ac os3- v , Bov̂ i 
(19) t > i i )v - j ./'2V. 

i — :ici cos x H-- a~ mm* r i v -ri). 

= > (^I)V —1 
'1(1 C OSX -- a- jimd (2V (av)! 

1 

et à une foule d'autres, dont quelques-uns ont une cer-
taine importance en Astronomie. Voici encore une con-
séquence de l'égalité (18). On a 

( { ., _ t p = eV lopd+z, = b i g d - ' - / ) , 

I -r- t 

d'où, en égalant les coefficients de ¿p dans les développe-
ments des deux membres, 

jB ( 15 — 1 ) ( B — :>/)...( 13 — /> -4- 1 ) 
f \1 a 1 * — a u — ay i Ci — «)p | ) - ( l)P + lP (p ' ( j - f l ^ + l | ! y, ' p 

Cette formule n'est pas applicable au cas de a = 1. Ou 
trouve, du reste, par un procédé analogue, 

. G * - ' » ! B ( B — 1 ) ( B — 2 ) . . ( B — /?-+-!) = ( — I)p+» 
p-f-i 

(1 ) Il est vrai que les nombres ultra-bernoulliens de Trudi diffèrent 
quelque peu des nôtres. La fonction générale, adoptée par Trudi est. 

en effet, 
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11. Les nombres î î sont, en définitive, des fonctions 

de On a, en particulier, 

La dernière égalité est un cas particulier de la relation 

Ilp(z) -h 9P(- z) = ZP»P(Z*), 

que l'on déduit aisément de la formule (17). Parmi tous 
les nombres ultra-bernoulliens, ceux qui répondent à 
l'hypothèse z — — 1 sont tout aussi remarquables que 
les nombres de Bernoulli. En les doublant, on obtient 
une suite de nombres entiers o, 1 , 1 , 0 , —1, o, 3, o, 
— 17, . . . , étroitement liés aux nombres d'Euler; car, à 
cause de 

on a 

d'où 
e 2.r !3< — 1 ) = x e(E-Hl)j? • 

- - î ^ r 

12. Il est possible d'exprimer les nombres 13, en 
fonction de z, sous forme finie. Posons, à cet effet, 

uvz= v * - 1 , Av = A v ( o / ; 1 ). 

La formule (17) devient 

— — = U0 -t- Ui Z -f- U-1 Z2 -r U3Z3 -r- . . . . 
P 

Or le second membre est symboliquement égal à 

1 i A0 z z1 A2 

1 — uz ~ i — z — z A 1 — z (1 — zf (1 — zf 

En conséquence, 

„ , fzA(o/?-1) z*tf(oP-1) z3 A3 Co^"1 ) ] 
= - / » h , - v + - T T ^ T P - + -0=7)- • ' J " 



Si, par exemple, z = 
( 3 . 6 ) 

— i , on trouve 

Bp = —— P IP — 
f M o ^ 1 ) | A3(pp-1 ) "1 

1 L ^ ^ h J 

13. Pour une forme donnée de la fonction f , la rela-
tion (16) peut être considérée comme une généralisation 
de ( 2 ) . Au lieu d'employer la première de ces formules, 
nous préférons appliquer la formule ( 2 ) à la transforma-
tion de certaines séries, plus générales que celle de Lam-
bert. On a 

n 

I — A X ' ~ L O G I — FLIB 

Donc, pour n indéfiniment croissant et x = e f, 

1 elu y a xy> 

Or il est facile de voir que 

C i V «v .rv 
|0O = I00 _L_ X > —7 

ex—a 1 — a ^v! v 

Par conséquent, 

\ 2d i — axv ~ 2d \ — 7i7< 
! 1 1 

i l o g 

1 
1 

l o g -

- Ci a ^ÇI B 2 V I 3 2 V / , I 

1 2(1 — a ) i d ( 2 v ) Î 2 v \ ®x 
X 

En particulier, 

y = „ i . y ( 4 v - i ) B i v / 
1 ' ( a v ) ! a v b>g- 1 



c'est-à-dire 
( 3 . 7 ) 

X2 XZ X h H 
-h x2 x* i H- xk 

_ Ioga 

log 

1 ( L O G Ï ) 3 ( L 0 4 ) 5 ; ¡_ J; i— 
4 48 5760 120960 

X 

On obtiendrait des résultats plus généraux en faisant 
usage de la formule (16). 

14. Il y a une liaison simple entre deux séries quel-
conques de nombres ultra-bernoulliens. Soit, en effet, 
1 — az = aÇ. On a 

.r+los- / -v 
T E A _ X + ^ 

e*—a .r-t- ioti— , -
r n — a ^ - l o g , 

d'où, en égalant les coefiicients de xP dans les deux 
membres. 

3p(z) = V ( l 0 g S 
J3\V 

p ** p-0 
En particulier, 

0 

C'est ainsi que tout nombre ultra-bernoullien peut être 
représenté au moyen des nombres de Bernoulli, propre-
ment dits. 

I V . — N O M B R E S ULTIIA-EITIJÊR TEINS. 

15. Les nombres uitla-eidèriens sont définis par 
F éga 1 i té s y 1 n bol i q ue 

( (g ...;... f )V .4- ai — i )v = o ( v — 1. a. 3. . . . 
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avec la condition initiale (50 = i , sauf pour a — 
On a, plus généralement, 

(22) f ( x -h <Ê -»- 1) -f-a f ( x -f- (6 — 1 ) = (1 -f- a) f{x)\ 

d'où Ton tire 

= 1 
1 

La forme (22)donne, en outre, 

/ ( l ) - * / ( 3 ) + Z*f(5) - . . . ± ¿ « - 1 / ( 3 / 1 - 1 ) 

f(<E)doz'>f(e -4- 2H ) 
I - .5 

r étant l'inverse de <7. On en déduit 

( ) € p ( z ) = ( 1 ~ ) [ 1 p ~ 3 / ' - f - 5pz*~ jp z* —. .. |. 

Au moyen de cette égalité, on généralise davantage la 
notion des nombres d'Euler : il faut supposer, dans ce 
but , que les quantités (b soient des fondions des varia-
bles continues p et c. 

H). Afin de représenter les nombres ultra-eulériens 
sous forme finie, soit, pour un instant, 

et remarquons que la formule { 24Ì devient, symbol i-
qnemen t, 

( I -f- Z ) Il I z 14-A 
F I-F- WLZ Z I 

-+- 2 A - f - A 2 

En vertu d'un développement connu, on peut donc 

P (' C. ') ^ ( — I Y' C o ŝ  -1 0. C O s (' V -+- T ) 0.Av(o'0, 
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en posant z — cot2f). Ainsi 

1 B p ( z ) = •-— c o s 2 8 . A ( o * ) H- c o s 8 COS3 8 .A 2 (O/> ) 

— c o s 2 0 C O S 4 Q . A 3 ( o P ) - h c o s 3 0 ç o s S O . A ^ o / 5 ) 

— c o s 4 6 c o s 6 6 . 

En particulier, nous pouvons faire G — , et nous 
trouvons la formule connue (M 

E p = — 7 [ 2 A2 ( op ) — 2 A3 ( o / ; ) -i- A4 ( o * ) ] 
4 

— [ 2 A 6 ( 0 A ' ) — 2 A ' ( O* A8(O^)] 
4~ 

— ~ [ 2 A1 0 ( OP ) — 2 Al1 ( QP ) -4- A 1 2 (' oP )] -f-

i l . Il est utile de considérer les nombres (£ comme 
des fonctions de 

1 — r. 
<JL — ' I -r- ~ 

On trouve facilement 

<£. — p., — 2 | [X4 - y,8 ;J.2 H- 0. 

(£<2 = 2 a - I , 2 0 [JL5 1 8 0 |JL3 -i- 6 I fJL. 

(£3 = 6 (JL3 5 (JL, = 7 2 0 1J.6 I 3 2 0 [J.4 -F- 6 2 2 IJL- — 6 1 . 

Ces polynômes jouissent de propriétés remarquables, 

dont nous parlerons une autre fois. ici. observons seule-

ment que le changement de z en \ entraîne le change-

ment de p en — p, et que, par suite, 

Les ultra-bernoulliens possèdent la même propriété, 
pourvu que p diffère de l'unité. Cette remarque pourrait 

(M JXouveUcs Annales. p. /¡.V. 



( ) 
servir à transformer les intégrales définies, que I on 
rencontrera plus loin. 

18. Il est évident que les nombres (£ sont des com-
binaisons simples de nombres ultra-bernoulliens ; car 

(25) « , _ , ( - * ) = 
%p sj z 

En particulier, 

'2P(lP— l)Bp— 2 
1— 1= pyj— i 

On démontre facilement cette autre formule 

(26 ) 

qui établit une liaison remarquable, au point de vue du 
calcul des différences, entre les systèmes des nombres 
!3 et (E. On reste parfaitement convaincu de l'extrême 
importance de tous ces nombres lorsqu'on cherche à 
résoudre certaines questions capitales de VAnalyse par-
titive ( 1 ) , que nous nous proposons de traiter à fond 
dans une prochaine Note. 

19. On rencontre les mêmes nombres dans des ques-
tions d'Astronomie. L'ascension droite j du Soleil est 
donnée, en fonction de la longitude x , par l'équation 

( 27 ) tan • - - a ta n £ x , 

où p = coso), co étant l'obliquité de l'écliptique. L'équa-

( ' ) Il y a, sur le sujet auquel nous faisons allusion, des travaux 
de Sylvester, Briosrhi, Battaglini, etc. Lisez, dans les Atti de l'Aca-
démie de Naples (i865). un important Mémoire de Trudi, Sur la 
partition des ttornbrcs. 
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lion ( 2 3 ) se dédouble en 

e o s ( < £ # ) = 

sin (<£ j * ) — 

c o s 3 a ? - h pt/ s i n 2 . r 

¡1 sin .r 

c o s 2 x -f- 11sin2.r 

après substitution de x s j— i à x . Cela étant, on trouve, 
en dérivant ( 27) , 

dy 

dx c o s 2 x -f- u.2 s i n 2 x 

ou bien 

(jl c o s . r c o s ( ( £ . r ) -+- s i n . r sin ((£,*•) 

dy ¡x H- 1 r . . jj. — 1 r , . . 
= c o s ( ( t — i)x - h c o s [ ( f c --f- i)x . 

dx •>. •>. ' 

D'autre part, la formule (22) donne 

,J' - ' cos[((Ê — 1 )x | — ™s[(<Ê + i).r| r- 1. 

Par suite, 

== f -h ( «x — 1 ) c o s [( (6 -h 1 )a?]. 

Ici nous pouvons introduire les nombres au moyen 
de la formule (26) , et nous trouvons, après intégra-
tion, 

- $2v-i (— tang2- ) 
y = .r -f- V ( — i V — r - ~ 

J ( 2 v I ) ! ( 2 v ] j v ' 
1 

Si l'on ordonnait le second membre par rapport aux 

puissances de tang en tenant compte de l'égalité (17), 

on obtiendrait la formule de Lagrange, exprimant la rè~ 
ductionci Vêquateur. 

A un. de Mathémat3e série, t . V. ( Ju i l l e t 1886 . ) 2 J 
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20. Il est presque v i<!<ÎÎIt que, si l'on pose 

F( x i -- a,/(.r ) — a,/(-.>.x) - - a:if ( 3x)--. . ., 
i a 

I F(o)d>ï 

/ ' 'fr 1. /( r > fh 

<(x a > ft-< „ ,, 
(•28) -!- : ^ •••-...•"• — 0 ) . 

' 0 
Eu particulier, si l'on fait/"(.r) — <?~>r, en supposant 

successivement i? 1 — (—1 )v] , on peut 
exprimer la somme qui ligure dans le premier membre 
de (9) , puis celte somme, dans laquelle on néglige les 
termes de rang pair. On parvient ainsi aux relations 

r x 

( » (—1 )/' 1 • '' - 2 / 

, #<>,,(— 11 ( )() ) ( I i/' 1 - — 
dont la première est la formule de Plana, De même, 
en utilisant l'égalité o l i obtient 

( —• 1 )/' h.> j 

2*1. La formule ( 3o ) peut èice généralisée au moven 
de ( :>. 1 ). On trouve 

Ï3 ( _ ,- ) rx>yip irosi. slogcï 
( il) ( - iV'"1 — — •>. / -'- - '—- do. •2/) . / r-'i <• -r 

53 in(oioo^) 
( )•> ) { — 1 1/' — — 2 / ^ * — 

-'o '' 

¡M Celte formule esl susceptible ci "être généralisée, et-elle devient 
a lors d'une fécondité e x t r ê m e . Nous en ferons, sous peu. quelques 
appl ica t ions à la Théorie des nombres. 



p étant positif. Si, dans la dernière formule, on veut 
faire p = o, on doit ajouter ~ au second membre. On 
obtient, dans ce cas particulier, la formule connue 

Knlin, il est évident que toutes ces relations sont ren-
fermées dans la formule; symbolicjue générale 

\ / (o)~- I - - • ' 1 (lï. 

dans laquelle on suppose que <?N'r soit l'expression sym-
bolique de f{x). On obtient cette dernière formule en 
portant les valeurs ( 3 i ) et (32) dans la relation (16), et 
en supposant mod s 1, pour n indéfiniment crois-
sant ( ' ). 

22. Toutes ces formules pourraient nous fournir les 
valeurs d'une infinité d'intégrales définies, plus ou 
moins intéressantes. Il suilirait de remplacer les nom-
bres 13 et les nombres C par leurs expressions dans 

On tire encore, de la relation [ 2.) ï 

(—1 

( 1 ) Bien entendu, la fonction f doit, ê t re telle que, p o u r / / infini, 
z"f(H~r- 0 ) tende vers zéro : cela consti tue un ensemble de condi-
tions, qui n'est pas toujours \érifi<;. 
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tous les développements cjui précèdent. C'est ainsi que 
les formules (5 ) et ( y ) donnent 

i r* e . 
cot^r — '2 I do, 

J0 e**9-i 

do (1 ), 

pourvu que l'on tienne compte respectivement des for-
mules (29) et (3o). On trouve encore 

sec;r== / — 

'0 ^ 

De même, la formule (19) devient, en y posant 
a — e~c, 

(34) sm(o t)do* -2Cosj?-f- e 1 J 0 e^—e-^9 Vt y ' 

Cette intégrale a été signalée par Poisson ( 2 ) : elle 
comprend ( 3 3 ) comme cas particulier. 

23. Remarquons, enfin, que la formule (28) donne 
naissance à un grand nombre d'autres intégrales défi-
nies. On en déduit, par exemple, 

» ' - * < * > = i f ^ j f V ' M * « - * 
De même, 

( 1 ) Ces intégrales sont fort connues : on les emploie, habituelle-
ment, pour démontrer la formule de Plana, en suivant une voie 
inverse de celle que nous venons de tracer. 

(2) Journal de l'Ecole Polytechnique, XVIIIe Cahier, p. 297. 
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en particulier, 

Plus généralement, les valeurs des intégrales múlti-
ples 

• 'o •<' «A> 

oíl 

— .rj -i- ¿r2 + ¿r7i, 9 = ot -h o* -h • • . -+- rfm 

sont respeetivement 15 Y, (' -G ) * -f- ¿ r ) r ( ) r o * ) . . . r ( ¿ r » ) ' > 

24. L'application des formules précédentes, aux 
suites qui ont pour type la série de Lambert, présente 
aussi beaucoup d'intérêt, au point de vue de la théorie 
des nombres. Ici nous nous bornons à signaler, en pre-
mier lieu, la formule 

que l'on établit à l'aide des développements du n° 2. On 
sait que des résultats de ce genre ont été obtenus par 
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divers géomètres ( 1 ), qui espéraient arriver, par là, à 
exprimer analytiquement la loi des nombres premiers. 
On a aussi 

x x-> -h 
I -H X 2 1 X" I 

Io 

'og -I 4 ' < 

On transforme sans peine ces intégrales en intégrales 
doubles, en faisant usage des premières formules du 
nu 22. On trouve, par exemple, 

\ Í . i ( a " -
- rt'O c/O . f TZ'h TÏ'V ' 

- -h e 2 

25. iNous allons enfin démontrer une autre formule, 
comprenant comme cas particuliers les transformations 
que M. Catalan a déduites de l'égalité (34) . Soit, dans 
ce but, a — x", dans la formule (20). O11 trouve d'a-
bord 

l o . . — ! — y 
I — <.rv . i -M \~x") loe: — x• 

^ ( l o g ì V i ; B 2 V I 3 2 V ( 3 7 - " ) 

I ( 2 V 

(') Voir les formules de M. Curtze dans le t. I des Annali di 
Matematica, et les transformations signalées par M. Catalan dans 
ses Recherches sur quelques produits indéfinis (p. 120). 
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puis, en vertu de la formule de Plana, 

xyj x x'2 

Â^L I — a v I — X I — X'1 ' ' * I 

X'T-L I X» 

I 1 
- I " 3 0 . r " s i n ( cp l o g a - ) 

î / i — c o s ( © c 2 7 ^ ? — i ' 10 £2f — 0 

pourvu que l'on ait égard à la formule (19), dans laquelle 
on remplace x par olog.£ et a par xn. E11 particulier, 
pour /z = r, 011 trouve la formule de M. Catalan : 

Î — 
l o ç i 

x sinC^ Iog x ) <h 
. I 1 — 1 X C o s ( © l o g X ) -r- X 2 -

É T U D E S I R L E S P A R I S DE C O U R S E S ; 

PAR M. M. DU C H A T E N E T . 

P R É L I M I N A I R E S . 

Les paris de courses peuvent se diviser en deux grandes 
catégories, les paris pour les chevaux et les paris contre 
les chevaux. Dans le premier cas, le parieur a gagné 
quand le cheval qu'il a désigné arrive premier*, dans le 
second, le parieur a gagné quand le cheval désigné n'ar-
rive pas. Ces deux espèces de paris sont la conséquence 
naturelle l'une de l'autre; leur existence est simultanée; 
l'une forme la contre-partie nécessaire de l'autre. 

On dit encore qu'on prend les chevaux ou qu'on les 
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donne. Celui qui parie pour les chevaux est le preneur, 
celui qui parie contre eux est le donneur. Ce pari peut 
fort bien être comparé h une opération de bourse à 
terme; le preneur joue le rôle d'acheteur, et le donneur, 
celui de vendeur. 

La base des paris de courses est la suivante : Le pre-
neur d'un cheval parie un enjeu P qu'il arrivera pre-
mier; mais, comme plusieurs chevaux doivent prendre 
part à la course en question et que leurs qualités res-
pectives ne sont pas les mêmes, on conçoit que la pro-
babilité que le cheval désigné a d'arriver varie suivant 
le nombre et les qualités de ses concurrents. Si le pre-
neur gagne, il devra donc recevoir, après avoir retiré 
son enjeu, une somme Q, généralement différente de P. 

Nous admettons comme un axiome que, dans tout 
pari équitable, si les chances que plusieurs parieurs ont 
de gagner une certaine somme sont égales, leurs enjeux 
doivent aussi être égaux. Si cj joueurs peuvent gagner 
une somme S à chances égales, leur mise devra être 
S . , I et la probabilité que chacun d'eux a de gagner est 

Si une seule personne se substitue à p joueurs, pour que 

le jeu reste équitable, il faudra qu'elle fournisse p en-

jeux égaux à soit une somme ~ S ; elle acquiert donc 

la probabilité ^ de gagner. 

Nous voyons donc que, dans un jeu ou pari équitable, 
l'enjeu de chacun des joueurs ou parieurs doit être égal 
au produit de la somme qui sera dévolue au gagnant, par-
la probabilité qu'il a de l'obtenir. La somme S étant 
formée de la réunion des enjeux contient aussi celui du 

gagnant; le bénéfice réel sera donc S^i — 

Le produit—S porte le nom <T espérance mathéma-
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lique du joueur. Dans un jeu équitable, l'enjeu doit être 
égal à l'espérance mathématique. 

Soit une course à laquelle doivent prendre part plu-
sieurs chevaux. On les donne et les prend aux cotes 

c, d, . . . . Cela veut dire que, si le cheval qui a été 
pris arrive, le preneur recevra, après avoir retiré son 
enjeu, une somme égale à a, ¿ , c, d, . . . fois cet enjeu. 
Si le cheval a pour cote m et que l'enjeu ait déjà été 
fourni, le preneur touchera donc une somme égale à 
m -f-1 fois l'enjeu ou (m 4- i ) P . 

Soit ¡JL la probabilité de gagner; l'espérance mathéma-
tique sera, d'après ce que nous avons dit, ¡ji(m + i ) P ; 
or, comme elle doit être égale à P, il s'ensuit que 

i i 
¡JL = ou ni = i . 

M -H Î JJL 

Si la cote est bien faite, la probabilité d'un cheval est 
égale à l'inverse de sa cote augmenté de l'unité, et sa 
cote à l'inverse de la probabilité diminué de l'unité. Ces 
deux éléments peuvent donc être déduits très facilement 
l'un de l'autre. 

La conséquence de ce qui précède est qu'on devra 
avoir, entre les cotes de tous les chevaux engagés pour 
une même course, la relation suivante 

I I T i 
f u ¡_ . < . _ ! 

a -+- i b -H i c -t- i ci -t- i 

ou, en écrivant d'une manière symbolique, 

i _ 
a -hi ~ 

Dans la pratique, il n'arrive presque jamais qu'il en 
soit ainsi. En effet, les cotes, puisqu'elles sont fonction 
de la probabilité, n'ont rien d'absolu et peuvent varier 
d'une personne à l'autre suivant que sa connaissance ou 
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son appréciation des qualités de tel ou tel cheval ou de 
ses bonnes dispositions la porte à avoir plus ou moins 
de confiance en lui. On comprend aussi que les cotes 
doivent varier sur le marché suivant les lois bien connues 
de l'offre et de la demande. Il est évident que, lorsqu'on 

aura ^ i , l'ensemble des paris devra être favo-

rable aux donneurs et que, lorsqu'on aura ^ - i , 

il sera favorable aux preneurs. L'une ou l'autre de ces 
inégalités sera vérifiée suivant que l'influence des uns 
ou des autres l'emportera sur le marché. 

Quand on a ^ ^ T ^ > i . on peut écrire 

jLà a - t- i î + M, 

M étant un nombre, c'est-à-dire une grandeur essentiel-
lement positive. Ce nombre M, par analogie avec ce qui 
se passe dans le cas des assurances, a. reçu le nom de 
chargement ( L . D O R M O Y , Journal des Actuaires fj'aïi-

çais, t. 111, 1874). Si, au contraire, ^ ^ ' < 1, 011 

pourra écrire ^ ^ 1 ^ = 1 — N , N étant 1111 nombre que 

11011s appellerons, dans ce cas, le déchargement. L'avan-
tage des donneurs de chevaux augmentera en même 
temps que le chargement, et celui des preneurs en même 
temps que le déchargement. 

O11 appelle faire un livre disposer ses paris pour ou 
contre les chevaux, de manière à obtenir un bénéfice 
certain, quel que soit le résultat de la course. Un livre 
bien fait est, d'après ce qui a été dit, incompatible avec 
un jeu équitable ; car, lorsque les cotes présentent un 
chargement ou un déchargement, les enjeux ne sont plus 
tous égaux à l'espérance mathématique. 
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Il est certain que l'opération du parieur qui donne 

tous les chevaux au public, suivant son livre, ne consti-
tue pas un jeu équitable si l'on considère le public 
comme une même personne-, mais, quand un parieur 
vient prendre un cheval à une cote /7z, c'est que, suivant 
son appréciation, sa probabilité de gagner est supérieure 

à Le jeu ne serait équitable que si le preneur 

croyait la probabilité égale à » dans ce cas, 

il n'aurait plus intérêt à prendre le cheval. On peut donc 
dire que d'aucun côté le pari n'est équitable, parce que 
l'appréciation du cheval, d'où dérive la cote et qui do-
mine toute la question, varie d'une personne à l'autre. 

Les paris que l'on peut faire à propos de courses pour 
ou contre les chevaux sont extrêmement variés. Nous 
examinerons un certain nombre d'entre eux. 

I. — Livre du preneur de chevaux. 

Soit une course dans laquelle différents chevaux sont 
engagés et dont les cotes sont c, d, . . . . Cherchons 
quels enjeux x, y, z, . . . on devra parier pour chacun 
d'eux, de manière à obtenir un bénéfice A si le cheval 
coté a arrive, B si c'est celui coté Z>, etc. 

Il suffira, pour cela, d'écrire que la somme à recevoir, 
qui est ( < 7 + i ) x , y compris la mise, est égale à la 
somme de tous les enjeux augmentée du bénéfice. Nous 
obtiendrons ainsi, en appliquant le même raisonnement 
à l'hypothèse où chacun des chevaux arriverait premier, 
le système d'équations suivant 

/ ( a - t- i ) x — x — y -h z —•.. . — A, 

( b -r- I )y — x -h y -i - z . . . -r B, 
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on aura autant d'équations qu'il y a do chevaux, c'est-
à-dire le nombre nécessaire pour déterminer toutes les 
inconnues. 

On en déduit, en les combinant deux à deux, 

( a -4- i )T -f- B — A (a -4-1) r -4- G — A 
, , . . . . 

En portant ces valeurs dans la première équation du 
système, on obtiendra la valeur de x et par symétrie 
celles des autres inconnues. Les solulions seront 

y ^ 

I 1 1 « 
a h- i 6 + 1 c -h 1 
A B G 

a ~ 1 b-r- 1 1 T~ ' ' ' 
C I 

1 l 
1 . . i 

a —r~ I b I c - r l 
A B G 

a -H 1 C -h T 
i 1 1 

a -h-1 b + ï C -h I 

6 - H I 

-f- G 

E11 adoptant l'écriture symbolique suivante et en in-
troduisant la valeur du déchargement, les formules de-
v i endront 

Î * = ( I 2 A ) ' 

( •>. ) ' " \NiUrt - r I / 6 -h l 

E11 faisant la somme x -1-yr + z -i-. . . , nous aurons 
la somme à verser entre les mains du donneur s'il l'exige, 
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c'est-à-dire le capital employé à l'opération. Il est égal à 

N ^ a - n 
Le rendement de l'opération, c'est-à-dire le rapport 

du gain au capital employé, sera, si c'est le premier ehe-
A N val qui arrive, : 

1 ' Y A 
Z*à a — i 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit 
que les valeurs trouvées pour x, y, z, . . . soient toutes 
positives. 

Le simple examen des formules ( 2 ) montre que cette 

condition sera satisfaite quand on aura ^ ^ 1 1, 

c'est-à-dire quand il y aura un déchargement. 

On peut montrer aussi que le déchargement est néces-

saire. En effet, supposons ^ 1 î a l ° r s ? pour que 

la valeur de .r, par exemple, soit positive, il faut que 
y _ L _ ' y _ L > , 

jmmi a -H J A a - r - 1 

Pour que celles dey, z, . . . le soient, il faudra que des 
inégalités analogues soient satisfaites, obtenues en rem-
plaçant A par B, C, . . . . Soit A la plus petite des gran-
deurs A, B, C, . . le produit x " S ^ T s e r a composé 
d'une somme de fractions dont l'une aura pour numéra-
teur l'unité, et les autres des numérateurs tous supé-
rieurs à l'unité-, ce produit sera donc supérieur à 

^ — — » et le premier membre de l'inégalité à satis-

faire sera négatif, ce qui conduit à une absurdité. 
La seule condition de possibilité du problème est donc 

l'existence d'un déchargement. La somme à employer 
sera alors inversement proportionnelle au déchargement; 
et le rendement lui sera proportionnel. 
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Des formules générales ('?.), nous pouvons déduire 

quelques cas particuliers intéressants, qui correspondent 
à des applications pratiques. 

Supposons que le preneur veuille obtenir un bénéfice 
uniforme quel que soit le cheval qui arrive. Il suffira, 
dans les formules (2), de faire A — B = C = . . . = Q. 
Les valeurs des enjeux se simplifient et deviennent 

r Q 1 Q 1 Q 
( ) - . > y = > A • - - - -(( H- i \ • b ----- I c -j- I X 

Le capital employé sera égal à — 1 ^QÎ e t r ( , n" 
1 N d é m e n t a ^ • 

Les enjeux devront être, comme précédemment, pro-
portionnels à la probabilité et au bénéfice cherché, et 
inversement proportionnels au déchargement. 

La probabilité que les divers chevaux ont d'arriver 
est loin d'être la même, et, dans une même course, les 
cotes présentent presque tou jours de grandes différences. 
M y a donc tout intérêt pour le parieur à disposer ses 
enjeux, de manière à recueillir des bénéfices d'autant 
plus forts que le cheval qui y donnera lieu a une plus 
grande probabilité d'arriver. 

Le parieur dispose complètement des grandeurs A, 
B, C, . . . • il peut choisir à son gré le bénéfice qu'il veut 
réaliser sur chaque cheval. Il pourra donc fixer, comme 
il lui plaira, une relation entre A, B, C, . . . et a, Z>, 
(\ . . . . Supposons que le gain que l'on veut obtenir sur 
un cheval soit proportionnel à la 7z,(,m> puissance de la 
probabilité qu'if a d'arriver. Il suffira, dans les for-
mules (2) , de faire 

A '' I'. , . C . 
( *f - • ( b H- 1 )n ( C — I )" 

p étant un nombre quelconque qui restera à la disposi-
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Le capital employé sera 

p y ! 
N ( a -+-1 )/ i+1 

Les enjeux ne seront plus proportionnels à la proba-
bilité, mais ils varieront dans le même sens. Ils seront 
proportionnels à que l'on pourrait appeler le coeffi-
cient caractéristique de l'opération. Etant donné le ca-
pital S dont on dispose et que l'on veut engager dans 
l'opération, on pourra en déduire />. On aura, en effet, 

NS 

Quand on fait au preneur l'obligation de verser le 
montant de ses enjeux, celui-ci a tout intérêt à adopter 
la combinaison qui demandera l'emploi d'un moindre 
capital. Il est des parieurs qui renoncent à obtenir un 
bénéfice quel que soit le cheval gagnant, et qui, en s'ar-
r ange a nt de manière à ne rien perdre en toute hypo-
thèse, ne cherchent à gagner que sur un ou plusieurs 
chevaux en qui ils ont particulièrement confiance. Ce 
mode d'opérer repose plus que les précédents sur l'ap-
préciation personnelle des chevaux engagés; il consiste 
à parier pour les gagnants qui paraissent les plus pro-
bables et à se couvrir sur les autres. 

Ce cas particulier peut encore se déduire des for-
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mules (a) . Supposons qu'on veuille gagner des sommes A 
et H sur les chevaux cotés a et Z>, et seulement se couvrir 
sur les autres. On fera C — o, D = o, . . . , et les va-
leurs des enjeux auront pour expression 

! 
! X 

( ) 

= [ 1 ( A JL_\ , A1 1 
[ M \ a -h-1 ^ Z> -r-1 / J a ~ i 

b -h i 

Le capital employé sera 

I / A B 

N \ a -i- i b —! i 

On peut, tout en acceptant l'idée de ne faire un béné-
fice que sur des chevaux déterminés et de se couvrir sur 
les autres, vouloir que ce bénéfice soit uniforme en toute 
hypothèse favorable. On fera, dans les formules (5), 
A = B = Q, ce qui donnera 

j\ \ a i b -i-i / a -n- i 

((i) < N 

O 
b^r I Jb-r-

N \ a 1 b -+-1 Je-h i 

Le capital employé sera 

l\ \ a i b-t-i J 

Supposons enfin qu'on veuille obtenir sur deux che-
vaux, tout en se couvrant sur les autres, un bénéfice 
proportionnel à la n[{me puissance de la probabilité de 



( 33 7 ) 
l'obtenir. Les formules deviendront 

! 
X : 

P r i i N i i 

] 1 T , N 1 I 

1 ^ £ f 1 1 1 1 

f ÎN [(«-f-i)'*"*"1 (6 + i ) ' l + 1 J c + r 

Le capital employé sera 
T \ ! ^ L _ L . N [ ( a + i ( b - h j )"-+-! J 

Prenons un exemple numérique et appliquons-lui 
chacune des quatre méthodes que nous venons d'exposer. 
Soient six chevaux engagés dans une course et offerts 
aux cotes suivantes : 

2 3J7 4 , 7, 12, 16. 

Ces cotes correspondent à un déchargement de o , 0 5 . 
Supposons que nous voulions gagner sur ces différents 

chevaux ioo fr, 1 20fr, i3o f r , pofr, 8o ir, Nous devrons 
disposer nos enjeux comme il suit : 

564 f r ,5o, 474 f r ,85, 429 f r ,35, 263 f r ,35, i 6 i f r , 3 o , i22fr,7r>. 

Le capital employé sera 
2 0 l 6 f r , 1 0 . 

Si nous voulons gagner ioo f r dans la course, quel que 
soit le cheval qui arrive, nous devrons placer nos mises 
de la manière suivante : 

533 f r ,35, 444fr, 45, 4oofr. 2 >ofr. i53 f r ,85. T 17^ ,65. 

Le capital employé sera 
i 9 oo f l , 

en nombre rond, et le rendement de l'opération 

Ô,O52 011 

soit un peu plus de 5 pour 100. 
Ann. de Mathémat3e série, t. V. ( Juillet 1886.) 22 
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Si nous vouions obtenir sur chaque c h e v a l un béné-
fice proportionnel à sa probabilité d'arriver, nous pla-
cerons nos enjeux comme il suit, en faisant p — 100, 

joOfr,5o, 87 f r , ;5, 78 fr;5o, 48fr, 15? 29fr.2'j, 22fr,a5. 

Le capital employé sera 

372fr,4o; 

le bénéfice sera, suivant le gagnant, 

'.¿6f,',65, 2i f r ,4o, 20fr, i2 f r, 5o, 7 f r,5o, 5f,',9o. 

Si nous voulons gagner iooh et î 20tr sur les deux pre-
miers chevaux susdits en nous couvrant sur les autres, 
nous disposerons ainsi nos mises : 

3n f r ,o5 , îi63fr,65, 2i3 f r ,3o, i33 fr,3o, 82fr,o5, 6-2tr,y5. 

Le capital employé sera 

ïoG6fr, io. 

II. — Livre du donneur de chevaux. 

Nous avons vu que l'existence du déchargement était 
indispensable pour que le preneur puisse faire un livre. 
Dans la pratique, il est très rare qu'il en soit ainsi : les 
cotes présentent presque toujours un chargement assez 
important, c'est-à-dire qije les conditions générales des 
paris sont favorables aux donneurs. 

Comme le preneur de chevaux touche ordinairement, 
en cas de gain, une somme beaucoup plus forte que celle 
qu'il a exposée, et que cette perspective exerce sur la 
grande majorité des hommes une séduction spéciale, 
une espèce de fascination, il n'est pas étonnant que le 
public fasse un certain sacrifice pour prendre une posi-
tion qui lui est particulièrement agréable. D'autre part, 
les paris contre les chevaux ont seuls fait l'objet d'une 
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industrie organisée, celle des bookmakers; on devait 
donc s'attendre à voir ces derniers prélever sur leurs 
opérations un bénéfice déterminé, dû au chargement, et 
analogue à la commission d'un intermédiaire, au courtage 
d'un agent de change. 

Soient c, . . . les cotes de divers chevaux en-
gagés dans une course 5 cherchons quelles mises x , j y 

s , . . . le donneur pourra accepter de manière à obtenir 
un bénéfice A si le cheval coté a arrive, B si p'est celui 
coté etc. 

Celte question est immédiatement résolue au moyen 
des équations (1) qui nous ont servi à étudier la position 
du preneur. Si, au lieu d'un chargement, il existe un 
déchargement M, il suffira de changer, dans ces équa-
tions, le signe de A, B, C, . . . , et les formules générales 
donnant la solution du problème seront 

Le capital engagé dans l'opération par le donneur sera 

Si l'on compare les formules (2 ) avec les formules (6) , 
on est frappé de ce fait remarquable que les valeurs de 

z, . . . peuvent devenir nulles dans les dernières. 
Le donneur pourra donc faire un livre en opérant seu-
lement sur une partie des chevaux, au lieu que le pre-
neur ne pourra en négliger aucun. 

Si le donneur veut obtenir un bénéfice uniforme Q. 

(6) 

J_ V - A 
M 2d a -1-1 
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quel que soit le cheval qui arrive, on fera, dans les for 
mules, A = B = C = . . . = Q, et elles donneront 

Q i Q i Q i 
M A -+-1 J M 6 + I M C + I 

Le capital engagé sera 
. + M 

et le rendement 
M 

M 

Si l'on veut réaliser sur chaque cheval un gain pro-
portionnel à la 7zieme puissance de sa probabilité d'ar 
river, on se servira des formules suivantes : 

| X ~ a i [M ^ ( a -i- i 1 ~~ (a '+7)" J? 

( 8) < ^ = b h- i [M ^Li (a ~ (è + i)«] ' 

a = - j L _ f j . y . j ! — 1 , 

V 

Le capital engagé par la contre-partie sera 

2 
P 

Si l'on veut obtenir un bénéfice A et B sur deux che-
vaux en se bornant à se couvrir sur les autres, les for-
mules donneront 

[ 1 / A B \ _ v ] _ L _ 
|_ M \ a -\r i b -+- I / ' J A + I ' 

= [ I + Ï ) ~ B ] ¿ ^ 7 ' (9) ' ' 
I / A B \ I 

z — 
M \ a + i 
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Le capital sera 

i / A B \ 

M \ a 1 b-f- i / 

Si le bénéfice que l'on veut faire est le même sur les 
deux chevaux, les formules deviendront 

y I 
( io) ' 1 M \ a h- î b -h i ] b -h i 

. _ Q / I , I \ « 

a -f-1 

i i 
a h- î ' '¿-hi 

i i 

a -h i 

M 

Le capital sera 
Q L * 
M \ a -f-1 b -h i 

Si, enfin, on veut obtenir sur deux chevaux un béné-
fice proportionnel à la /¿ieme puissance de la probabilité, 
on aura 

( i i ) < 7 

f = £ [ 1 

= p\ ' 
M L o - f - i ) ' ^ 1 

i M 

(b- +-i)*+i ( a - f - i)« 

i M 

(b - i)» 

i M 
{b- f i ) t t + 1 (c + o r 

Le capital sera 

[ ( a - w ) ^ 1 (è + i ) « ^ ] ' 

Deux personnes qui font un pari se bornent très sou-
vent à l'inscrire et le règlent après la course. Mais il 
arrive aussi, et toujours avec les bookmakers qui opèrent 
sur le champ de course, que le donneur reçoit à l'avance 
le montant du pari des mains du preneur. Nous avons 
indiqué, dans chaque cas, la somme qu'il avait à rece-
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voir. Si, au contraire, le donneur avait à verser à l'avance 
le montant de son pari, cette somme serait représentée par 

dx -h by -f- cz - h . . . , 

ce qui donnerait, dans le premier cas, 

et, dans le second cas, 
Q y a 

111. — Chevaux placés deuxièmes. 
La coutume est de parier que tel cheval arrivera ou 

n'arrivera pas premier. Cependant, piiisque les paris de 
courses reposent sur l'appréciation des qualités des che-
vaux, il est aussi naturel de parier que tel cheval arri-
vera ou n'arrivera pas second. 11 y a donc lieu de se de-
mander quelles doivent être les cotes de second a!, b\ c\ 
d\ . . . des chevaux engagés dans une coiirse et qui ont 
pour la place de premier les cotes a, Z>, c, d, . . . . 

Les cotes de second ne sont pas définies sur le marché, 
et il faut pouvoir les déduire de celles que l'on connaît. 
On ne peut indiquer aucune relation rigoureusement 
exacte entre ces différentes espèces de cotes. Celles de 
premier sont, en effet, essentiellement liées les unes aux 
autres, et, si l'on supprime un cheval de la course, leurs 
valeurs relatives doivent changer. Nous admettrons, 
Comme l'idée la plus naturelle, que les cotes de second 
restent proportionnelles à celles de premier. 

Dans ce cas où le cheval coté h arrive premier, la pro-
babilité, pour que le cheval coté a arrive second, sera 
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OU 

T 

a -+• i 
i 

I + M -

et, pour que ces deux événements arrivent à la fois, la 
probabilité sera le produit de celle de chacun d'eux, soit 

T r 
FT 

M -

De même, pour que le cheval coté a arrive second, lé 
cheval coté c arrivant premier, la probabilité est 

a — r c i , 
I — M -

La probabilité cherchée sera la somme de toutes ces pro-
babilités partielles, ou 

i 
b T C -r- 1 d -4- 1 

M - - I M — -— I R M — — I -

b -+-1 c -+-1 d -h 

ce qu'on peut écrire symboliquement 

T i i / V^ a -h i I 2 ) > — 
a -h i a -î- i \ ^MÉ ^ ^ ^ a 

En faisant la somme des probabilités qu'ont les chevaux 
d'une même course d'arriver seconds, nous obtiendrons 

1-4- M . 

Le chargement ou déchargement ne sera donc pas mo-
difié, ce qui rend assez plausible l'hypothèse adoptée. 
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a! i Âêâ a -h i 

La formule (12) permettra de calculer les cotes de 
second en fonction des cotes de premier. On pourra se 
proposer sur les chevaux seconds les mêmes questions 
que nous avons déjà étudiées. Le livre se fera de la 
même manière au moyen des nouvelles cotes. Le char-
gement ou déchargement étant le même, si une des ca-
tégories de parieurs était avantagée par les premières 
cotes, cet avantage persistera avec les secondes. 

Prenons un exemple numérique. Soient cinq chevaux 
figurant dans une course avec les cotes 1 3, 4j 71 9̂  
qui correspondent à un chargement de 0,0^5. Les cotes 
dé second seront, à très peu près, 

. , 1 ,,3 3 i _ 

On voit qu'elles diffèrent notablement des précédentes*, 
les unes sont augmentées, et les autres diminuées. Cela se 
comprend facilement, car un cheval peut très bien avoir 
une probabilité plus grande pour arriver premier que 
second. 

1\ . — Chevaux placés troisièmes. 

Les paris sur les chevaux placés seconds ont parfaite-
ment leur raison d'être-, car, la première place étant gé-
néralement à la*ii 11 de la course disputée par deux che-
vaux seulement, le cheval arrivant second est réellement 
celui qui a le plus de valeur après le premier; mais il 
n'y a presque jamais lieu de parier sur les chevaux placés 
troisièmes. Cependant, dans les courses importantes, 011 
fait au second des avantages notables, de telle façon que 
la seconde place se trouve ordinairement disputée par 
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deux chevaux; on peut, dans ce cas, parier sur le cheval 
placé troisième. Nous rechercherons donc quelle proba-
bilité un cheval a d'arriver troisième, afin de fixer sa 
cote de troisième. 

Soient a, e, rf, . . . les cotes de premier. Nous sa-
vons comment on en déduit les cotes de second a!, b', c', 
d!, . . . . Cherchons la probabilité qu'a le cheval coté a 
d'arriver troisième. Supposons que le cheval coté b soit 
premier; la probabilité de cet événement est 

i 
¿T~Ti * 

Supposons, en outre, que le cheval coté c soit second; 
la probabilité est 

et, pour que les deux événements arrivent à la fois, la 
probabilité est 

i i 
~b -+- i c' + i* 

Alors, pour que le cheval coté a soit troisième, en ad-
mettant toujours la même hypothèse déjà adoptée, la 
probabilité sera 

i 
a + i 

i i i h ! h- • • 
a -T- i cl-T-ï e -+- i 

Nous représenterons cette fraction par La proba-
bilité du triple événement sera donc 

b -H I c -f- 1 

Mais, le cheval coté b étant premier, tous les autres, sauf 
celui coté ai peuvent ctre seconds; nous aurons donc la 
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s o m m e 

i 1 ( >T P/>c r- , 1 
6 H- i \ c -h- i rf-i-i e - h i / 

Tous les chevaux peuvent être premiers avec les proba-

bilités —1—? - , •-> • •• Nous devrons donc coui-
c - r - 1 a-r- f e - h i 

biner la place de premier de chacun d'eux avec celle de 
second de tous ceux qui restent, sauf celui coté a. La 
probabilité cherchée aura pour expression 

b ' > ( C' . ' . , ^ ,/ V ï + , 4 7 , v • /' ' • I V / • • • ) 

- ' ( -,-R - PFA - : , ' V „ , -R- , ' P „ -I- .. ' P - R - . . . ) c i \b — i d r i e -i- i y — i / 

- -, ( T7 P r/ - , Pr/r — -y— d̂e ~r- >7-— • • • ) / a -t- i \b -f-1 c -:- i e 4- i / -t- i / 1 

- ( y-,—-- P ^ - H - , 1 - Vec - y-- p ed ^ 7r — f-+-'-) \ e - 4 - i \b ---- i c i a - f - 1 / - h i / 

• • i 

Cette expression est beaucoup trop compliquée pour 
qu'elle puisse avoir quelque utilité pratique. 

\7. — Chevaux placés dans les deux ou trois premiers. 

Si l'on parie peu sur les chevaux placés seconds ou 
troisièmes, il est un genre de pari très fréquent, c'est 
celui que l'on fait sur les chevaux placés. Le preneur 
parie que le cheval qu'il désigne arrivera dans les deux 
premiers ou dans les trois premiers, sans préciser, du 
reste, l'ordre d'arrivée. 

Prenons d'abord le cas d'un cheval placé dans les deux 
premiers. Nous pourrons facilement, d'après ce qui a 
été dit, examiner les conditioiis d'un pareil pari. La 
probabilité sera égale à la somme des probabilités pour 



( 34 7 ) 
que le cheval arrive premier et second, ou 

i i 
a i ar h- i 

On aura donc, en appelant aK la cote qu'il faudra prendre 
pour ce genre de pari et en remplaçant a! par la valeur 
précédemment obtenue, 

• 14 » 1 = 1 ( I - + - Y -a ! -i- I a I l Jmà ^ 

En faisant la somme de toutes les probabilités, on 
aurait 

1 y . • y M U at -- i a -h ] Jmd. a i 

Le parieur qui fait son livre pour prendre ou donner 
tous les chevaux devra gagner ou perdre sur deux d'entre 
eux. Le chargement ou déchargement sera donc double 
de sa valeur pour le pari sur un cheval. L'opération serait 
donc plus avantageuse pour le parieur qui pourrait réussir 
à faire un livre complet. 

Soient trois chevaux présentant les cotes i , i i , 4 
correspondent h un chargement de o, i o. Ces cotes, pour 
les mêmes chevaux placés dans les deux premiers, de-
viendront 

_U_ _2J_ ÎOJ 10 0' 100' 100* 

Dans les courses importantes, on fait des paris sur les 
chevaux placés dans les trois premiers, quel que soit 
leur ordre d'arrivée. Lâ probabilité de chaque cheval 
sera encore la somme des trois probabilités pour les trois 
places qu'il peut occuper. (A suivre.) 
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SUR LA LIMITE DE LORS(|LE p E T q P A R -

COURENT T O U T E S L E S VALEURS E N T I È R E S P O S I T I V E S J U S -

QU'A n E T m R E S P E C T I V E M E N T , E T QUE « E T M AUGMEN-

T E N T INDÉFINIMENT, TANDIS QUE L E U R R A P P O R T TEND 

V E R S UNE LIMITE D É T E R M I N É E ; 

IJAR M ; J . - B . P O M E Y . 

Je considère la série harmonique 

Soient S,„ la somme de 

ses Jii premiers et lâ somme 
de ses ?i premiers termes. Je suppose que m et n 
tendent vers l'infini, n restant supérieur à m, et le rap-
port — restant fini. Alors oil a lini(Sw — S m ) — log 

en mettant ( — ) pour l im~ • \m/ 1 m 
On peut le démontrer ainsi i Stt—- Sni est la limite de 

1 1 1 

(n - r - 1 " ( n 4- m i + ? 1 

pour p = o. Supposons p positif} la série ^ 1 Par~ 

courant toutes les valeurs entières positives, est conver-
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gentc, et l'on peut écrire 

S „ — S m = lim — ; • . 1 
L i n - M ) 1 ^ J 

— lim f - ? 1 - 1 

Je vais calculer chacune de ces limites. 

Soit y = ^ u n e courbe rapportée à deux axes rec-

tangulaires. J'ai 
s»-h» 

y dx — 
j : p i? 

Or la valeur de cette intégrale est représentée par 
l'aire comprise, du côté des x positifs, entre l'axe des x, 
la courbe et l'ordonnée x = i. 

Considérons les rectangles qui ont pour côtés respec-
tivement les ordonnées des points dont les abscisses 
sont x = i, i -4- i , . . . , et les distances égales à i qui 
séparent ces ordonnées. 

Il suffit de faire la figure pour voir clairement que 
l'aire de ces rectangles sera au total supérieure à 

r* oo 
l'aire / y dx. La somme des aires de ces rectangles est 

¿i+p ' (¿ .^y+p . 

Si nous considérons de même les rectangles qui ont 
pour côtés les ordonnées des points dont les abscisses 
sont ¿ 4 - 1 , i 4- 2, . . . , et les distances égales à i qui 
séparent les ordonnées x = i 4 - 1 et x = z, 1 = 1 + 2 
et x = i 4- 1, . . . , 1 a somme des aires de ces rectangles 
sera égale à 

(i + Oi+p {i-r-'iy+ï 
00 1 

' y dx —^ 
i " 
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Donc J y dx sera compris entre les aires des deux 

séries de; rectangles, et l'on peut poser 

6 étant compris entre o et i . 
Il en résulte que, étant de même compris entre o 

et Ï , on aura 

S ̂n S m = 

m et n étant inlinis. 
Je passe; à la limite pour p - - o et j'ai à trouver la 

limite de 
\P : ( ± y _ i ( i y 

c \ m ) p \ ri J 

i\ous aurons le résultat en considérant le rapport des 
dérivées en p, il reste 

\ m ] m \n J n 

Donc, pour p = o, il reste 

C. Q . F . D. 

i . r n dx Autre démonstration. — Si l'on considère / > 
J x ^ m 

c'est l'aire comprise entre l'axe des x , les ordonnées 

x = m, x = n et la courbe y = En considérant deux 

séries de rectangles (qu'on pourrait peut-être appeler 
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inscrits et circonscrits), 011 obtient 

ïim(—— H r ± 
\ //i —î- i m M- 'i n} J x \ / .j m 

(ni et 72 étant infinis). 
Ce procédé revient à faire p = o dès l'abord dans la 

démonstration précédente. Seulement on doit considérer 
rn dx , r~dx r*dx r~dx . ~ . 
I - - au lieu de / / —7 car / — e s t inhni. 

•'m X ¿m X ^n X Jm X 

rn dx , n Or / — ne dépend que de — ; car, posant x = mx\ 
« tu ** 

j ' a i n 
rndx _ r»idx' 

Xn T X ' 

Si — reste iini, la somme considérée a une limite. Or, m 
en posant 

, - . . . + 1 
— m* -f-1 m -f- 2 n m 

— ( i • .-i-\ m -1-1 m -r- 2 p / 

+ • ' . . . . : ! ) , 
\p-T-I p^r'2 II) 

011 a 
fn = f P • m m 

Posant lim — ~ , x r , lim — = x , il vient m J 1 m 7 

lim - = y P 

et, par suite, 
fxy = fx^rfy\ 

de sorte que l'on voit que la limite de la fonction 

1 1 1 h . . . H > 
m t 1 m -+-1 n 
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où n et m augmentent indéfiniment, ^ tendant vers une 
limite déterminée, est égale à 

.. \ m 
lim - — pour p = o, 

n 
/ m 

et jouit de la propriété caractéristique des 

logari tlimes fxy ~ fx ~,/y-

E R R A T A . 

TOME IV ( 3 E SÉRIE) . 

Page 559, ligne 7, après diviseur, lisez carré. 
» 1 2 , au lieu de 1 0 " ' — 1 - h , lisez iom— 1 -f- r. 

Page 56o, ligne i5, au lieu de en, lisez e3n. 
Page 564, ligne i3, les crochets sont inutiles. 

» » 17, au lieu de lisez 
» Dans les énoncés des Questions 59, 60, Gl, nous avons 

oublié de dire que les entiers, dont la somme des carrés est une 
puissance, doivent être premiers entre eux. Dans quels cas cette 
restriction'devient-elle superflue ? 

Page. 565, ligne 4> Ie dernier exposant n'est pas 11%, mais u„. 

TOME V ( 3 E SÉRIE ). ' 

m2 s2 
P. 131, ligne 5, au lieu de — ? lisez ' b ' s2 m2 

P. 138, ligne 5, en remontant, au lieu de ou, lisez où. 

P. 5;4, lignes 1 et 3, en remontant, mettre en dénominateur la 
lettre TZ. 
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SUR LA THÉORIE DD PLANIMÈTRE D'AMSLER; 

P A R M . A R T H U R T H J R É , 

Ancien élève de l'École Polytechnique, 
Professeur à l'École des Mines d'Ouro-Preto (Brésil) . 

On connaît l'ingénieux planimètre imaginé par 
Amsler pour la mesure des surfaces limitées à des 
courbes planes. Il se compose essentiellement { j ig . i) 
de deux branches CI, AIB articulées en J, et d'une rou-
lette B dont l'axe est la branche AIB. Les extrémités C 

Fig. i . 

et A des deux branches sont munies de pointes. Quand 
l'instrument est placé sur un dessin, ses trois points 
d'appui sont les pointes C, A, et la roulette B. Les 
branches CI, AIB sont parallèles au plan du dessin; les 
pointes C et A lui sont perpendiculaires; le plan moyen 
de la roulette lui est aussi perpendiculaire. La pointe C 
est aiguë*, on peut la fixer en l'enfonçant légèrement 
dans le dessin et même dans la planchette sur laquelle 
est collé le dessin : c'est le pôle du planimètre. La 
pointe A est une simple pointe sèche ou style, destinée 
à suivre le contour d'une figure tracée sur le dessin. 
Lorsque, maintenant fixe la pointe C, on fait parcourir 
à la pointe A un arc de courbe quelconque, on déter-

Ann. de Mathémat., 3e série, t. V. (Août 1886.) 23 
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mine un certain roulement de la roulette 5 la valeur de 
ce roulement et l'aire de certaines surfaces qui dépen-
dent de l'arc de courbe parcouru sont liées par une re-
lation assez simple que nous nous proposons d'établir, 
et d'où se déduit la théorie du planimètre. 

Soient ( f i g. 2) C le pôle du planimètre, A la pointe 

F ¡{T. •). 

\ 
\ 

\ 
I 

/r 

/ 

mobile, CI, AIBles deux branches du planimètre, arti-
culées en I . 

La roulette a son centre en B à l'extrémité de la 
branche AIB. 

Je désignerai par a la longueur IA, b la longueur IB, 
c la longueur IC, p le rayon vecteur variable CA. 

Dans le triangle CIA, on a 

a — c < p < a - h c. 

Il en résulte que, si l'on décrit deux circonférences 
du même centre C avec les rayons (a — c) et (a + c), 
la pointe mobile A sera située nécessairement dans l'es-
pace annulaire compris entre ces deux circonférences 
limites que je représente en XX et V. J'appellerai cet 
espace annulaire la zone d'action du planimètre. Pour 
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que l'on puisse faire suivre à la pointe À un certain are 
de courbe, il faut que cet arc soit tout entier contenu 
dans cette zone d'action. 

Imaginons que la branche CI reste fixe et que la 
branche AIB tourne autour de l'articulation I. La 
pointe A décrira un cercle, et la roulette B roulera sans 
glisser. J'appellerai cercles de roulement tous les cercles 
qui, lorsqu'ils sont ainsi décrits par la pointe A, con-
duisent à un mouvement de roulement sans glissement 
de la roulette. 

Quand la pointe A décrit un cercle de roulement, le 
point de contact de la roulette décrit sur le papier un 
cercle concentrique y. Imaginons les trajectoires ortho-
gonales des cercles y. Quand le point de contact de la 
roulette décrit sur le papier une de ces trajectoires ortho-
gonales, la pointe A décrit une courbe que j'appellerai 
courbe de glissement : il y a alors glissement sans rou-
lement de la roulette. 

Construisons la tangente en A à la courbe de glisse-
ment qui passe par ce point. Pour cela, déterminons le 
centre instantané de rotation de la branche AIB lorsque 
la pointe A décrit un élément de courbe de glissement. 
Ce centre instantané est le point d'intersection H de la 
branche IC et de la perpendiculaire à BA menée par le 
point B. En joignant HA, nous aurons en HA la normale 
en A à la courbe de glissement. AT perpendiculaire à 
AH est la tangente en A à cette courbe. 

Soit CAIB ( f i g. 3) la position actuelle du planimètre. 
Considérons un second planimètre CA'l'B' de mêmes 
dimensions que le premier, ayant même pôle C, ayant 
sa branche CI' dans le prolongement du rayon vec-
teur CA et ayant son rayon vecteur CA' dans le prolon-
gement de la branche CL A chaque position du plani-
mètre CAIB correspond une position du planimètre 
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CATIV. Il est clair que la position du premier plani-
mètre se déduit de la position du second, de la même 
façon que la position du second de la position du pre-
mier. Nous appellerons ces deux planimètres conjugués. 

Fig. 3. 

Lorsque la pointe A du premier planimètre décrit une 
courbe, la pointe A' du planimètre conjugué décrit une 
courbe que nous appellerons conjuguée de la première. 
Les points correspondants de ces deux courbes se rap-
portent à des positions correspondantes des pointes A et 
A'; nous appellerons ces points conjugués. Enfin nous 
appellerons surfaces, ou plus généralement figures con-
juguées, deux surfaces ou figures dont tous les points 
seront deux à deux conjugués. 

Une droite passant par le pôle C a évidemment pour 
conjuguée la circonférence d'un cercle de roulement, et 
inversement. LTn arc de cercle ayant son centre au pôle C 
a pour conjugué un arc de cercle égal appartenant à la 
même circonférence. 

Deux surfaces conjuguées sont limitées par des courbes 
de forme différente, mais ont des aires égales. En effet, 
décomposons ces surfaces conjuguées en tranches courbes 
infiniment minces par une série de cercles concentriques, 



( . ' > 3 5 7 ) 
de centre C, infiniment rapprochés les uns des autres. 
Dans les deux surfaces, ces tranches courbes infiniment 
minces se correspondent et sont conjuguées deux à deux. 
Deux tranches infiniment minces conjuguées ont évi-
demment môme épaisseur et même longueur et, par con-
séquent, ont des aires égales. 

Cette égalité des aires de deux surfaces conjuguées 
nous sera utile plus loin. 

Lorsque la pointe A du planimètre se déplace d'une 
manière quelconque, le roulement de la roulette corres-
pond à chaque instant à la composante, suivant une per-
pendiculaire à la branche BA, du chemin suivi par cette 
roulette. Etablissons l'expression du roulement de la 
roulette pour un déplacement quelconque de la pointe A. 

Rapportons les positions de la branche CI à une di-
rection fixe, et appelons to l'angle variable que la branche 
CI fait avec cette direction fixe. 

Appelons 9 l'angle variable CIB. 
Considérons d'abord un déplacement infiniment petit 

de la pointe A du planimètre. 
Soient, pour ce déplacement infiniment petit, dz le 

roulement de la roulette, <¿9 l'accroissement de 6, dto 
l'accroissement de co. 

Le déplacement infiniment petit de la pointe A peut 
être décomposé en deux déplacements suivant un cercle 
de roulement et une courbe de glissement. 

Soit d§' l'accroissement de 9 relatif au déplacement 
composant suivant un cercle de roulement. 

Soit d§f/ l'accroissement relatif au déplacement com-
posant suivant une courbe de glissement. 

On a 

(i) = 

Des deux déplacements composants, un seul fait rouler 
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Ja roulette : c'est le déplacement suivant un cercle de 
roulement. Le roulement correspondant dz de la rou-
lette a pour valeur absolue 

b (70'. 

Pour fixer le signe à attribuer à cette valeur, il faut 
fixer, pour la roulette, le sens des rotations positives. 
IN ou s prendrons pour sens positif des rotations de la 
roulette le sens opposé à celui du mouvement des ai-
guilles d'une montre par rapport à un observateur placé 
en I. Avec cette convention, nous aurons, en grandeur 
et en signe, 

('2) d z = — b d 0'. 

Cherchons maintenant l'expression de r/ÔV 
Pendant le déplacement composant suivant la courbe 

de glissement, CI tourne autour de C de l'angle dix). La 
branche BA tourne autour du centre instantané de ro-
tation II d'un angle facile à déterminer : en effet, I dé-
crit, pendant ce déplacement, l'arc c c/to, et, par consé-
quent, l'angle de la rotation autour de H est 

c dio ceosOc/eo 
TFT 011 — • 

L'accroissement dWf de l'angle 0 résulte des déplace-
ments angulaires des deux côtés IB, IC de cet angle et 
a évidemment pour expression la différence des dépla-
cements angulaires de ces côtés. On a donc 

,A„ c cosO du) . 
($) dv — = d w. b 

Éliminons dW et dW entre ( i) , (V) et (3) . Il vient 

( 0 dz = c ros0 do) — b( dh -¡- dio). 
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Or, dans le triangle CIA, on a 

ps — a~ -f- c--+- 2 ac cos 0, 
d'où 

p2 — «2 — c2 
c cosO = ! 2 a 

Portons eette valeur de ccosO dans (4) . II vient 

02 __ a 2 _ c 2 
a dz — ' doj — ab{ c/ô -i- c/co ) 

O U 

( 5 ) a dz — - p2 db> — a C— 9 dix) — ab d(). '2 1 2 

Cette équation (5 ) est relative à un déplacement élé 
mentaire quelconque de la pointe A du planimètre. Ap-
pliquons-la à un déplacement fini quelconque de cette 
pointe A. Pour cela, intégrons. Il vient, en appelant z 
le roulement total de la roulette, 

( 6 ) « * = i / > - > ab fdM _ ab fd(). 

Cette équation fondamentale donne directement la 
théorie du planimètre, comme je vais le montrer un peu 
plus loin. 

Ordinairement, les divisions marquées sur la roulette 
du planimètre d'Ainsier et sur le compteur qui enre-
gistre le nombre de tours correspondent au roulement 
vrai z multiplié par la longueur a de la branche IA de 
l'instrument. On lit donc directement, sur l'instrument, 
la valeur du produit az qui représente le premier 
membre de l'équation (6 ) : c'est ce que nous appellerons 
le roulement accusé par l'instrument. 

Remarquons que le terme l>f?2diù représente l'aire 
d'un secteur limité à deux rayons rectilignes issus de C 
et à la courbe conjuguée de la courbe décrite par la 
pointe A du planimètre} car le rayon vecteur CA' du 
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planimètre conjugué est constamment égal au rayon vec-
teur CA ou p du planimètre CAIB; en outre, les dépla-
cements angulaires successifs de CA' sont égaux aux dé-
placements angulaires successifs dix) de la branche CI dans 
le prolongement de laquelle il se trouve. 

Appliquons la formule fondamentale ( 6 ) à divers cas. 

P R E M I E R CAS : Courbe fermée, lepóle étant à Vexté-
rieur de cette courbe. — Si la'pointe A parcourt une 
courbe fermée qui laisse le pôle en dehors de la surface 
limitée par cette courbe, l'équation (6 ) se réduit à 

az —. p - du). 

Or i f p 2 dh) est l'aire de la surface conjuguée de la 
surface limitée par la courbe fermée décrite par la 
pointe A du planimètre. A cause de l'égalité des aires 
de deux surfaces conjuguées, on conclut que, dans ce 
cas, le roulement accusé par le planimètre représente 
l'aire limitée par la courbe fermée décrite par la pointe 
de l'instrument. 

D E U X I È M E CAS : Courbe fermée, le pôle étant h l'in-
térieur de cette courbe. — Dans ce cas, la branche CI 
effectue une révolution complète, et f d w a, par consé-
quent, pour valeur 2TZ. L'équation ( 6 ) se réduit alors à 

az = l2fp2du) — T:(a
2

 + c 2 + lab) 
ou 

2 / p
2 du) — a z -+- c

2

- î - iab). 
On en conclut que, dans ce cas, l'aire limitée par la 
courbe fermée décrite par la pointe du planimètre a 
pour valeur le roulement accusé par l'instrument, 
augmenté de la constante ~(a 2 -f- c2 -f- lab). 

T R O I S I È M E CAS : Arc de courbe dont les extrémités 
<ont à égale distance du pôle. — Considérons, d'une 
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part, le secteur limité à cet arc et à deux rayons issus 
du pôle et, d'autre part, le secteur limité à l'arc con-
jugué et à deux rayons issus du pôle. On vérifie aisé-
ment que ces deux secteurs ont même surface, en les dé-
composant en tranches infiniment minces par des cercles 
concentriques ayant le pôle pour centre. 

Appliquons la formule ( 6 ) à l'arc du premier secteur, 
t e s extrémités de cet arc étant à la même distance du 
pôle, les valeurs initiale et finale de 6 sont égales, et 
l'on a 

En appelant 0 l'angle au centre de ce secteur, on a 

S du = a. 

La formule ( 6 ) devient donc 

±f p2 dti) représente indifféremment la surface de l'un ou 
l'autre des deux secteurs que nous avons considérés et 
dont les aires sont égales. De cette dernière équation, on 
conclut que Vaire du secteur limité par un arc de 
courbe dont les extrémités sont ci égale distance du 
pôle a pour valeur le roulement accusé par le plani-
mètre (lorsque la pointe de Vinstrument parcourt cet 

arc) augmente au terme U, qui est propor-
tionnel ci Vangle au centre du secteur. 

Q U A T R I È M E CAS : Arc de courbe quelconque. — Pour 
un arc de courbe ouvert quelconque, l'équation (6) 
donne 

/de = o. 

ou 

a 2 + c 2 + 2 a è ( (o2 — to1 ) — aô( 62 — Oj ), 
2 
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oj, et étant les valeurs initiales de to et io2 et 
étant leurs valeurs finales. 

Si l'on pose 
r2

 — a2
 -4 - c2

 - H 2 ab, 
/'2 — >2ab, 

on arrive à cet énoncé : 

Le roulement accusé par le planimètre, lorsque la 
pointe parcourt un arc de courbe quelconque, repré-
sente l'aire du secteur limité à Varc conjugué et à deux 
ray ons issus du pôle, diminuée de la somme des aires 
de deux secteurs circulaires ayant Vun pour rayon r 
et pour angle au centre Vaccroissement ((o2—Wj) de 
GJ, Vautre pour rayon rf et pour angle au centre Vac-
croissement (82— G, ) de 6. 

Des trois ternies qui figurent dans l'expression de az, 
les deux derniers dépendent seulement des positions 
initiale et finale du planimètre; le premier terme dé-
pend des positions intermédiaires par lesquelles passe 
l'instrument. 

Fig. i 

F 
Mi 

Soit M|NM2 {Jig> 4) l ' a r c de courbe quelconque dé-
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crit par la pointe du planimètre. Considérons le secteur 
limité à Tare M, NM2 et aux deux rayons vecteurs mixti-
lignes CD{ M,, CD2M2 formés par les rayons CDM CD2 

du cercle AÀ [cercle de centre C et de rayon (a — c)] et 
par les cercles de roulement D4 M { , I J 2M 2 . On voit aisé-
ment que la surface S de ce secteur est égale à la surface 
du secteur limité à Y arc de courbe conjugué, et qui a 
pour expression 

2 f ? 2 diù> 

On a donc, pour nouvelle expression du roulement de la 
roulette, 

az = S — -J-r2(cos— o>i) - {/-' s(62— 00. 

C I N Q U I È M E CAS : La pointe de l'instrument parcourt, 
suivant la direction d*un rayon, la largeur entière E F 
de la zone d'action du planimètre {fig* 4)- — La 
courbe conjuguée du chemin parcouru E F est une demi-
circonférence de cercle de roulement. Le secteur, dont 
l'aire a pour valeur est un demi-cercle de 
rayon a. On a donc, dans ce cas particulier, 

i r a _ ?:a2 
- p 2 dbj = ; 4lJ 1 A 

(.) variant de o à tî, et 8 variant de tz à o, on a 

/¿CO = 7T, 
f d§ — — TZ. 

L'expression de az devient ainsi 

a'2-{- c2-+- lab . 
a z = T: -f- ab~ 1 'A 

ou, en simplifiant, 
. _ 7 : 6 , 2 

^ ~ ~ 2 a 

Il convient d'observer que ce roulement z est indé-
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pendant de et, par conséquent, qu'il est le même, 
quelle que soit la position de la roulette sur la barre AI. 

De là on déduit accessoirement le théorème suivant : 

Dans le mouvement d'une manivelle CI et d'une 
bielle IA dont l'extrémité A se meut suivant une direc-
tion passant par le centre C de la manivelle, si diverses 
roulettes de même rayon sont montées en divers points 
de la bielle IA qui leur sert d'axe commun, de façon 
qu elles puissent rouler sur un plan P parallèle au plan 
de la manivelle et de la bielle, le roulement de toutes 
ces roulettes est le même pour une demi-révolution de 
la manivelle entre ses deux points morts : ce roulement 
commun aux diverses roulettes a pour expression 

'2 AI " 

SUR LES SOMMES DES PRODUITS k A A- (À = i , 2, 3 , . . . ) 
DES NOMBRES NATURELS; 

PAR M. Y . MOLLAME, 

Professeur à l'Université de Catane (Sicile). 

Soit S/if„ la somme de tous les produits k k k des 
nombres 1, 2, 3, On aura 

* S * i / t = o , si À- > w, 
et 

S k n = n \ , si k = n. 

Faisons, par convention, 

Sofo ~ Ï j So , ; i=i î S0)—1 = 1. 

Cela posé, si /z, /*, p, 10 sont des nombres entiers po-
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sitifs, et a , b deux nombres quelconques, on aura la 
relation 

( 0 
* r—n (! — <.) 

\ r = 0 (Jt = 0 

On sait, en effet, que, en posant 

a a ( a H- k ) n a(a-+-k)(a-\-2.k) 0 H r H j 7 ¿r2 H - 7 , 
i 9. ! A ! 

a(a -h k).. .[a -h ( m — i ) £ J 

m! x'» — ©(a), 

où m est un nombre entier, aussi grand qu'on veut, on a 

©(a) &(b) = o(a. •+• b), 

et, pour cela, si l'on désigne par A r , B ,̂ G«, respecti-
vement, les coefficients de xr, xs, xn dans © ( « ) , < p ( i ) , 

o(a -4- b), on aura 

(a) C„ = S A,.Bj )r = o,i,*,...,n 
7 ( s — n, n — î , n — 2, . . ., o 

Cependant on a 

A,. = -îy a( a -h k)(a -+- i k)... [ a -H ( r — i ) k ], 

eest-à-dire 

H- S,^ ar~2 k* -h... -+- Sr_j r_! akr~1 ) 

et, pareillement, 

B , = ^(Sos-ib'+S^bs-ik 
H- S2 b*-* k* - H . . . - 4 - S,_4 bk'-l ), 
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Le terme de Ar qui contient k^ et celui de B.ç qui con-
tient sont, respectivement, 

-!,• i a'- V-kV; p SVvÇ_, ô̂ -vX-v, 

et, pour cela, le terme avec ÀSJ+V dans A, B* est 

donc, en posant p -h v = o>, 

V 1 C C M / c V ^ r ~ 1 » • • • ' > î I Snr 1 a' V-b> v < . jâ^ r ! .v . 1 ( .v = to, o> — i, co — x o ^ 

sera le coefficient de kM dans Ar Bç• on peut l'écrire 
encore 

[J. = 03 
—«~Tf ^ S^r-iSco-^-ja'-^/^-w+li, 

(1 = 0 

et, pour cela, le coefficient de k(ù dansC,, sera, à l'aide de 
l'égalité (a), 

[X — M 
S t T T Î ^ S^^tS,.,-^-!«''-^^---M + IJ. 

( /* = o, i, 2. . . ., n ; s = n, n — i. /i — 2, ....<>) 

1 n \ 1 
= // — /' et — = — , r. ( 71 - r ) ! \ /• / // ! 

/> = (O 

Jil 2 d ( r ) ¿-à 

ou, étant 5 

—-1! — (O 
-[Lfon—O)- (r [JL'# 

/•--:0 JJL 0 

Mais le coefficient de kM dans C„ est, en vertu de l'éga-
HiéO) , 

011 a donc la relation (1), par suite de l'égalité des deux 
expressions du coefficient de kl'\ 
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Si to = o, l'égalité ( i ) donne le théorème du binôme 

pour un exposant entier et positif. 

2 . On a aussi 

e'est-à-dire 

n — co H- i 
P 

En effet, si l'on pose, dans l'équation ( i ) , r — 
et que l'on prenne, dans le second signe S, le terme 

sera la partie du second membre de l'équation ( i ) où li-
gure aP bn~iù~P. Dans 1 a précédente expression, la valeur 1 a 
plus petite que peut recevoir r dans Sr_/,)/._l, c'est r = p. 
La valeur la plus grande que la même quantité /' peut 
avoir dans Stù_..r-P,n-r-\ ? c'est r = to—/;, de manière que 

sera le coefficient de aPbn~M~P dans le second membre 
de l'équation ( î ) ; mais le coefficient de aPbn~lù~P donné 
par le premier membre de la même égalité, c'est 

qui résulte lorsque ¡JL = /• — 

ai> p 
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( n p )*><.>,«-i : ^ o n c 

r = M •+• p 
->G)—r-\-p,n— î—1 ? 

\ /• j 
= P 

et, si l'ori change, dans cette dernière égalité, n en 
n -H i et en /' -+- p, on aura l'équation ( i ' ) . 

On a encore 

/ (n — k -h i)Skytl 
) r=k 

'-1-

\ /' — o 

c'est-à-dire 

(n — k + i)SA.„ 

— j /̂.-,/!-H -l,»-2 (3') < (/i-4-l)/l(/l. — I) 1 i ô 2,/ï —3 ~ • • • 
( n -v- i ) n ( n — ] ) . . . ( n. — k -f- i ) 

: _ _ _ _ _ 

On obtient l'égalité précédente par le changement de À 
en (o dans l'équation ( 2 ) : dans celle-ci, on fera p = 1, 
et l'on se rappellera que 

S,„.= « 
et que 

j _ ( /i -h i ) n ( /i — 1 ) . . . ( AI — /• -t- 1 ) 
/• -i- 1 / r + i 

On a pareillement 

S*,» = nS*-!,,.-!-*- (/i — i)S*-i,,i-2 
( -+-(/! — 2)SA._,,„_3-f-. . .-I- kS/, 

En effet, dans il y a des produits qui ont le fac-
teur n. Ce sont ceux qui ont pour somme n?>k-\,n-\ ; les 
autres produits n'ont pas le facteur n et donnent pour 
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somme , de sorte que l'on a 

(5) SA-,« = nSk-in-i-^r S*,*-!. 

L'équation (4 ) est une conséquence immédiate de 
l'équation (5 ) . 

Si, dans l'équation (3 ') , on introduit la valeur de 
S* donnée par l'équation (5 ) , on aura 

kSkn = n(n 4-l)Sk-l,n-l 

— ~ 1,«—2 
(n -+-i) n(n — i ) 

3 
(n -h i) n(n — î ) . . . ( /i — A- H- i) 

Sa*-2,«-3 -H- • • • 

j t ^ n -«.»-ah-I] • 

Cette égalité est la plus avantageuse, parmi les autres, 
par le calcul récurrent des quantités S. 

On voit très facilement que 

S 2 > « - H . . . - H S „ ( / I + I ) ! 

So,/t-+- . . = Si>reH- S3^-f- Ss^i-f-,. -|(/i -T-1)! 

si l'on fait x = zir. i dans l'identité 

(x -f- i)(x h- 2). . .(x -1- n) — S0 nxn-^- S! ^"- 1-^. . . -+- S„,„. 

On a, en particulier, 

S-7 n — -yj ( fl -T- \) Il( 71 — ï)( 3 n -+- 2), 
1 • 

S3/i = 7T— («-+-I)2#Ï2(/Ï — l)(w —2), 41.2 

., (71-i-i) 7i(n — i)(n — 2) 

X (/I — 3)(i5w3-f-i5n2 — ion 4- 8 ), 

L'équation (4 ) donne pour S2,n la valeur 

S2 „ = -|f n*(n - i) + (n - i)2(n ~ ^ ) 
H- ( n — 2 )•2 ( n - 3 ) . . . -I- 2'2.1 ], 

Ann. dt Mathrm., 3e série, t. V. (Août 1886.) 
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c'est-à-dire 

2 S 2 „ = / L Î + ( / L - L ) Î + . . . + 2 3 

— n2 — (n — i)2 — 2 2 , 

/I n 

1 1 • 
Les deux précédentes valeurs de S2,n donnent lieu à 

l'iden tité 1. 2 2 —H 2 . 3 2 - I - . . . - 4 - 0 — I ) N 2 

— Ô~~7 ( 7 1 -r-i) n( n — I ) ( 3 / Z - T - 2 ) . 
c i . 4 

On pourrait avoir d'autres identités par la comparaison 
des valeurs de S3?/M S*,«, . . . . 

DE LA DÉVIATION DANS L ' E L L I P S E ; 
PAR M . MAURICE D ' O C A G N E . 

1. Soient y' e t deux cercles concentriques. Par le 
centre O de ces cercles menons deux axes rectangulaires 
O x et O y . 

Si une droite OM f fM' qui coupe le cercle y' en M' et 
le cercle y en M,/ pivote autour du point O, et que, pour 
chaque position de cette droite, on tire la droite M/M pa-
rallèle à Oy et la droite M"M parallèle à Ox, le lieu 
du point de rencontre M de ces deux droites est une 
ellipse E ayant pour grand axe le diamètre A A' du 
cercle y' dirigé suivant O x et pour petit axe le dia-
mètre BB'du cercle y"dirigé suivant Oy. 

C'est là un résultat connu, et d'ailleurs bien facile à 
établir. 

Le cercle y' est ce (pi on appelle le cercle principal 
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de l'ellipse E. C'est le lieu des projections des foyers 
réels de l'ellipse E sur les tangentes à cette courbe. De 
même le cercle y" est le lieu des projections des foyers 

F i g . i . 

imaginaires de l'ellipse E sur ses tangentes. On pourrait 
l'appeler le second cercle principal. 

M'P' Le rapport -^7- étant constant, les tangentes M'T' 

etMT7 qui se correspondent sur le premier cercle prin-
cipal y' et sur l'ellipse E se coupent en T', sur l'axe Ox. 
C'est encore une propriété bien connue dont la dé-
monstration est des plus faciles. 

De même le point de rencontre T" des tangentes à 
l'ellipse E au point M et au cercle y" au point M" se 
trouve sur Oy. 

En somme, la tangente en M s'obtient en joignant le 
point de rencontre l v de la tangente en M' avec 0 . r , au 
point de rencontre T" de la tangente en M/; avec Oy. 

Les tangentes M'T' et M"!"77 sont parallèles. J'appelle 
déviation de l'ellipse au point M l angle que la tan-
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gente à l'ellipse en ce point fait avec les tangentes 
correspondant aux cercles principaux. Je désignerai 
cet angle parla lettre 3. 

Je rappelle en outre que l'angle M'Ox ou cp porte 
le nom d'anomalie excentrique de l'ellipse au point M. 

2. Les cercles y* et y" étant connus, tout point M de 
l'ellipse est évidemment déterminé par la connaissance 
seule de son anomalie excentrique o. Voyons comment 
la déviation 3 est donnée en fonction de <p. 

On a 
o == M'irò — Siro. 

Or 

Donc 

ou 

tang M'T O = colo, 

taniìMTTO== - colo. a 

( - É H 
b — ont -

^ (a — //) sin <3 cos© (i) tango - • , , ' ^ • a sui" o b cos2 o 

Lorsque l'angle cp varie de o à c'est-à-dire lorsque 

le point M décrit le quart d'ellipse AB, l'angle $ part de 
zéro, croit jusqu'à un certain maximum et décroit 
ensuite jusqu'à zéro. 

jNous appellerons le point Mf où la déviation 3 atteint 
son maximum 3, un point de déviation maxima. 11 y a 
évidemment quatre points de déviation maxima symé-
triques deux à deux, soit par rapport aux axes, soit par 
rapport au centre. 

Pour obtenir la déviation maxima 3,, annulons la dé-
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rivée de l'expression ( i ) ; cela nous donne, en appelant 
l'anomalie excentrique correspondante, 

(a sin2^! -h b cos2<pi) (— sin2cpj -4- cos2cp1) 

— sincpi cos©! (2 a sincp! coscpj— ib sin©! cos<pi) = o, 

ou, toutes réductions faites, 

— a sin2cp1-h b cos2©! = o, c'est-à-dire 

(2) 

La tangente de Vanomalie excentrique du point de 
déviation maxima situé sur le premier quart de Vel-
lipse est égale à la racine carrée du rapport des demi-
axes. 

Il est facile de construire le point M, . En effet, il 
suffit, pour cela, de connaître la position correspon-
dante O M ' ; M ; de la droite O M " M ' . Or cette droite fait 
avec O x l'angle et l'on a 

t a n s ? I = è ' 
Donc, si l'on porte sur OB' la longueur OA< = O A (*), 

et que le cercle décrit sur BA t comme diamètre coupe OA 
au point C, la droite OM", M', passe par le milieu de BC. 
On déduit de là le point M, et, par symétrie relative-
ment aux axes et au centre, les trois autres points de 
déviation maxima. 

Portant la valeur de cpM tirée de (2) , dans (1), on en 
déduit, pour la déviation maxima S,, 

/ON » > a — b (3) tangoj = — — . 
ab 

i 1 ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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De cette formule on déduit immédiatement les sui-

vantes : 
2 y! ab ^ (3') cos ÔJ = a-\-b 

le cosinus de la déviation maxima est égal au rapport 
de la moyenne géométrique des demi-axes ci leur 
moyenne arithmétique; et 

/o"\ • CL — b (3 ) sin0! = 7 : v ' a-hb 

le sinus de la déviation maxima est égal au rapport 
de la différence des demi-axes à leur somme. 

3. Les coordonnées x^ et yK du point M1 sont bien 
faciles à calculer. On a, en effet, 

Xi — a coscpj, 
yi= b sincpi. 

Or la formule (2) donne 

\fâ 
COS (PI : 

s/ a H- b 

SinC?l= / T-\f a -h b 
Donc 

az 

^ < ¿3 
a • 

Une première conséquence des formules (4), c'est 
que les points de déviation maxima se trouvent à la 
rencontre de l'ellipse donnée et du cercle A dont l'é-
quation est 

a*-4- b3 
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Sur le demi-axe OA = a, portons les segments OH 

et AK tous deux égaux à b (*), le premier dans le sens 
de O vers A, le second dans le sens de A vers O, et dé-
crivons des cercles sur AH et AK comme diamètres. 
Le cercle À passe par les points diamétralement opposés 
aux points de contact des tangentes issues de O dans 
les cercles AH et AK. Cela résulte de ce que Von a 

a 2 — ab-^r b* = ab (a — b f 
et 

a 2 — ab -f- ¿>2 = (a — b)a •+- b2. 

4. La tangente à l'ellipse E au point Mf coupe Ox 
en T ; et Oy en T , ( ' ) . Posons OT', == a, et OT", = ¡3,. 
Nous avons 

_ a2 _ a2 \/a H- b 
a \Ja 

Donc 

( 5 ) A2 = A ( A - F - 6 ) ; 

de même, 

( 5 ' ) PÏ = Ô ( A H - * ) . 

Des formules (6) et (6') nous tirons d'abord 

a 2 a 

Comparant avec la formule (2), nous voyons que 

Par suite, la tangente T', T'J est parallèle à la droite BC 
construite précédemment. 

Les formules ( 5 ) et (5') nous donnent encore 

i1) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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O U 

D'ailleurs, 

T ; M T _ Y X _ B S / B I 

TiT'i sja^-b y/b(a + b) a +b 

Donc 

Tj Mj = Tj T\ -ï—r =(a-h T = b 
1 1 1 a -h b v ' a -+- b 

et, par suite, 
T T ! MJ = a. 

Le segment de la tangente en un point de déviation 
maxima, compris entre ce point et l'un des axes, est 
égal ci la moitié de Vautre axe. 

Ce résultat peut être présenté sous une autre forme 
que voici : 

Si une droite de longueur constante glisse entre deux 
axes rectangulaires, tout point de cette droite décrit 
une ellipse. Les points de déviation maxima sur Vune 
quelconque de ces ellipses sont donnés par les points où 
la droite mobile devient tangente à cette ellipse. 

On peut encore, en remarquant que l'enveloppe de la 
droite de longueur constante est une liypocycloïde à 
quatre rebroussements, dire que : 

Si Von considère une série d'ellipses ayant leurs 
axes dirigés suivant les mêmes droites, et telles que la 
somme des longueurs de leurs axes soit constante, 
toutes ces ellipses sont tangentes à une hypocycloïde à 
quatre rebroussements qu'elles touchent par leurs points 
de déviation maxima. 

Les formules ( 5 ) et (5') nous donnent aussi 

a? ~ ^ = ¿2. 
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Cette relation exprime que l'ellipse ayant pour demi-
axes OT4 et OT', est homofocale à Vellipse E . 

De là ce théorème : 

L'ellipse homofocale à une ellipse donnée, et qui est 
inscrite dans le losange dont les sommets sont les som-
mets de cette ellipse, touche les côtés de ce losange par 
ses points de déviation maxima. 

Enfin on peut remarquer qu'il résulte des for-
mules ( 5 ) et (5 ' ) que 

a4 ¡3j =(« -f- b)sfab 
ou 

n oa^r-ib / Y 2a 1 p 1 = V2ÎÏ.20. 

La surface du losange formé par les tangentes me-
nées ci une ellipse par ses points de déviation maxima 
est égale au produit de la moyenne arithmétique par 
la moyenne géométrique des axes de cette ellipse. 

5 . La longueur du rayon de courbure en un point de 
l'ellipse E est donnée, abstraction faite du signe, par 
la formule 

P — akbk 

Si, dans cette formule, nous substituons les valeurs (4 ) 
des coordonnées du point de déviation maxima M1? nous 
obtenons, après une réduction facile, pour le rayon de 
courbure en ce point, la valeur 

( 6 ) p
1 =

= y / 0 6 . 

Le rayon de courbure en un point de déviation 
maxima d'une ellipse est égal à la moyenne géomé-
trique des demi-axes de cette ellipse. 

C'est une assez remarquable propriété. 
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Observant que les rayons de courbure aux sommets 

de l'ellipse ont respectivement pour valeurs ~ et on 

peut encore dire que le rayon de courbure en un point 
de déviation maxima est égal à la moyenne géomé-
trique des rayons de courbure en un sommet du grand 
axe et en un sommet du petit axe. 

La formule précédente montre également que la sur-
face du cercle oscillateur en un point de déviation 
maxima d'une ellipse est égale à la surface de cette 
ellipse. 

Nous avons vu (n° 4 ) que, si la tangente au point de 
déviation maxima Mj coupe Ox en T\ et O y en T'J, on 
a M^T'j^Z», Mi T"4 = a. Rapprochant cette propriété 
de la formule précédente, on en déduit que : 

Le cercle qui a pour diamètre le segment, compris 
entre les axes, de la tangente en un point de déviation 
maxima, passe par le centre de courbure répondant ci 
ce point. 

Mènons par le point M, (1 ) une droite telle que les 
bissectrices des angles qu'elle forme avec la tan-
gente T ' J T ' J soient parallèles aux axes. Cette droite 
coupe l'axe O x en S',, l'axe O y en S',, et l'on a 

Mi s ; = IY^T; = b, 
Mi SI = MjT'; = a. 

D'ailleurs, l'angle M 4 S ' 4 x, égal à M 1 T ' 1 0 , est égal 
à ©I *, par conséquent, M< S\ est perpendiculaire à la di-
rection des tangentes correspondant aux cercles princi-
paux, et fait un angle égal à avec la normale à l'el-
lipse en Mi. 

i1) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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Or le rapprochement des formules (3 ;) et ( 6 ) montre 

que 
a b ^ 

p j = — COS 0j[. 

Donc le centre de courbure répondant au point 3YI« 
est le pied de la perpendiculaire abaissée du milieu 
de S', S4 sur la normale correspondante. 

6. Voici une application pratique de la théorie précé-
dente. 

On construit un compas elliptique composé d'une 
réglette munie de deux pointes p et pf avec lesquelles on 

Fis. 2. 

suit les bords d'une équerre, et d'un tire-ligne t dont 
les becs s'écartent dans le sens de l'axe de la réglette. Il 
est évident que ce tire-ligne ne fournira point un trait 
d'épaisseur uniforme. On peut se proposer d'étudier 
comment varie l'épaisseur de ce trait. A cet effet, me-
nons par le point O la droite O m parallèle et égale 
à p' t} le point m décrit [le cercle principal de l'ellipse 
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que décrit le point t. On voit donc que l'angle du 
compas p' t et de la normale tn à l'ellipse tracée est pré-
cisément égal à la déviation S de cette ellipse au point 
considéré. Or il est aisé de voir que l'épaisseur e du 
trait est, en chaque point, sensiblement égale à la pro-
jection de l'éeartement e des becs du tire-ligne sur la 
normale correspondante 5 par suite, 

s = e coso, 

et le minimum de l'épaisseur du trait est donné par 

iJab e, = e 7 • 

Par exemple, pour a = 1 ,5 , b = 1 (ellipse surbaissée 
au on a 

e1== e x 0,979794.... 

Pour a = 2, b = 1 (ellipse surbaissée au 

zl = e x 0,942809 . . . . 

ÉTUDE SUR LES PARIS DE COURSES 
[SUITE ( ! ) ] ; 

PAR M . M . DU G H A T E N E T . 

VI. — Paris sur le premier et le second. 

Le pari suivant se fait assez souvent, surtout dans les 
courses importantes. Le preneur parie que tel cheval qu'il 
désigne arrivera premier et que tel autre sera second. 

Il est facile de calculer la probabilité pour que ces 

(!) Voir mcme Tome, p. 827. 
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deux événements s'accomplissent. Ce sera le produit des 
probabilités de chacun d'eux pris isolément. La proba-
bilité du cheval coté a d'arriver premier est 

Celle du cheval coté b d'arriver second, étant donné que 
l'autre arrive premier, sera, comme on a vu, 

M 

La probabilité cherchée sera donc, eu appelant 11 la cote 
du pari, 

i i i i 
( , 5 ) a -f- i b -r-1 , f i -f- Al 

Pour faire un livre complet, il faudrait prendre ou 
donner toutes les combinaisons possibles que l'on peut 
imaginer sur l'arrivée des deux premiers chevaux. S'il 
y a m chevaux prenant part à la course, il y aura 
m(in— i) cas qui pourront se présenter. On peut véri-
fier que la somme de toutes ces probabilités donne 
i -f- M, c'est-à-dire que le chargement ou déchargement 
correspondant à l'opération reste le même. Il faut en 
conclure que, le nombre de combinaisons augmentant 
très rapidement avec le nombre de chevaux et étant tou-
jours très supérieur à ce nombre, l'opération sera moins 
avantageuse que le pari ordinaire, car il sera pratique-
ment impossible de faire un livre complet. Ce genre de 
pari ne saurait donc être destiné à amener un bénéfice 
assuré; on ne doit y chercher qu'un gain aléatoire en 
fixant une cote qui paraisse favorable, ou un moyen de 
réaliser un arbitrage, comme nous le verrons plus loin. 
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Prenons l'exemple précédent de trois chevaux A, B, C 

cotés i , i^, 4 a v e c u n chargement de o , 10. Les proba-
bilités qui correspondent aux cas AB, AC, BA, BC, CA, 
CB seront 

o,333, 0,167, 0,286, o , n 5 , 0,110, 0,089, 

et les cotes des paris devront être, à très peu près, 

2, 5, 7-|, 8, 9. 

Il v a une autre manière de comprendre et d'elï'ectuer 
le pari sur les deux premiers chevaux d'une course. On 
peut parier que deux chevaux désignés seront tous les 
deux dans les deux premiers, mais sans assigner, comme 
précédemment, la place précise de chacun d'eux. La 
solution de cette question est la conséquence de ce que 
nous venons de voir. E11 eiî'et, les deux chevaux, A et B 
par exemple, pourront arriver dans l'ordre AB et BA. 
La probabilité cherchée sera donc la somme des proba-
bilités de ces deux événements 

(16) 
^ 1 ( "IH- M — 

fl + I ¿ + 1 ,T 1 F 
I + M - 7 

\ CL -T- I B -T 

Le nombre des cas qui pourront se présenter sera alors 

m{ m — 1) 
2 

Dans l'exemple numérique précédent, les probabi-
lités qui correspondent aux cas AB, BC, CA seront 

0,619, 0,204, 0,277, 

et les cotes, à peu près, 
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VU. — Paris sur les places relatives. 

Au Jieu de parier sur le cheval qui doit arriver pre-
mier parmi tous ceux qui sont engagés dans une course, 
•nous pouvons n'en considérer qu'une partie et parier 
sur celui qui arrivera le premier du groupe en question. 

Par exemple, dans une coursé où doivent figurer les 
chevaux A, B, C, D, E, F , G, H, ne considérons que les 
chevaux A, B, C, D; nous parierons que l'un d'eux, A, 
arrivera avant les autres, B, C, D. 

Disons de suite que, dans un tel pari, il sera toujours 
bon de stipuler qu'il n'aura de valeur que si le cheval 
désigné est placé dans les deux ou trois premiers. En 
effet, les chevaux qui, pendant la première partie de la 
course, s'aperçoivent qu'ils ne peuvent obtenir une 
place entraînant un prix, abandonnent la lutte et ne 
cherchent plus à devancer ceux qui les précèdent. 

Cette question a déjà été incidemment traitée. La 
probabilité pour que le cheval A arrive avant B, C, D 
sera, d'après ce qui a été dit, 

i 
a. -h 1 

1 U 1 l h _ J — 
a-f-1 b-j-i c-+-1 CI -f- i 

La somme de toutes les probabilités analogues serait 
égale à l'unité. Il serait donc impossible de faire un 
livre; mais on y arrivera en augmentant ou diminuant 
un peu les valeurs trouvées pour toutes ces cotes. 

VllI. — Paris sur une partie des chevaux. 

Nous avons examiné le pari qui consiste à prendre ou 
donner un cheval placé. Dans ce cas, on désigne plu-
sieurs places pour un même cheval. Nous pouvons ren-
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verser la question et désigner un groupe de chevaux 
pour une même place. Par exemple, dans une course 
où doivent courir les chevaux A, B, C. D, E, F , prenons 
seulement les chevaux A, B, C et parions que l'un 
d'entre eux, sans fixer lequel, arrivera premier. 

Cherchons la probabilité qu'a le groupe de chevaux 
considéré de fournir le gagnant. Ce sera la somme des 
probabilités de chaque cheval pris isolément, ou 

a - t - 1 

Dans une course où il y a m chevaux engagés, si on 
les groupe n par /z, on pourra faire sur eux 

m ( m — i ). . . ( m — n -f- i ) 
1.2.3. . . n 

paris di (lerents. 
Au lieu de parier que l'un des chevaux du groupe ar-

rivera premier, 011 peut parier qu'il sera second. La 
probabilité sera alors 

fl'+i b'-h 1 ' c'-t-: 

ou, en fonction des cotes de premier, 

r i 1 
a -1 I b -t- I C -H \ / jhmà . . « 2 -

I 

(<? 4-i y2 t {b-^-i)1 1)2 

M ] + M — ^ I - h M — 
a -i- I O ~r- I C -f-

Soit une course où cinq chevaux sont engagés avec 
les cotes 1, 3, 4•> 7> 9? correspondant à un chargement 
de 0 ,175 . Supposons que nous groupions ensemble les 
chevaux cotés 1, 4, 9- I j a probabilité, pour que l'un 
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d'eux arrive premier, sera 

0,8, 
et la cote du pari 

1 4 * 

Si l'on parie que les clievaux déjà cités fourniront le 
second de la course, la probabilité est 

et la cote du pari serait 
9 20 * 

On peut, enfin, parier qu'un groupe de trois chevaux, 
par exemple, aura un cheval placé dans les deux premiers. 
La probabilité sera la somme des probabilités de pre-
mier et de second de tous les chevaux, c'est-à-dire 

i i i , 1 1 1 
a -h 1 b 1 c -4- 1 a' -f-1 b' 1 c' -+-1 ' 

c'est-à-dire la somme des probabilités des deux cas pré-
cédents. 

Dans l'exemple numérique choisi, la probabilité serait 

1,5o, 
ce qui est absurde; mais ce fait est du à l'influence du 
chargement qui 11e permet plus d'accepter un pareil pari. 

I X . — Paris sur plusieurs courses. 

Nous avons examiné les principales espèces de paris 
que l'on peut se proposer sur une course. O11 peut les 
augmenter d'une façon presque indéfinie de la manière 
suivante. Etant données plusieurs courses à venir, si l'on 
connaît les chevaux qui y prendront part, on peut faire 
sur chacune d'elles les paris que nous avons étudiés, et 
lier ensemble tous ces paris, de manière que, pour avoir 

Ann. de Mathcmat3e s é r i e , t . V . ( A o û t 1886.) 2 0 
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gagné définitivement, il faut avoir gagné isolément cha-
cun d'eux. 

Par exemple, sur une série de trois courses, on pourra 
désigner le premier de l'une, le premier et le second de 
l'autre, et désigner un cheval placé dans la troisième. Il 
faudra gagner chacun de ces trois paris pour gagner le 
pari proposé. 

Soient q q o , <73, . . . , <7,, le nombre de'parisque l'on 
peut faire sur chacune des n courses formant une série. 
On pourra, sur l'ensemble, faire ^ <72 </3 • • • <7/z paris. 

L'analyse de tous les cas qui peuvent se présenter 
comme combinaisons de paris sur plusieurs courses est 
toujours très simple. La probabilité cherchée sera le 
produit de toutes les probabilités élémentaires. On en 
déduira la cote correspondant au pari. 

La combinaison la plus fréquente est celle qui consiste 
à désigner le premier dans une série de courses. Si les 
chevaux indiqués ont pour cotes a,, • an dans 
chaque course prise isolément, la probabilité de l'évé-
nement complexe sera 

1 1 1 
cii-f-1 a2 -h 1 an -1- 1 

S'il fallait désigner le premier et le second dans cha-
cune des n courses, la probabilité serait 

1 1 1 1 1 1 
«i + i «2-+-1 flft+J ¿1+1 ¿2+1 btl-i- 1 

1 1 1 
x 

1 —(— M — — — I M - — 1 + M î — 
a i-f-i «2 + 1 a/t-h 1 

On peut aussi, dans une série de plusieurs courses, 
ne considérer qu'un seul cheval engagé dans toutes et 
sur lequel porteront les diverses combinaisons qu'on 
peut se proposer. 
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Si un cheval est engagé dans deux courses, la proba-

bilité pour qu'il gagne l'une des deux courses, sans pré-
ciser laquelle, sera 

i 1 
a ! + I A 2 -+- 1 

S'il est engagé dans trois courses, la probabilité, pour 
qu'il en gagne une, sera 

i r i 1 , ai -h i CT2 -l-i a3 -h i 

La probabilité, pour qu'il en gagne deux sur les trois, 
sans préciser lesquelles, sera 

i i i i i i 1 1 
«1-4-1 a2-hl « 2 + 1 « 3 + 1 «1 + 1 

X . — Poule. 

La poule est un mode de pari qui diffère complète-
ment de ceux dont nous avons parlé, en ce qu'il ne re-
pose en rien sur l'appréciation des chevaux et que tout 
y est livré au liasard. 

Soit une course où n chevaux sont engagés -, n per-
sonnes se réunissent et, après avoir fixé un enjeu com-
mun, tirent au sort les noms des n chevaux. Le parieur 
à qui est échu le nom du cheval qui arrive premier 
gagne la poule, c'est-à-dire la somme des n enjeux. Les 
anciennes agences qui servaient d'intermédiaires entre 
les diverses personnes participant à une poule prélevaient 
une commissionapar franc, de sorte que, si l'on nommait 
Q l'enjeu commun, le gagnant ne touchait réellement 
que 

* 

et son bénéfice net était 

( / i - i — A / I ) Q . 
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Avant de tirer les chevaux au sort, tous les parieurs se 
trouvent exactement dans les mêmes conditions, et les 
enjeux doivent bien être égaux; mais, quand chacun 
connait le cheval qui lui est échu, la situation est 
changée, et les chances des divers joueurs ne sont plus 
les mêmes. Voyons dans quel cas on aura été favorisé 
par la poule. Soit a la cote du cheval que l'on a obtenu. 
On a donc, pour gagner la probabilité, 

i 

a -+- i 

Avant le tirage, on avait la probabilité 

i n ' 

il faudra donc, pour retirer un avantage de la poule, la 
condition 

n > a -f-1 • 

On peut convenir, dans une poule, que le parieur qui 
aura le cheval arrivant second aura droit à une fraction 
K de la somme des enjeux. Dans ce cas, le premier 
gagnant touchera donc 

n\ i — K )Q, 
et le second 

KnQ. 

Avant le tirage, la probabilité des joueurs de voir son 
cheval placé dans les deux premiers est 

9, m 

/? * 

après le tirage, si a et a! représentent les cotes de pre-
mier et de second du clieval obtenu, la probabilité sera 

i i 
j ; 

<7 4 - 1 
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Pour que la poule ait produit un avantage, il faudra donc 
la condition 

i ^ i i 
- < -H -7 n a -i- i a -h i 

ou 
i i 

a(a-f-i) ^ , a -h i a 4- i 
" " 1 ~ ¿d r M i 

I 4 - M — — I 4 - M a - - i a 4- i 

L'usage ne s'est pas introduit de faire des poules contre 
les chevaux, c'est-à-dire celles où le joueur à qui est échu 
le cheval qui arrive a seul perdu et où les autres se par-
tagent son enjeu. Dans ce cas, la probabilité de chaque 
parieur est le complément de celle qu'il aurait dans la 
poule ordinaire ; il faudra donc, pour avoir retiré un 
avantage du tirage, la condition 

La somme à toucher, toujours petite puisque la proba-
bilité de gagner est grande, sera 

n — i 

X I . — Paris mutuels. 

Les paris mutuels, aujourd'hui prohibés en France, 
s'effectuent comme il suit. Une agence reçoit de chaque 
personne désirant parier sur une course une mise uni-
forme, soit i h , placée sur un cheval déterminé. Après 
la course, toutes les mises sont réparties entre les pa-
rieurs qui ont placé leurs enjeux sur le cheval gagnant. 
Dans ce mode d'opérer, c'est bien le public qui parie 
contre lui-même, d'où le nom de pari mutuel. L'agence 
qui organise l'opération n'agit que comme intermédiaire, 
et, à ce titre, elle prélève une commission a sur tous les 
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enjeux-, par conséquent, la somme P à distribuer entre 
les personnes qui ont parié pour le gagnant ne sera plus 
que 

P ( I - A ) . 

Soient A, B, C, . . . le nombre de mises de i f r placées 
sur les divers chevaux d'une même course. Si c'est le 
clieval portant la somme A qui gagne, chaque parieur 
gagnant recevra la somme 

ce qui constituera pour lui un bénéfice 

On voit que, en définitive, les paris mutuels ressem-
blent beaucoup aux paris à la cote-, mais, dans ce cas, 
c'est le publie qui détermine lui-même la cote et qui la 
fait varier à chaque instant, en se portant sur un cheval 
plutôt que sur un autre. Si nous appelons a la cote ré-
sultant des sommes engagées sur le cheval portant les 
paris A et sur les autres, on aura 

p 
(17) < H - i = £(1 —a). 

Puisque les paris mutuels peuvent être assimilés aux 
paris à la cote et que l'agence prélève une commission 
sur les sommes qu'elle reçoit, il est évident que le public 
ne se trouve pas dans les conditions d'un pari strictement 
équitable, et que sa position est tout à fait analogue à 
celle qu'il a quand il parie contre une agence dont la 
cote présente un chargement. Il est donc intéressant de 
savoir à quel chargement M correspond la commission a 
prélevée par l'intermédiaire. 
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Pour résoudre cette question, il suffira de faire la 

somme ^ e n remplaçant a, c, . . . par les cotes 

qui résultent de l'ensemble des paris d'après (17) ; on 
trouvera ainsi 

y - ï - = H-M = - î - , JmÀ a - h 1 1 — a 

d'où 

Une commission de 8 pour 100 équivaut à un char-
gement de 0 , 0 8 7 ; une commission de 12 pour 100 à 
un chargement de o, i36. 

De même que pour les poules, l'usage ne s'est guère 
introduit de faire des paris mutuels contre les chevaux, 
c'est-à-dire ceux où le joueur a perdu quand le cheval 
qui arrive est celui contre lequel il avait parié. Les 
joueurs qui avaient parié contre tous les autres chevaux 
se répartissent les enjeux perdus. Cette répartition peut 
se faire de plusieurs manières : par personne ou par 
cheval. 

Dans le premier cas, les mises placées contre le cheval 
qui est arrivé sont distribuées également entre tous les 
autres joueurs. Le bénéfice sera donc 

A 

P 

et la somme totale retirée, y compris l'enjeu, sera 

P 

P — A ' 

Dans le second cas, les mises placées contre le cheval 
qui est arrivé sont distribuées par parties égales entre 
tous les autres chevaux, et la partie qui correspond à 
chaque cheval sera distribuée également entre les joueurs 
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qui out parié contre lui. Si le cheval contre lequel on a 
parié A arrive premier, les personnes qui auront toutes 
réunies parié B contre un autre recevront comme béné-
fice 

A 

( « - O B ' 

n étant le nombre des chevaux. 
Ce second système est assurément le plus rationnel et 

le plus équitable. En effet, dans le premier, tous les pa-
rieurs reçoivent le même bénéfice-, par conséquent, tous 
les paris devront se porter contre les chevaux notoire-
ment connus comme incapables d'arriver. Il y a tout lieu 
de croire que les chevaux à faible cote ne porteront au-
cun pari et que, s'ils arrivent, l'opération devra être 
annulée. Le second mode a l'avantage de rémunérer 
plus justement les paris faits contre des chevaux réputés 
gagnants probables, car la masse du public ne se portera 
pas contre eux-, il encourage donc les parieurs, par l'es-
poir d'un gain plus grand, à étudier avec plus de soin les 
probabilités de chacun des chevaux. 

XI I . — Arbitrages simples. 

Nous avons vu comment le preneur et le donneur de 
chevaux pouvaient, avec un livre bien fait, s'assurer un 
bénéfice certain, quel que soit le résultat de la course. 
On peut encore, au moyen d'arbitrages faits dans des 
conditions déterminées, obtenir un bénéfice certain, tout 
en ne pariant que sur un petit nombre de chevaux et 
même sur un seul. Il y aura un arbitrage toutes les fois 
qu'après avoir fait un ou plusieurs paris on pourra les 
défaire au moyen d'un ou plusieurs autres paris, tout en 
se laissant un bénéfice assuré. Cette manière d'opérer 
consiste, pour ainsi dire, à acheter une valeur pour la 
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vendre on à la vendre pour la racheter dans des condi-
tions plus avantageuses. En fait, il est bien plus facile 
de prendre des chevaux que de les donner -, on devra donc, 
pour rendre un arbitrage probable, trouver d'abord un 
preneur ; 011 pourra presque toujours trouver un donneur. 

Le cas le plus simple des arbitrages de courses con-
siste à faire un pari et à le détruire par le pari contraire. 

Soit q la somme qu'on acceptera de la contre-partie 
en donnant un pari. Si l'on perd le pari, la perte sera 

A étant une fonction des cotes des chevaux qui dépendra 
de la nature du pari en question. Soit p la somme qu'on 
expose en prenant un pari; si 011 le gagne, le bénéfice 
sera 

ci étant une autre fonction des cotes. 
Si les deux paris peuvent former un arbitrage, voyons 

quels doivent être les enjeux p et q pour obtenir des bé-
néfices déterminés A et B suivant le pari qu'on gagnera. 

Si l'on gagne le premier pari, on aura gagné q \ mais, 
dans ce cas, on perdra le second, et de ce chef on perdra 
p. Pour obtenir, quand même, un bénéfice A, il faudra 
avoir la relation 

q~p = A . 

Si l'on perd le premier pari, 011 perdra \ mais alors 
on gagnera le second, et de ce chef on gagnera po. Pour 
réaliser ainsi un bénéfice B, on devra avoir la relation 

jdo — q 6 = B. 

Ces deux équations nous permettent de trouver la va-
leur des enjeux. Nous aurons, en elfet, 
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On voit immédiatement que, pour que ces valeurs soient 
positives, c'est-à-dire pour qu'elles fournissent une so-
lution au problème, il faut qu'on ait <p 

Comme cas particulier des formules (18), si l'on veut, 
en tout cas, obtenir le même bénéfice, il suffira de faire 

A = B , 

et les valeurs des enjeux seront 

, V A ( ^ - F - I ) A ( Ç + I ) (19) p = 1 — q — ï — 

Si l'on veut se couvrir sur l'un des paris en cherchant 
un bénéfice sur l'autre, les formules seront 

A B A CP 

(21) 

— ty G — ty 

B B 

On doit commencer, avons-nous dit, par donner un 

pari -, il suffira donc de connaître le rapport ~ pour en dé-

duire la valeur de p. On aura donc, d'après (19), 

q A O + B 

Si l'on avait c p < ^ , l'arbitrage serait impossible, tel 
que nous l'avons indiqué: mais on pourrait en faire un 
autre en donnant le pari qu'on a pris et en prenant le 
pari qu'on a donné. Les équations du problème devien-
draient 

p — q — A ET qty — JO 'F = B . 

Elles ne diffèrent des précédentes que par le changement 
de signe de p et q. La solution serait donc 
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Appliquons celle théorie à un exemple particulier. 

Supposons qu'on donne un cheval à la cote a et qu'on le 
prenne à la cote 6. La solution sera fournie par les for-
mules (18), en faisant A = a, cp = on aura 

AFL + B A 6 -F- B p A A + B 
(¿4) p = — , q = -= 1 = — -

v / j r h — a 1 b — a q Ab -F- B 

ou, si l'on veut un bénéfice uniforme A, 

, _ A(a-f-i) A(b-hi) p et-\-i (2^) P——T ? Ç = > - = 7 7 b — a 1 b — a q b-h 1 
Pour que l'arbitrage soit possible, il faudra donc pou-

voir donner le cheval à une cote plus faible que celle à 
laquelle on l'a pris. 

Si l'on veut simplement se couvrir sur le pari coté b 
et gagner A sur le pari coté ¿z, on aura 

. . . A a Ab p a 
(26) P—Ï ? V = ï ~T 1 b — a 1 b — a q b 

Si l'on veut faire l'opération inverse, on aura 

. B B 
(27) P — > q = b — a 

Faisons une application numérique de ce qui précède. 
On a donné un cheval à la cote 2 pour une somme de 
900 i r , et l'on trouve plus tard à prendre ce même cheval 
à la cote Si l'on veut gagner ioofl s'il n'arrive pas 
et 200fr s'il arrive, 011 pariera 8oofr pour lui. 

Si l'on veut gagner la même somme dans les deux cas, 
on pariera r j r j i i c pour le cheval, et le bénéfice sera i28 i r . 

Inutile d'ajouter que tout ce qui a été dit serait égale-
ment vrai si, au lieu de parier sur des chevaux devant 
arriver premiers, on faisait des paris sur des chevaux se-
conds ou placés, etc. ( A suivre.) 
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ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE (CONCOURS DE 1883 ) . 

Mathém atiq ues. 

1. Soit une ellipse E dont le grand axe et la distance 
focale sont respectivement égaux à 2 « et 2 c. Du foyer F 
de cette ellipse comme centre, on décrit une circonfé-
rence C dont le rayon est égal à y/2 (a- -f- c 2 ) . D'un point 
quelconque Pi de la circonférence C, on mène une tan-
gente Pi P2 à l'ellipse, P 2 désignant le second point de 
rencontre de cette droite avec la circonférence. On 
mène de même la tangente P2 P3 à l'ellipse, puis la tan-
gente P3P4. On demande de démontrer que la seconde 
tangente menée à l'ellipse par le point P4 passe par le 
point initial . 

2. On considère la fonction de x 

SIN [/N(ARCCOS^R) J 

y/ i — x2 

où m est une constante donnée. i° Montrer que cette 
fonction satisfait à la relation 

(,x2— 1)y-h 3û?y—( m2— 1 )y = o, 

7 ' et y " désignant les dérivées première et seconde de la 
fonction y. 

20 E11 supposant que m soit un entier positif, on de-
mande d'établir que l'on peut satisfaire à l'identité pré-
cédente en prenant pour y un polynôme en x . Après 
avoir trouvé le degré de ce polynôme, on cherchera la 
forme de ses coefficients. 
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Physique. 

1. Lunette astronomique. 

2. Une boule, dont le volume est V et le poids dans 
le vide P, est suspendue à un dynamomètre sensible; ee 
dynamomètre est accroché à un aérostat qui, partant du 
niveau de la mer à la pression om ,^6o, s'élève dans un 
air sec à o°. 

Comment variera, pendant l'ascension, l'effort causé 
par la boule sur le dynamomètre ? On admettra que la 
hauteur est liée à la pression barométrique par la formule 

D h 

Appliquer «à l'exemple numérique suivant : 

V = io\ P = 4ks,5oo. 

Extrait cVune Lettre de M. H. Brocard. 

Dans un article publié au Tome V, p. 233-237, M. du 
Châtenet a cherché les courbes pour lesquelles la pro-
jection du rayon de courbure sur le rayon vecteur est 
a\ec lui dans un rapport constant 

r — ( i i -t~ i ) c o s Q , 

et il a trouvé que les seules courbes jouissant de cette 
propriété ont pour équation générale 

» = a11 c o s m o . 

A ce propos, je suis surpris de voir combien les notions 
relatives à cette famille de courbes semblent rencontrer 
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de difficulté à se vulgariser parmi les géomètres. Il me 
paraît donc intéressant de rappeler ici la bibliographie 
de ces lignes remarquables. 

Le théorème de M. du Châtenet et l'observation au 
sujet de la spirale logarithmique (p. 235) ont déjà été 
signalés, au moins en principe, par M. ÎNicolaidès, à 
l'occasion des résultats presque identiques obtenus par 
M . Allégret (t . I X , p. 3 O - 3 2 , 1 8 7 0 , et t. X I , p. 1 6 2 -

1 6 7 , 1 8 7 2 ) , mais la proposition est plus ancienne (J . -A. 
SEIUIET, Journal de Mathématiques de Liouville, t. V I I , 

p. 1 1 8 , et M A C L A U R I N , Traité des fluxions), comme le 
fait remarquer M. Haton de la Goupillière, dans la bi-
bliographie qu'il a consacrée à ces courbes pour lesquelles 
il a autrefois proposé la désignation de spirales sinus-
oïdes [Nouvelles Annales, t. X V , p. 9 7 - 1 0 8 , 1 8 7 6 ) . 

Voir aussi, dans le même Journal, question 493, 
2e série, t. I , p. 32 1-322, 1862 (Sacclii); question 166 
( W . Roberts), t. VII, p. 98 , 1848, et 2E série, t. X I , 
p. 283, 1872 ; puis 2E série, t. V, p. 2^-31, 1866 (Barbier 
et E. Lucas), et 3e série, t. II , p. 1 1 8 - 1 2 9 , 1883 (La-
quière). 

Enfin, l'article précité de M. Haton vient de servir 
de point de départ à une monographie publiée dans le 
Journal de Battaglini, t. X X I V , p. 23-43, 1886, Sulle 
curve rTn cosm8 = am. L'auteur, M. A. Bassani, signale 
les plus récents travaux relatifs aux spirales sinusoïdes. 

PUBLICATIONS RÉCENTES. 

LEÇONS DE G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E , à l'usage des élèves 
de la classe de Mathématiques spéciales; par M. E . 
Pruvost, inspecteur général de l'Instruction publique, 
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P R É F A C E . 

Le Traité de Calcul différentiel et intégral de Boucharlat est un des 
Livres de Mathématiques transcendantes qui ont eu le plus de succès. Sept 
éditions se sont rapidement écoulées, et cet Ouvrage, déjà ancien, est toujours 
recherché par les étudiants. 

Sur le point de publier une huitième édition, la Maison Gauthier-Viilars 
devait se préoccuper de mettre au courant de la Science un Traité dont 
cS qualités avaient été à un si haut degré appréciées du public. Quelles 

étaient ces qualités? Telle était la question qu'il fallait d'abord se poser. En 
lisant attentivement l'Ouvrage dont nous parlons, on s'aperçoit que l'auteur 
s'est toujours astreint à entrer dans les plus minutieux détails lorsqu'il 
s'agissait de l'éclaircissement d'une définition ou d'un point de doctrine, et 
que de nombreux exemples, toujours fort simples, venaient élucider les par-
ties délicates de la Science. Ainsi le caractère essentiel de l'Ouvrage, et que 
nous avons cru devoir conserver, est celui de la simplicité et de la clarté. 
A côté des qualités que nous venons de signaler, et qui, à notre avis, sont 
les plus essentielles, car, évidemment, les plus belles théories, les artifices 
les plus ingénieux, sont lettre morte s'ils ne sont pas exposés avec assez de lu-
cidité pour être compris du lecteur, à côté de ces qualités, dis-je, subsistaient 
quelques défauts que nous avons essayé de faire disparaître. L'enseignement, 



depuis Cauchy, a fait des progrès, et les méthodes rigoureuses sont aujour-
d'hui aussi simples et je dirai même plus claires, plus faciles que les anciennes 
méthodes des infiniment petits, des coefficients indéterminés appliqués aux 
séries, etc. Il nous a été facile de fa ire disparaître ces imperfections, souvent en 
changeant un mot; parfois nous avons dû complètement modifier une dé-
monstration, mais nous ne l'avons fait qu'avec une extrême circonspection. 

Nous avons conservé l'ordre des matières de l'édition primitive et respecté 
le texte même de l'auteur toutes les fois que la rigueur n'était pas en cause 
ou que des simplifications évidentes, naturellement amenées par les progrès 
de la Science, ne nous indiquaient pas ce que l'auteur aurait corrigé lui-même 
s'il eût vécu plus longtemps. C'est ainsi que nous avons modifié le paragraphe 
relatif à la formule de Taylor, en donnant la démonstration si simple et si 
facile de M. Hommersham-Cox, que nous avons introduit ou modifié quelques 
passages relatifs à ia doctrine des infiniment petits, des différentielles to-
tales, etc. Le changement le plus essentiel que nous ayons apporté est relatif à 
l'intégration des équations aux dérivées partielles. Nous avons substitué aux 
méthodes trop nombreuses et trop particulières de l'auteur la méthode 
unique développée par Jacobi dans ses Dilucidationes. 

Enfin nous avons cru pouvoir supprimer quelques notes, inutiles aujour-
d'hui, et nous en avons introduit d'autres, destinées à éclaircir certains 
points qui n'ont pas été suffisamment développés dans le texte ; mais, en 
respectant la pensée dominante de l'auteur, nous n'avons jamais rien intro-
duit dans les notes qui ne fût à la portée des lecteurs ordinaires de Bou-
charlat. 

Nous espérons que les modifications apportées à l'Ouvrage que nous réé-
ditons ne lui auront pas ôlé sa valeur et que le public voudra bien l'accueillir 
favorablement comme par le passé. 

A LA MEME LIBRAIRIE. 

HOUEL (J.), Professeur de Mathématiques à la Faculté des Sciences 
de Bordeaux. — Cours de Calcul infinitésimal. Quatre beaux volumes 
grand in-8, avec figures dans le texte, 1878-1879-1880-1881. 

On vend séparément : 
Tome I i5 fr. 
Tome II i5 fr. 
Tome ill 10 fr. 
Tome IV 10 fr. 

LACROIX (S.-F.) . — Traité élémentaire de Calcul différentiel et de 
Calcul intégral. 9e édition, revue et augmentée de Notes par MM. Her-
mitc et J .-A. Serret, Membres de l'Institut. 1 volumes in-8, avec plan-
ches; 1881 i5 fr. 

STURM, Membre de l'Institut. — Cours d'Analyse de l'École Polytech-
nique, publié, d'après le vœu de l'auteur, par M. Prouhet. 8e édition, 
suivie delà Théorie élémentaire des Fonctions elliptiques, par M. Lau-
rent % répétiteur à l'École Polytechnique. 2 vol. in-8, avec figures dans le 
texte; i884 14 fr. 

U 9 4 3 P a r i s . - I m p r i m e r i e de G A U T H I E R - V I L L A R S , quai d e s Augustins, 5S 
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COMPOSITION MATHÉMATIQUE POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE EN 1886; 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

P A R U N A N C I E N É L È V E D E M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S . 

On donne un rectangle ABA'B'. Deux hyperboles 
équilatères (A) et (B), ayant toutes deux leurs asym-
ptotes parallèles aux côtés du rectangle, passent, 
l'une{ A) par les sommets opposés A et A', l'autre (B) 
par les sommets opposés B et B' du rectangle : 

i° Démontrer que le centre de l'hyperbole (A) a, 
par rapport ci l'hyperbole (B ) , la même polaire P 
que le centre de l'hyperbole ( B) par rapport à Vhyper-
bole (A)-, 

2° Le rectangle restant fixe} on fait varier en 
même temps les deux hyperboles de manière qu'elles 
soient égales entre elles, sans être symétriques par 
rapport à l'un des axes de symétrie du rectangle. 
Examiner si elles se coupent en des points réels; 
trouver le lieu du milieu de la droite qui joint leurs 
centres, et prouver que la droite P est constamment 
tangente a ce lieu. 

3° Si l'on prend une quelconque des hyperboles (A) 
et une quelconque des hyperboles (B) , il existe une 
infinité de rectangles ayant, comme le rectangle 
donné, deux sommets opposés sur chacune de ces 
hyperboles, et les côtés parallèles aux asymptotes. 
Trouver le lieu des centres de ces rectangles. 

Prenons (fig* i) la parallèle CC' à BA' pour l'asym-
ptote d'une hyperbole ( B ) et cherchons l'autre asym-

Ann. de Mathémat., 3 e s é r i e , t . V ( S e p t e m b r e i 8 8 6 . ) 2 6 
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ptote de cette courbe. Soit Dï)' cette droite. Puisque B 
et B' appartiennent à la même hyperbole, on a 

BG x BD — B'C'x B'D'. 

Il résulte de là que les deux asymptotes se coupent 
sur A A'. On voit ainsi que : le centre ¡3 d'une hyper-
bole (B) est sur la diagonale AA7; de même : le 
centre ol d'une hyperbole (A) est sur la diagonale BB'. 

Les tangentes en B et B' à (B ) rencontrent les asym-
ptotes de cette courbe en des points qui sont les symé-
triques de ¡3 par rapport aux côtés du rectangle donné. 
Joignons ces points par des droites*, nous obtenons un 
trapèze dont les côtés parallèles passent par A et A' et 
sont parallèles à BB'. Les côtés non parallèles de ce tra-
pèze se coupent en T sur A A', qui n'est autre que la 
droite qui joint les milieux des côtés parallèles du tra-
pèze. Le point T est l'harmonique conjugué de par 
rapport <i A et A'. 

Soit une hyperbole (A) dont le centre est a sur BB'. 
Cherchons la polaire de ce centre par rapport à (B) . 
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D'abord cette polaire passe par le point U, harmonique 
conjugué de a par rapport aux extrémités de la 
corde AA' de l'hyperbole ( B ) ; ensuite, elle passe par 
le point de rencontre T des tangentes menées à cette 
courbe aux extrémités de cette corde. Cette polaire est 
donc la droite UT, qui passe par les points U et T har-
moniques conjugués de a et ¡3 par rapport aux extré-
mités des diagonales BB', A A' qui contiennent respecti-
vement ces points. 

Il résulte évidemment de là que la polaire P de a par 
rapport à ( B ) est aussi la polaire de ¡3 par rapport 
à (A). 

La première partie de la question proposée est ainsi 
démontrée (*) . 

F i g . 

<; v CI !R, B 

Y" 

Projetons le rectangle donné suivant un carré 
( Jig. 2) et conservons les notations précédentes. 

( ' ) L a p r e m i è r e e t l a d e r n i è r e p a r t i e d e l a q u e s t i o n s e r é s o l v e n t 

i m m é d i a t e m e n t , e n r e m a r q u a n t q u e l e s d e u x h y p e r b o l e s s o n t l e s 

p r o j e c t i o n s c o n i q u e s d e d e u x c e r c l e s o r t h o g o n a u x , e t l e r e c t a n g l e 

A A ' B B ' l a p r o j e c t i o n d e d e u x d i a m è t r e s r e c t a n g u l a i r e s A A ' , B B ' d e 

c e s d e u x c e r c l e s . CH. B . 
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Appelons y le centre de l'hyperbole (A) , qui est 

égale à l'hyperbole (B) dont le centre est [3. Soient ¡3, le 
point où (3D coupe BB' et G le point de rencontre de AB 
et de l'asymptote de (A) parallèle à AB'. 

Puisque les hyperboles, dont les centres sont [3 et y, 
sont égales, on a 

BC x BD = y G x G A 
ou, en menant ^ C i parallèlement à BA', 

yGx GA = AG! x'^C,. 
De là, comme on le voit facilement, 

TB X yB' = piB'x ̂ B = pA'x fJA. 
Circonscrivons une circonférence au carré ABA'B'. 

Appelons O le centre de cette courbe et R son rayon, 
on a 

Y B x y IV = ̂ O2 — R2. 
pA'x pA = R2 — Ôp\ par suite 

-f- Op2= «iB2. 

Si M est le milieu de ¡3y, on a aussi 

<>/ -H ôY aÔM:V 
donc 

OM2 -H fi\Y = R2. 

Mais le triangle ¡30 y étant rectangle enO, y M est égal 
à OM \ il vient alors 

aÔM2 = R2. 

Le segment OM est donc égal à la moitié du côté du 
carré. De là résulte que : 

Si Von fait varier en même temps les hyperboles 
égales (A) et (B), sans qu'elles soient symétriques par 
rapport à Vun des axes de sy métrie du carré, le lieu 
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du milieu du segment compris entre leurs centres est la 
circonférence inscrite au carré donné. 

Il suffit de faire une projection de la figure sur un 
plan parallèle à l'un des côtés du carré pour trouver, 
en réponse au commencement de la deuxième partie de 
l'énoncé proposé, que le lieu demandé dans cette 
deuxième partie est Vellipse inscrite dans le rectangle 
donné et qui a pour axes les axes de ce rectangle. 
Nous désignerons par ( E ) cette courbe. 

Reprenons {fig- 2) le carré ABA'B' . Puisque Ol\l est 
de longueur constaute, il en est de même de ¡3y. Ainsi : 

La distance des centres de deux hyperboles égales, 
non symétriques par rapport à l'un des axes du carré, 
est constante et égale au côté du carré. 

Cette propriété conduit à celle-ci : 

La distance des centres de deux hyperboles égales, 
non symétriques par rapport à l'un des axes du rec-
tangle donné, est égale au diamètre de (E) qui lui est 
parallèle. 

Construisons {fig. 2) le rectangle 0 ¡ 3 I y . Deux autres 
hyperboles égales conduisent à un rectangle analogue à 
celui-ci. Comme les diagonales de ces rectangles sont 
égales au côté du carré, les points tels que I appartien-
nent à une circonférence décrite du point O comme 
centre avec le côté du carré pour rayon. 

Nous avons trouvé précédemment 

il résulte de là que : la polaire réciproque de cette cir-
conférence par rapport à la circonférence circonscrite 
au carré donné est la circonférence inscrite à ce carré. 
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La polaire de I , par rapport à la circonférence cir-

conscrite au carré, est alors une tangente à la circonfé-
rence inscrite. Mais cette polaire joint le pôle de 1(3 à 
celui de ly : c'est alors la droite P qui joint les harmo-
niques conjugués de (ï et y par rapport aux extrémités 
des diagonales AA', BB' qui contiennent respectivement 
ces centres. Ainsi : 

La droite P est tangente h la circonférence inscrite 
au carré donné. 

Au moyen d'une projection sur un plan parallèle à 
l'un des côtés du carré, 011 a la réponse à une partie du 
deuxième alinéa de renoncé de la question proposée. 

Les hyperboles égales, dont les centres sont (J et y, 
ont leurs asymptotes parallèles et peuvent être amenées 
en coïncidence au moyen de la translation de l'une pa-
rallèlement à la droite ¡3y. Ces hyperboles interceptent 
alors sur cette droite des diamètres égaux et par suite 
la polaire P passe par le point M milieu du segment ¡3y. 
Ainsi : 

Dans le cas de deux hjpei^boles égales, la polaire 1? 
est tangente en M à la circonférence inscrite au carra 
donné (1). 

Appelons d le demi-diamètre intercepté par l'une des 
hyperboles sur la droite ¡ây. On a 

PY X PM = D2 

ou 

( * ) E11 f a i s a n t u n e p r o j e c t i o n d e l a f i g u r e s u r u n p l a n p a r a l l è l e à 

l ' u n d e s c ô t é s d u c a r r é , 011 t r o u v e q u e c e t t e p r o p r i é t é e s t v r a i e d a n s 

l e c a s o ù l ' o n a u n r e c t a n g l e d a n s l ' é n o n c é d e l a q u e s t i o n . 

11 e s t f a c i l e d e v o i r d i r e c t e m e n t q u e l a d r o i t e q u i j o i n t l e p o i n t M 

a u p o i n t c o n j u g u é h a r m o n i q u e d e y , p a r r a p p o r t à B B ' , e s t p e r p e n -

d i c u l a i r e à O M . 
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Donc, d'après ce qui précède : 

Le diamètre intercepté par l'une des hyperboles sur 
la droite [3y est égal à la diagonale du carré donné. 

Le demi-diamètre d est alors plus grand que (3 M. et la 
droite P ne rencontre pas les hyperboles dont les cen-
tres sont ¡3 et y. 

Puisque la droite P passe par le milieu M de ¡3y, les 
hyperboles la rencontrent aux mêmes points imagi-
naires-, la droite P est alors une corde commune aux 
hyperboles dont les centres sont ]3 et y et les points de 
rencontre de ces hyperboles sur cette droite sont ima-
ginaires. 

En faisant une projection de la figure sur un plan pa-
rallèle à l'un des côtés du carré, on est conduit à la ré-
ponse relative à la dernière partie du deuxième alinéa 
qui restait à trouver. 

Supposons que, par le point fixe ¡3, on mène des cordes 
de l'hyperbole fixe (A) dont le centre est a (Jig, i). Sur 
chacune de ces cordes on construit un rectangle dont les 
côtés sont parallèles aux asymptotes de cette courbe. Les 
diagonales de ces rectangles sont les cordes que nous 
venons de mener et, d'après ce que nous avons démontré 
au commencement de cette solution, des droites qui 
passent par le centre a. Les centres de ces rectangles 
appartiennent à une courbe (O) lieu des milieux des 
cordes interceptées par (A) sur les droites qui passent 
parle point fixe ¡3; cette courbe (O) est alors une hyper-
bole équilatère dont le centre est au milieu de a ¡3 et 
dont les asymptotes sont parallèles aux asymptotes 
de (A). 

Le lieu des sommets B, B' de ces rectangles est une 
conique : car sur une droite telle que BB', qui passe tou-
jours par a, il n'y a que les deux points B, B' qui appar-
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tiennent à ce lieu, le point a n'en faisant pas partie. 
Par rapport à cette conique l'hyperbole (O) est le lieu 
(les milieux des cordes, telles que B, IV, qui passent par a : 
donc la conique lieu des points BB' est une hyperbole 
équilatère (B) dont le centre est ¡3 et dont les asym-
ptotes sont parallèles aux côtés des rectangles. 

On voit donc qu'*7 existe une infinité de rectangles 
ayant, comme le rectangle donné, deux sommets op-
posés sur chacune des hyperboles (A) et (B) et les côtés 
parallèles aux asymptotes de ces courbes et que les 
centres de ces rectangles sont sur une hyperbole équi-
latère dont le centre est au milieu de la droite des 
centres de (A) et (B) et dont les asymptotes sont paral-
lèles aux asymptotes de ces hyperboles. 

Nous avons ainsi achevé de répondre à toutes les par-
ties de la question proposée. 

Il y a encore quelques remarques à faire, mais chacun 
les trouvera facilement. 

ÉTUDE SUR LES PARIS DE COURSES 
[ F I N ( » ) ] ; 

PAR M. M. DU G H A T E N E T . 

XIII . — Arbitrages complexes. 

Les arbitrages à double opération que nous venons de 
voir sont les plus simples qu'on puisse imaginer. Ils pré-
sentent, dans la pratique, ce grave inconvénient qu'on 
ne pourra jamais faire les deux négociations en même 

( ' ) Voir mémo Tome. p. 827 et 38o. 
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temps et que, l'une étant faite, il faudra que les condi-
tions du marché se modifient dans un sens convenable 
pour que l'autre puisse se faire d'une façon avantageuse. 

Nous examinerons quelques exemples d'arbitrages 
fondés sur une triple négociation, et que l'on peut réa-
liser quand les conditions du marché s'y prêtent, ce qui 
arrive le plus souvent, sans qu'elles doivent se modifier 
après la conclusion d'un ou deux des paris. 

Premier exemple. — Supposons qu'on puisse donner 
un cheval comme premier à la cote a et comme second 
à la cote b, et qu'on puisse le prendre à la cote c comme 
placé dans les deux premiers. Etudions comment cet ar-
bitrage devra se faire pour être fructueux et dans quels 
cas il sera possible. 

Soient p la somme qu'on accepte en donnant le che-
val comme premier, q celle qu'on accepte en le donnant 
comme second et /* celle qu'on parie pour le cheval placé. 
Soient A le bénéfice qu'on veut faire si le cheval arrive 
premier, B s'il arrive second, G s'il n'arrive ni premier 
ni second. 

Si le cheval est premier, on gagnera q sur le pari fait 
en le donnant second et cr en le prenant placé ; on per-
dra ap en le donnant premier. On aura donc la relation 

— ap -+- q -+- cr = A . 

Si le cheval est second, on gagnera p en le donnant 
premier et cr en le prenant placé; on perdra bq en le 
donnant second; d'où la relation 

p — bq -H cr = B. 

Si le cheval n'est ni premier ni second, on gagnera p 
en le donnant premier et q en le donnant second 5 on 
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perdra /' en le prenant placé. On a donc 

• r = C. 

Si, dans ce système de trois équations, nous prenons 
pour inconnues les enjeux p, r/, /-, la solution sera 

r — - a w - — ) i 
« - 4 - 1 6 - + - 1 \ c - n / I i — , | , — r A U — ¡ ' 

L a -+-1 b 1 c + i J 

^ t i ^ r J V <i±il_ B • , — H ^ î -L. a-T-1 o + i c-h i 

\ a -f-1 6 -4-1 / I 
_ _ A 

R-T -F- T 6 - I - I 

D'après ces formules, la condition nécessaire et suffi-
sante pour que p et q soient positifs est 

a -r-1 

car, d'après la nature du problème, c sera plus petit que 
a et ¿ . Cette condition étant satisfaite, on pourra tou-
jours disposer de A, B, C de manière que r soit positif. 
Du reste, en fait, comme on aura presque toujours 

a-4-i 6 -h i 

il n'y aura aucune condition nouvelle à ajouter à la pré-
cédente. 

Si le bénéfice qu'on veut faire est le même dans le cas 
où le cheval considéré arrive premier ou second, les for-
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mules deviennent 

A - G 

l/> = — r -
C -r- I 

- f - C 

a -r i 6 + i c -f~ 
A — G 

-f- G 
( 2(J ) \ q = -

l b H- 1 
ci-î- I ' 6 - i - I C —h r 

A f - i - H - ^ + c f , - - ! - . 
\ A -f-1 6 -f-1 / \ A -f- T 

i i i 
c -h i 

a -r-1 6 -

Dans le eas où l'on veut obtenir un bénéfice uniforme, 
quel que soit le résultat de la course, on a 

P 

( 3 o ) 

I p 
[ i a -T- î 

a -h î C -h I 

P 

î I b-+- î 
a -r- 1 c-hl 

P 

I 
-h , 

I C -h I 
b -h î 6-

La condition nécessaire et suffisante pour la possi-
bilité de F arbitrage est 

> 

Prenons un exemple numérique pour montrer l'im-
portance des paris qu'on peut obtenir par ce moyen. 
Soient un cheval coté 3 comme premier, î , 5 comme se-
cond, et î placé dans les deux premiers. Supposons 
qu'on veuille gagner 2oofr si le cheval arrive premier ou 
second, et ioofr s'il n'est pas placé. On le donnera comme 
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premier pour 25of' et comme second pour 4oo f t, et on le 
prendra placé pour 55oh . 

Si, avec les mêmes cotes, on veut obtenir un bénéfice 
de i5otv en toute hypothèse, 011 Je donnera comme pre-
mier pour 25ofl et comme second pour 4°° f l? e t o n I e 

prendra place pour 5ootr. 
On peut aussi ne chercher un bénéfice dans l'arbitrage 

que dans une ou deux des trois hypothèses qu'on peut 
l'aire sur le résultat de la course, tout en se couvrant 
contre les hypothèses les moins favorables, c'est-à-dire 
chercher à obtenir, dans certains cas, un gain aléatoire, 
eu se mettant à l'abri contré toute possibilité de 
perte. 

Supposons que, dans le cas actuel, on veuille obtenir 
un bénéfice P si le cheval considéré est placé dans les 
deux premiers, tout en se couvrant contre les autres 
éventualités. Les formules (28) donneront, en faisant 
A = B = o, 

1 

l 1 I a -h I 
a i 1 b -h I 

I 
C -r I 

c -t - I P 
j I l b -h I 

a -t- 1 + b 

1 
-4- 1 C 4- I 

I 
a -f- I b 4- 1 P 

I I C - r - l 
I _ 1_ 

* a -H i b -t- 1 c - f - 1 

Pour que les valeurs de p et q soient positives, la seule 
condition est que le dénominateur soit positif. Il faudra 
alors, pour qu'il y ait une solution au problème, que le 
numérateur de r le soit aussi. La condition nécessaire et 
suffisante de possibilité pour ce mode d'arbitrage sera 
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donc exprimée par la double inégalité 

c + i ^ o + i b -h i ^ 1 ' 

On peut chercher à faire un arbitrage sur le même su-
jet que nous avons pris comme exemple, mais en procé-
dant d'une manière contraire à celle qui a été exposée. 
On prend un cheval premier et second aux cotes a et b 
et on le donne placé à la cote c. Si nous conservons les 
mêmes notations que précédemment, nous verrons que 
les trois cas à considérer conduisent aux trois équations 
suivantes : 

j ap — q — cr = À, 
< — p -f- bq — cr = B , 

f — p — q ~ r = C. 

En comparant ce système d'équations au système ob-
tenu déjà, on remarquera qu'on peut passer du premier 
au second en changeant les signes de <7, r. Cette 
simple observation permettra donc d'écrire les valeurs 
des inconnues 

\ c ~f-1 a + 1 b -h 1 

La condition nécessaire et suffisante pour que ces va-
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leurs soient positives est 

(33) - L - ' J c -h I a -r-1 b •+• I 

Ces deux modes de tenter un arbitrage montrent qu'il 
y aura toujours possibilité de le faire, pourvu qu'on 

> • 1 , 1 1 >-i » i 
n ait pas ^ ^ + b ^ — —— ; car, s il n est pas pos-
sible d'une manière, on l'obtiendra au moyen des négo-
ciations contraires. 

On pourrait encore vouloir donner un cheval premier 
et le prendre second et placé. Les trois équations qui 
résultent de l'analyse de la question sont 

— ap — q -+- cr = A . 

p -i- bq cr = B , 

p — q — r = C. 

Ce système se déduit du premier en changeant le signe 
de q -, p et q seront donc forcément de signes contraires; 
par conséquent, cette hypothèse doit être écartée. 

Un quatrième mode d'arbitrage sur le même sujet con-
sisterait à prendre un cheval premier et à le donner se-
cond et placé. Les équations qui résultent de cette ma-
nière d'opérer sont 

ap -- q — cr — A, 

— P — bq — cr = B . 

- p H- q -- r — C. 

La seconde équation ne pourra être satisfaite par des 
valeurs positives des inconnues', ce mode d'arbitrage est 
donc impossible. 

On peut encore donner un chev al second et le prendre 
premier et placé. Ce cas donne lieu à des observations 
analogues à celles faites à propos du troisième mode. 

On peut enfin prendre un cheval second et le donner 



premier el placé. Il y a impossibilité comme pour le 
quatrième mode. 

Deuxième exemple. — L'étude de l'arbitrage que 
nous venons d'examiner fournit la solution de la question 
suivante : Faire un arbitrage en pariant que, sur deux 
chevaux désignés, l'un d'eux, qu'on ne désigne pas, ar-
rivera ou n'arrivera pas premier. 

Un mode consisterait à prendre le groupe des deux 
chevaux et à donner chacun d'eux premier. 

Si l'on appelle a et b les cotes des deux chevaux pris 
séparément et c celle du groupe qu'ils forment à eux 
deux, il n'y aura rien à changer aux formules déjà ob-
tenues. 

Troisième exemple. — Quand il s'agit de désigner le 
vainqueur dans deux courses diiïérentes, 011 peut tenter 
de faire un arbitrage sur cette combinaison. 

On donne les chevaux séparément dans chaque course 
et on les prend tous les deux ensemble comme premier 
dans les deux courses. 

Soient a et b les cotes des deux chevaux pris isolé-
ment et c celle de la combinaison des deux premiers. 
Soient A le bénéfice qu'on fait si le cheval coté a arrive, 
B si c'est le cheval coté C si les chevaux arrivent tous 
deux, et D si aucun des deux 11'arrive. 

Les quatre hypothèses qu'on peut faire sur le résultat 
de la course fournissent les quatre équations suivantes : 

— ap -}- q — r = A, 
p — bq — /• — B. 

— ap — bq -f- cr — C, 
p H- q — r = D. 

Nous pourrons, dans ces équations, considérer />, <y, 
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lieront 

( 3 6 ) 

1 1 1 I a H h 1 
a -h 1 b-r-l c -t- 1 

P I 
~ 1 I 1 

— 1 
- 1 

a -h 1 h 6 + 1 C + I — 1 

P 1 
I I c -M 

- h 7 I 

D : 

a -+-1 6 h- i c -+-1 
P 

i i i — i \a + i 6 + i c-Hi/ 
a - f - i o + i c + 

La condition de possibilité montre que les cotes a et 
b ne pourront varier que dans des limites très étroites; 
elles devront toujours être très faibles, en général une 
fraction de l'unité. Par exemple, si a = i , b = il en 
résultera que c devra être supérieur à 5. Une telle dis-
proportion entre ces cotes ne se trouvera jamais sur le 
marché, et l'on peut dire que les formules (35) ne 
donnent qu'un mode d'arbitrage purement théorique et 
incapable de rendre des services dans la pratique. 

On pourra tenter un arbitrage sur le même sujet en 
opérant d'une manière toute contraire à la précédente, 
c'est-à-dire en prenant les deux chevaux et en donnant 
la combinaison. Il suffira, pour obtenir les valeurs de 

q, r, D, de changer les signes de celles fournies par 
les formules (35 ) . Alors D qui est égal à r — p — q 
aura pour expression 

D = i i 1 -H c -h i a + i b \ 

x r A ( - j l _ U B ( - I _ _ ' 
L \c -h i « - b i / \ C + I b -h 1/ c - H iJ 

Afin. de Mathêmat., 3e série, t. V. (Septembre 1886.) 27 
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Si l'on a —l-— > —l-— ~ — ? condition nécessaire c + i a -h i o -h i 
et suffisante pour que p, </, r soient positifs, la valeur 
de I) sera toujours négative, et il n'y aura pas d'arbitrage 
possible. 

On peut essayer, d'une autre manière, un arbitrage 
sur le même sujet. On pourra prendre l'un des chevaux 
et donner la combinaison et l'autre cheval, ce qui peut 
se faire de deux façons différentes. Le système d'équa-
tions répondant à cette question serait obtenu en chan-
geant, dans celui déjà étudié, les signes de q et r. Or les 
numérateurs de p et q, d'après les formules, sont tou-
jours positifs; il en résulterait que p et q seraient de 
signes contraires. L'arbitrage n'est donc pas possible. 

On peut enfin donner l'un des chevaux et prendre la 
combinaison et l'autre cheval, et cela de deux manières 
différentes ; mais alors, si le cheval qu'on a donné ar-
rive et si celui qu'on a pris n'arrive pas, on perd les 
trois paris à la fois. L'arbitrage sera donc impossible. 

Quatrième exemple. — Dans une même course, 011 
peut avoir l'idée d'un arbitrage sur la combinaison du 
premier et du second et sur les deux mêmes chevaux 
considérés isolément comme premier et comme second. 

On donnera un cheval premier et l'autre cheval se-
cond, et l'on prendra la combinaison. 

Cette question revient à celle que nous venons d'ana-
lyser. 11 n'y aura rien à changer aux résultats obtenus, 
si l'on convient de désigner par a la cote du premier, b 
celle du second et c celle de la combinaison. 

Cinquième exemple. — Soit un cheval engagé dans 
deux courses, avec la cote a dans la première, b dans la 
seconde, et c comme premier dans l'une des deux 
courses, sans préciser laquelle. O11 peut chercher à faire 
un arbitrage sur une pareille question. 
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On prend le elieval premier dans chacune des deux 

courses et on le donne premier dans l'une quelconque. 
Quatre cas pourront se présenter : 
i° Le cheval arrivera dans la première course et pas 

dans la seconde ; 
20 II arrivera dans la seconde et pas dans la première; 
3° 11 n'arrivera dans aucune des deux courses; 
4° Il arrivera dans les deux. 
Ce qui donne lieu, en continuant à employer les no-

tations déjà adoptées, aux équations suivantes : 

/ ap — q — cr = A, 

— p -4- bq — cr = B , 

— p — q -h r = G, 

ap -h bq — cr — 1). 

Dans ces quatre équations, nous considérerons comme 
inconnues <7, /', D. Notons que, d'après la nature de 
la question, c devra être la plus petite des trois cotes 
considérées. 

En résolvant les équations, on obtient 

- P^ITl^i' J M ^ • 
L c + i a-1-1 b -f-1 J 
r — + j r 5 _ H - c ( . - - L - ) 1 \ a -h 1 6-4 - 1 \ c-hi/ T ) I 1 

i = \ _ . 1 _ j _ + B \ r r r 
L c+i a-h 1 6-4-1 J 

A ^ _ B _ + C / 1 R _ \ 
a -h 1 ' 6 -H 1 \ a -h 1 6 - 4 - 1 / 1 

1 1 1 c -h 1 
c -h 1 a -h 1 6-4-1 

a(-L- - ' )+B(-i —) +c(i '—) 
D — \c-4-1 6-4-1/ \c-4-1 g - t - i / \ c-4-1/ 

~~ 1 1 1 
1 c -h 1 « -h 1 b -4- 1 
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Lorsque la condition — > — h j-^— sera vérifiée, 
1 c -M a + 1 6 -h i ' 

ces quatre valeurs seront toujours positives, et un arbi-
trage sera possible. 

Si l'on veut obtenir un bénéfice uniforme dans les trois 
premiers cas, les formules donneront 

P i 
P = 

( 3 8 ) 

I I I a 4 - I 

C 4 - I a 4 - I 6 + I 

P I 

I r I 6 + I 

C 4 - I a 4 - I 6 + I 

P I 

i 

D = P / i + 

« 4 - 1 b 4 - 1 

I 

1 
c + 

I 
a -

d'où l'on voit que, quel que soit le bénéfice qu'on se 
fixe pour les trois premiers cas, celui qu'on obtiendra 
dans le quatrième sera de beaucoup le plus important. 

Prenons un exemple numérique. Supposons que les 
cotes d'un cheval comme premier soient 3 et 4 dans la 
première et la seconde course et i comme premier dans 
l'une quelconque des deux courses, et qu'on veuille 
gagner ioofr dans les trois premiers cas. On prendra le 
cheval pour 5ooir et 4ooir dans chaque course, et on le 
donnera pour iooofl dans l'une des deux qu'on ne pré-
cise pas. Le bénéfice obtenu, s'il arrive dans les deux 
courses, sera de 

2IOOfr. 

On pourrait avoir l'idée de faire l'arbitrage d'une ma-
nière inverse de la précédente, c'est-à-dire en donnant 
le cheval premier dans chaque course et en le prenant 
premier dans Tune d'elles. Les équations qui serviraient 
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à l'étude directe de cette question ne diffèrent de celles 
que nous venons de résoudre que par le signe de <7, r\ 
on connaîtra donc facilement les valeurs de ces in-
connues. Le quatrième cas donne pour valeur D du bé-
néfice cr — ap— bq. Or, si l'on y porte les valeurs de 

on trouve 

I 1 1 

a 1 b -f-1 c + 1 

c - t - i ) c-1-1)] 

Si — h — > —— * la valeur de D sera toujours a h- 1 b 1 c -1-1 J 

négative. Si cette inégalité n'était pas vérifiée, les valeurs 
de p et q seraient négatives. Il n'y aurait donc pas d'ar-
bitrage possible. 

Sixième exemple. — Prenons maintenant un exemple 
d'arbitrage à quadruple opération. 

Soit un cheval engagé dans deux courses différentes 
et coté a et b dans chacune d'elles. Soient c sa cote 
quand on parie qu'il arrivera premier dans l'une ou 
dans l'autre des deux courses, sans préciser laquelle, et 
d sa cote quand on parie qu'il gagnera les deux courses. 

Remarquons, d'après cela, que, à un môme moment 
sur le marché, c sera la plus petite des quatre cotes, et 
d la plus grande. 

On donne le cheval premier dans chacune des deux 
courses, on le prend premier dans l'une des deux qu'on 
ne précise pas, et on le prend aussi premier dans les 
deux ensemble. 

II y aura, dans l'examen de la question, quatre cas à 
considérer : 

i° Le cheval gagne seulement la première course; 
20 II gagne seulement la seconde ; 
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3° Il gagne les deux ; 
4° Il n'en gagne aucune. 
Ces différents cas se traduiront par les quatre équa-

tions suivantes, en appelant A, B, C, D les bénéfices 
obtenus dans chaque hypothèse et q, r , s les divers 
enjeux : 

— ap -h q -4 cr — s = A, 
p — bq 4- cr -4- ds = B, 

— ap — bq -+- cr — ds — C. 
p 4- q — r — s — I). 

Les racines de ce système de quatre équations four-
niront les valeurs de <7, /', s : 

L J 
p = z 

a -h 1 
a 1 £>4-1 c • 

(39) 

ï V — - T M W -
I \« 4-1 d 4-1 / \c4-1 a + T/ 

„L C 4- l) J I 
^ ~~ 1 1 r 1 6 4 - 1 ' 

a 4-1 b 4-1 c f 1 d 4-1 

L - 1 ^ ( ' a 4- 1 6 4-1 4-i )_J 1 
1 

a 4 - 1 ' 6 4-1 c 4 - 1 d 4- 1 

[ (̂c4-I ¿>4-i) ' B(c4-I fl + i) H 

- t - c ( ' H - ) + D ( I - - ! - ) + l ¿>4-1 C 4-1/ \ C + I/J m . I I I I 
«4-1 ¿4-1 C 4-1 d 4-1 
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D'après ce que nous avons dit sur les grandeurs rela-
tives des diverses cotes qui figurent dans ces formules, 
les numérateurs de p et q seront toujours positifs. Il est 
donc nécessaire et suffisant, pour que p et q soient po-
sitifs, que le dénominateur commun soit positif. Dans 
la valeur de s, les coefficients de A, B, D sont positifs; 
quant à celui de C, il le sera aussi quand la condition 
précédente sera satisfaite. Comme on dispose entière-
ment de A, B, C, D, on pourra toujours les prendre 
tels que la valeur de r soit positive. On peut donc dire 
que la condition à laquelle doivent satisfaire les cotes 
pour que l'arbitrage soit possible est la suivante : 

i i 
a-T-i b -r i " c -h i d -f- i 

Quand on se propose d'obtenir un bénéfice uniforme 
P en toute hypothèse, les formules se simplifient nota-
blement et deviennent 

(4o) 

P -

r = 

I 1 I I a -f-1 
a -h 1 r 6 + i 

P 

C -T- I d -+- I 
1 

1 1 
! -

I I b-M 
a -+-1 h b + 1 

P 

C -h I d -4- I 
1 

1 | 
l I c -h 1 

a -h 1 H b + i 
P 

C I d -h I , 
1 I I d-h 1 

a -h i b -h i c - t - i d r 

Prenons un exemple numérique. Soit un cheval coté 3 
dans la première course, 5 dans la seconde, i premier 
dans l'une ou l'autre, 19 premier dans les deux. Les en-
jeux, pour obtenir un bénéfice uniforme de ioofr, de-
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vront être les suivants : 

75ofr, 5oofr, iooofr, i5o f r . 

On pourra, sur le même sujet, faire un arbitrage de 
la manière contraire, lorsqu'on aura 

i 1 ^ 1 i h -, > h -, , 
c -h i cl i a -h i b -f-1 

en prenant le cheval premier dans chacune des deux 
courses isolément et en le donnant premier dans l'une 
ou l'autre. En effet, les valeurs de /?, <7, z\ s seront les 
mêmes en valeur absolue, mais de signe contraire. 

11 y aura donc toujours un arbitrage possible, pourvu 
> . 1 , 1 I , I ou 011 n ait pas + 7 — H—7—- • 

J 1 a 1 6-4-1 c-i- i cl -4-1 

SUR UN SYSTEME DE CONIftUES DONT L'ÉQUATION A SES 
COEFFICIENTS FONCTIONS LINÉAIRES DE DEUX PARA 
MÈTRES; 

PAR M. A. REMOND, 

Ancien élève de l'Ecole Polytechnique. 

1. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de 
discuter la nature et la position d'une conique F dont 
l'équation a tous ses coefficients fonctions linéaires de 
deux paramètres variables. 

Salmon a montré (Sections coniques, p. 388) que 
l'étude de certaines propriétés d'un système de coniques 
dont l'équation est 

(1) ï l ! + pV-+-\V = o, 

a, ¡3 étant deux indéterminées, U = 0, V = o, W = o 
les équations de trois coniques du plan, est intimement 
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liée à celle des courbes du troisième ordre. Certains ré-
sultats lui sont fournis avec beaucoup d'élégance (Courbes 
planes) par les propriétés des formes algébriques. 

On peut, en modifiant la forme de l'équation (i), faire 
l'étude de ce système de coniques sans sortir du pro-
gramme de la classe de Mathématiques spéciales. 

Posons (axes rectangulaires) 

U = A.a?2 -4- i\Sxy 4- Cy2 -h iDx + 2Ey h - F, 
V = M x*iW xy -+- G y + aD'a? -+- <iE'y -1- F', 

W = A" a?2 + 2B"xy -+- C>2 -+- % D "x 2 E"y -+- F". 

On conclut 

aU + pv + W = (A a + A'f + A")#2 

qu'on peut écrire, X , Y, . . . désignant des fonctions li-
néaires de a, ¡3, 

Xx2iZxy -h Yy2-h iX'x + 2 Y 'y -4- Z' — o. 

Nous désignerons par M le point dont les coordonnées 
sont (a, P), et nous supposerons construit le triangle de 
référence dont les côtés sont 

X = o, Y = o, Z = o. 

L — N A T U R E DES CONIQUES R E P R É S E N T É E S 
PAR C E T T E É Q U A T I O N . 

2. Nous voyons, en formant la fonction caractéristique 

0 = XY — Z2, 

que la conique T est une parabole si Je point M se meut 
sur la conique T' ayant pour équation 

XY — Z2 = o. 

T' est tangente aux droites X = o, Y = o. à leur ren-
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contre avec la droite Z = o ; elle est dans la région dn 
plan où les fonctions X , Y donnent un produit positif. 

Deux cas peuvent se présenter suivant que les points 
situés à l'intérieur du triangle de référence ABC sont 
dans une région où le produit des fonctions X , Y est 
positif ou négatif. 

a. La conique F est alors tangente intérieurement 
aux droites X = o, Y = o : c'est une ellipse, une para-
bole ou une hyperbole; dans le cas d'une parabole, on 
peut la construire avec la règle seule, la double droite 
Z 2 = o formant une parabole singulière passant aux 
quatre points de rencontre de X = o, Y = o avec 
Z2 == o. 

b. Dans la seconde hypothèse, la conique F , tangente 
extérieurement aux droites X = o, Y = o, est une hyper-
bole. 

Remarque. — Les droites 

( X + Y = o, 

I X — Y = o, 

conjuguées harmoniques de X = o, Y = o, forment avec 
Z = o un triangle polaire conjugué AED par rapport à 
la conique F ; le sommet 

est toujours intérieur à la conique f , et X + Y = o est 
le côté du triangle autopolaire opposé au sommet inté-
rieur à la conique. 

La conique F est effective tant que les droites X = o, 
Y = o, Z = o forment un triangle de référence. Si l'une 
des droites X = o, Y = o s'éloigne indéfiniment, F de-
vient une parabole; si Z = o s'éloigne à l'infini, F de-
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vient une hyperbole asymptote aux côtés restant à dis-
tance finie. 

3. Quand le point D est à distance finie, il est inté-
ressant de considérer le cas où ce point devient un foyer 
de n . On peut écrire l'équation de cette conique 

en mettant en évidence les tangentes issues du sommet I) 
du triangle autopolaire. 

Ce sommet sera foyer si les tangentes qui en partent 
sont les droites isotropes. Dans ce cas, la droite 

X -T- Y = o 

est la directrice correspondant à ce foyer. 
En revenant au signe de 

0 = XY - Z2, 

nous voyons que le point A j ^ ~ ° est tou jours dans la 

région négative déterminée par la conique F ; dès lors 
la région dans laquelle se trouve le point A est en même 
temps celle dans laquelle doit se mouvoir le point 
M (a, ¡3) pour que la conique T soit une hyperbole. La 
région opposée est celle dans laquelle doit se mouvoir le 
point M pour que T soit une ellipse. 

4 . Les positions du point M, pour lesquelles F est une 
hyperbole équilatère, sont situées sur la droite 

X -+- Y = o. 

Il existe une seule position de M qui donne à l'hyperbole 
des directions asymptotiques déterminées. 

Quand M vient eu A, l'hyperbole équilatère F a ses 
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asymptotes parallèles aux axes de coordonnées; quand il 
vient en E , les asymptotes de cette hyperbole sont pa-
rallèles aux bissectrices de ces axes. 

5. Il existe, en général, une position unique du 
point M pour laquelle la conique Y devient un cercle ; 
il faut, en effet, que l'on ait simultanément 

i Z = o. 
| X - Y = o. 

Cette position unique est celle du point D. 
Il en résulte que, si D est un foyer de P', les positions 

du point M, telles que Y soit une hyperbole équilatère, 
sont sur la directrice correspondant à ce foyer. 

I I . — C A S OU LA CONIQUE Y D E V I E N T UN S Y S T È M E 

DE DROITES. 

6. Dans ce qui va suivre, nous supposerons que, au 
lieu de six fonctions linéaires différentes, il n'entre dans 
l'équation étudiée que trois fonctions X' , Y', Z', et nous 
poserons 

X ' = a X , 
Y'= bY, 
Z= cl, 

rj, Z>, c étant des coefficients numériques, ainsi que é/, 
e, f des équations suivantes. 

Les termes du premier degré et le terme indépendant 
qu'on écrit généralement 

•2 D x -h 2 E y -h F 

s'obtiendront en remplaçant les coefficients D, E, F par 
les fonctions X' , Y', Z' permutées entre elles. Six équa-
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tions sont à discuter 

aXx2-\- ibrLxy -h cYy*-h idXx -hieYy -b/Z = o, 
4- idYx 4- leXy -+- /Z — o, 

: -h idXx -h ierLy H-/Y = o, 
-h idZx -+• ieXy -+- /Y = o, 
-f- idZx ieYy / X = o, 
-f- idYx -f- leZy -h f X = o. 

Un cas intéressant est celui où les coefficients numé-
riques a, " - i f sont égaux entre eux. Nous indique-
rons le résultat relatif à ce cas chaque fois qu'il sera 
utile à connaître. 

7. Soit 

aX x2 -f- a b Z xy -f- c Y y2 -h a d X x -h i e Y y -4- f'L — o 

l'équation de la conique F. 
On peut écrire le discriminant de la fonction premier 

membre 

A = ( a c / + ibde)XY Z — ae*X Y — cd2YX2—fb*Z* 
ou 

A = XY(XZ [J.X -h v Y) — /¿>2Z3. 

F sera donc un système de deux droites quand le 
point M sera mobile sur la cubique C : 

XY(XZ pX-t-vY) —rZ3= o. 

Cette équation met en évidence la droite des trois 
points d'inflexion Z = o et les tangentes en ces points 

X = o, Y = o, XZ-t-[xX-*-vY = o, 
etc. 

8. Soit 

aXx2 -h ibZxy -h c Y j 2 - h idY x -h leXy -+-/Z = o 

l'équation de la conique F. 
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Ce sera un système de deux droites si le point M se 

meut sur la courbe C dont l'équation est 

X X Y Z - h fjLX3-+-v.Y«-4-iüZ» = o, 

cubique non singulière (forme canonique de Salmón, 
Courbes planes). 

Dans le cas particulier où les coefficients numériques 
sont égaux, le discriminant devient 

3 X YZ — X 3 _ Y3 — 7J = o, 

et la cubique précédente se décompose en une droite 

x -f y + z = o 
et une conique 

X2 Y 2 4 - Z2 — ZX — ZY — XY o. 

9. Soit 

a X a ? 2 4 - ibZxy 4- c Y r 2 + idXx 4- leZy 4 - / Y == o 

l'équation de la conique F. 
La cubique C, sur laquelle doit se mouvoir le point M 

pour que T soit un système de deux droites, a pour 
équation 

Z 2 ( X X 4- (J.Y) — X Y ( X ' X 4- (JT'Y) = O, 

où l'on a, en évidence, trois tangentes 

X = o, Y = o, X'X-H[A'Y = O, 

issues d'un même point; la droite Z = o des points de 
contact de ces tangentes, etc. 

Dans le cas où les coefficients . . . , f sont égaux, 
la cubique précédente se décompose en une droite 

X — Y = o 
et la conique T' 

X Y — Z2 = o; 

T ne peut donc pas être une parabole effective, etc. 
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10. Soit 

aXx2-\- ibZxy -h cYjk24- ïdZx 4- ieXy 4 - / Y = o 

l'équation de la conique T. 

Celle de la cubique C peut s'écrire 

Z 2 [ X X JJLY] — X [ X ' 2 X 2 ± : ( J . ' 2 Y 2 ] = o , 

même forme que la précédente; deux tangentes étant 
tantôt réelles, tantôt imaginaires, etc. 

Dans le cas où les coefficients a, Z>, . . . , f sont 
égaux, cette équation devient 

( X — Y ) [ 2 Z 2 — X ( X -f- Y ) ] = o. 

11. L'équation de la conique Y étant 

a X x- 4- i b Z .ry -f- G Y y2 -h- idZx -f- ie Y y 4- / X = o, 

l'équation de la cubique C peut s'écrire 

Z 2 ( A Y + (J.X ) — X Y ( X ' Y + (JL'X) = o ( v o i r c ) . 

12. L'équation de T étant 

a X x2 -f- i b Z xy -h c Yy2 4- idY x 4- le Z y -f- /X = o, 

la cubique C a pour équation 

Y 2 ( X X 4 - p . Y ) - Z 2 ( X ' X 4 - ¡x'Y) = o . 

Dans le cas où les coefficients . . sont égaux, 
cette cubique se décompose en 

( X Y = o, 
J Y ( X 4 - Y ) — Z 2 = O . 

Nota. —Dans l'indication des résultats généraux qui 
précèdent, nous n'avons pas parlé des systèmes de droites 
réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues, paral-
lèles ou se coupant; nous n'avons pas non plus distingué 
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les positions du point M qui donnent des ellipses réelles 
de celles qui donnent des ellipses imaginaires. 

Les courbes, lieux de M, qui séparent les régions du 
plan correspondant à ces diverses propriétés sont des 
coniques dont on détermine facilement la position par 
rapport au triangle de référence 

X = o, Y — o. Z = o. 

Nous ferons seulement remarquer que la connaissance 
des résultats de la discussion de l'équation générale, dans 
le cas où les coefficients Z>, sont égaux, permet 
de former très rapidement des équations générales de 
coniques renfermant deux paramètres et dont l'étude 
complète n'exige pas la connaissance de propriétés autres 
que celles des courbes du second ordre. 

Cette remarque permettra de combler la lacune re-
grettable qui existe, à ce sujet, dans les exercices pro-
posés dans les divers Traités de Géométrie analytique. 

MÉMOIRE SUR L E S ÉQUIVALENCES A L G É R R I Q I E S 

E T L'ÉLIMINATION; 

PAR M. II. L A U R E N T . 

I . Soient <p2, . . . , 'fn 1111 système de 11 polynômes 
entiers en ar4,.r2, . . . , xn que nous appellerons divi-
seurs et que nous supposerons de degrés mKl m2, ..., mn 

respect i v e m e n t. 
Nous appellerons polynôme réduit un polynôme 

entier en .r2, . . . , xn ne contenant pas de termes di-
visibles par x"'', x™-, . . . , x"ln. 

Avec un certain nombre d'auteurs, nous distingue-
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rons dans un terme a x*x\ . . . deux parties, son ar-
gument x*x\ . . . x\ qui contient les variables et son 
coefficient a. 

Le nombre des termes dyun polynôme réduit est 
jji = 7/21 m2 . . . mn. En effet 

(l -f-^i-l- . X2-\~. . . . . 

est un polynôme réduit dont tous les coefficients sont 
égaux à l'unité; le nombre de ses termes est égal à la 
valeur numérique qu'il prend pour 

Xi == x2 = . . . = Xn =r I : 

cette valeur est bien n\\ m2 . . . mn. 
Nous dirons que deux polynômes F et f sont équi-

valents par rapport aux diviseurs , < p 2 , . . . , <on et nous 
écrirons 

F 

si l'on a identiquement 

F =/-t-X1<p1-t- X2'f2-H. . .H-

• • •, A/z désignant des polynômes entiers en xi9 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours 
que : 

i° Les polynômes cp4, cp2, . . . , on sont choisis de telle 
sorte que les équations 

(1) <pi = o, <Pî=0, ©„= o 

ont précisément m{ m2 . . . mn = pi solutions communes 
finies, bien déterminées et distinctes-, 

2 0 En désignant les solutions communes de ces 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. V. (Septembre 1 8 8 6 . ) 2 8 
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équations par 

(a) I 
i «11» a21> 
) a12, a22, 

*/tl 7 

• i 
\ alu> a2̂ > • • • > 

nous supposerons le déterminant 

all a21 11 2 1 11 

( 3 ) A = 
a12 «22 

i a2|x ••• a 

différent de zéro. Dans ce déterminant, la iieme ligne con-
tient tous les arguments réduits que l'on peut former 
avec les lettres . . . , xn dans lesquels on aurait 
remplacé a?2, . . •, ^respectivement par a2/, 
a/H-, il a donc p lignes et p colonnes. Ce déterminant 
est ce que nous appellerons le déterminant des divi-
seurs <p4, <p2, . . on . 

Un polynôme réduit est alors bien déterminé quand 
on se donne les p valeurs qu'il prend pour p systèmes 
de valeurs des variables qui annulent <p2, . . . , <j>/2. 

De là résulte qu'un polynôme réduit équivalent à zéro 
est identiquement nul, et que, par suite, si un polynôme 
a un équivalent réduit, il ne peut en avoir qu'un seul. 

Nous allons maintenant montrer qu'étant donné un 
polynôme, il existe toujours un polynôme réduit équiva-
lent. 

Soient 

les identités qui servent à définir les polynômes 
. . . , multiplions la première par tous les arguments 

d'un polynôme réduit de degré/? — ///,, la seconde par 
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tous les arguments d'un polynôme réduit de degré 
p — m2 , etc. Désignons par 

v / , (w4-i)(n + 2) . . . (/i + j ) 
v J J . 2 . 3 . . . X 

le nombre des termes d'un polynôme de degré x à n va-
riables 5 nous aurons alors 

N(/? — m,)H- N(/> — m2)-f-.. .-h N(/> — mn) 

identités qui permettront de calculer tous les arguments 
non réduits d'un degré moindre que p ou égal à p. Il 
est facile en effet de voir que les identités en question 
sont en nombre égal ou supérieur à celui des arguments 
que l'on veut calculer. 

Considérons en effet un argument non réduit à cal-
culer $ supposons-le divisible par x™ly supprimons dans 
cet argument le facteur x™1 il se réduira à un argument 
de degré p — m K ou de degré inférieur ; si alors on prend 
tous les arguments de degrés p — m^p— ; n2,p—mn 

ou de degrés inférieurs, et si on les multiplie par x7"', 
x™*, on aura tous les arguments de degré p à calculer 
au moins une fois, leur nombre est donc au plus égal à 

on aura donc, comme nous l'avions annoncé, autant et 
même plus d'équations qu'il n'en faut pour calculer tous 
les arguments non réduits en fonction des autres 5 en 
substituant ces valeurs dans un polynôme quelconque F 
et en négligeant les multiples de , <p2, • 'fm on aura 
l'équivalent réduit de ce polynôme F . 

Bien que l'on ait en général plus d'équations qu'il 
n'est nécessaire pour opérer la réduction, on pourrait 
craindre que les équations du premier degré qui servent 
à calculer les arguments non réduits fussent incompa-
tibles : nous allons prouver qu'il n'en est rien. 
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Appelons, en effet, r 4 , r 2 , . . les arguments non 
réduits que Ton veut calculer G t , G 2 , . . . , G* ; des 
expressions équivalentes à zéro, c'est-à-dire de la forme 
ki f { + . . . 4 - enfin p j ,p2- • • •, P* des po-
lynômes réduits, les équations qui donnent . . . 
sont de la forme 

/ a11rl-i- ai2r2-h.. .-h <2!/;^= Gt-h pt, 
(4) \ «2i ^22^2-H- • a2]£rk~ G2-f- p2, 

Si leur déterminant était nul, il existerait des multipli-
cateurs indépendants de x i , x 2 , . . . , x n i à savoir pM 

p2 , . . . , donnant lieu à l'identité 

— (fXjGt-h (J.2G2-{-. . . ) = Plpl-l- PiPi-h- • - ' 

ou à la formule 

Le polynôme p4 p, -+- u2 p2 - h . . . réduit étant nul, on 
aurait identiquement 

f̂ ipi-4- H2p2-h. . . = o 
O U 

GI -H FI.2 G 2 -f- . . . = O. 

Le système ( 4 ) serait alors indéterminé : il y a donc 
un et un seul polynôme réduit équivalent à un polynôme 
donné. 

Mais il ne faut pas oublier que A est supposé essen-
tiellement déterminé et différent de zéro. 

Remarque. — Le polynôme réduit équivalent à un 
polynôme donné ne contient pas en dénominateur les 
coefficients des diviseurs si ce n'est ceux dont le poids 
est nul : cela résulte de la manière même dont on cal-
cule la valeur de ce polynôme. 

II . Soient z un polynôme réduit, u un autre polynôme 
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réduit dont les coefficients soient des fonctions des 
coefficients du polynôme z \ on pourra dire que u est une 
fonction de z, mais nous ne considérerons dans la suite 

que les fonctions ayant une dérivée unique et bien 

déterminée. Pour que ~ ait une valeur bien détermi-

née, certaines équations de condition doivent être satis-

faites dont nous nous occuperons plus tard. 
Parmi les fonctions du polynôme réduit z, on dis-

tingue les fonctions entières qui sont de la forme 

A0-4- A,* -+- A2^2-h.. 

et qui ont évidemment des dérivées bien déterminées, et 
les fonctions implicites qui sont définies par des équa-
tions ou des équivalences dont les membres sont des 
fonctions entières de z et des fonctions inconnues. 
L'équation 

AX = B, 

dans laquelle A et B sont des polynômes réduits entiers 
en z, définit ce que nous appellerons le quotient X de A 

et B et que nous représenterons par g ; une fraction de 

la forme g sera dite rationnelle, etc. 

Les équivalences les plus intéressantes sont relatives 
à un diviseur unique de la forme ± i , et nous allons 
tout d'abord les étudier, d'autant plus que les autres se 
ramènent à celles-ci. 

Si l'on fait usage d'un seul diviseur iv-—i, un po-
lynôme réduit sera de la forme 

z = z0-h Zi i - 4 - . . - h ¿ a - i i f * - 1 , 

et l'équivalent réduit d'un polynôme quelconque sera le 
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reste de la division de ce polynôme par — i , on 
pourra obtenir ce reste en remplaçant dans le polynôme 
en question par i , par et en général ik par ik 

k' désignant le reste de la division de k par p. 
Une fonction de z sera de la forme 

U — U0 -H U{ i 4- U2 î2 4~. . • 4" MJJL-1 ¿H--1, 

i/0, Ut, . . . , désignant des fonctions de zK, . . ., 
. Cherchons la condition pour que la fonction u ait 

une dérivée ^ b i e n déterminée: on a dz 1 

/àu0 . àui àu^-i \ ^ 
du __ Jmd \ dZk àzic dZk / h 

dz ~ S ik dzk ' 

et pour que ^ soit bien déterminé et ne dépende pas 

des rapports dzdz2, . . . , il faut et il suffit que 
Ton ait 

du, , ^ 
âzo àzo ' ' ' àz0 

. , âu0 dui . a du».-* = —° -H —1 -h. . .4- — 
OZI OZI ÔZI 

. . du* . . àut . 0 dun 
OZ 2 0*2 0̂ 2 

et, par suite, 

= àu^-i 
àz^-i 

_ _ _ _ àuQ 

(i) \ àz0 ÔZi dz2 dzp—i 

àu0 dux du2 

àz* ~~ ôz[ ~ àz2 

dut àu2 

àFo ÔZI Ô Z
2 

àu2 
— ^ à U;,. 

àTo ÔZI dz2 
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Ces équations expriment que 

Uq dzQ 4-
Ui dz0 4- u0 dzt 

m2 dz0 -f- Ui dzi 

dz\ dz2 
-4- M^i dz* -f-. 

.4- «i cf̂ jx—! , 
. .4- Uîdz^-i, 
. .4- uzdzy-u 

ou que 
( Uçs 4- Ml i 4- U% i2 4 - . . . 4- WpL-i ) 

X(dz0-\- idzi- . 4- iV--1 dzn-i ) 

sont des différentielles exactes. De là un moyen d'écrire 
a priori, et sans effectuer de différentiations, une infi-
nité d'expressions qui sont des différentielles exactes. 
Si l'on prend par exemple u = z0 -h Z\ i H- 011 

formera les différentielles exactes 

z0 dz0 4" Zp-1 dZi 4-. . 
Zi dzQ 4- Zq dzi 4-.. 

. 4- Zi dz^-\, 

Si nous appelons conjuguées d'une expression réduite 
z0 4- ¿1*4-. . • 4- {̂jl—i ¿H*-1 =y (i) 

les expressions f ( i 2 ) f f ( i 3 ) - i - " i f i ^ ) que l'on obtient en 
remplaçant i par ses puissances, il est facile de voir que 
le produit de ¡JL expressions conjuguées est équivalent à 
une expression indépendante de i ; l'expression 

est, en effet, le premier membre de la résultante des 
équations 

/ ( * ) = o, ^ — i = o , 

lorsque l'on suppose i racine ¡jiième de l'unité, c'est-à-dire 
quand on remplace i^+v par iv, et l'on a d'ailleurs 

ZP-2 

ZI Z 2 . . .. 
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il est facile de vérifier la formule 

duQ dux . . du{j.-! 

du^x—i duo .. dllp-2 

du\ dui . ; du0 

à(u0, Uj, . . u ^ i) 
d(z0, ¿i, ¿(JL-I) 

dz0 dzt . 
d<Z\L -i dz0 .. dz^—2 

dzi dz2 . .. dz0 

Les formules ( i ) sont susceptibles d'une interprétation 
géométrique remarquable; désignons par 90 la valeur 
commune des dérivés qui figurent dans la premièreligne, 
par la valeur commune des dérivées qui figurent dans 
la seconde, etc., et supposons que z0, z^ . . . , dési-
gnent les normales menées d'un point M à des plans 
fixes formant un angle polyèdre à faces égales et à angles 
égaux. Les équations 

¿¿0—a0, u\ — a\1 . . . , «¡A-i) 

dans lesquelles a 0 , a{, . . . , désignent des con-
stantes arbitraires, représenteront p familles de surfaces. 
Considérons les surfaces qui passent par le point M; 
pour avoir la normale en ce point à la surface u0 = 
il faudra, en vertu d'un théorème bien connu de Poin-
sot, porter sur les droites . . . , des longueurs 

égales à p , J * - ou à 0 „ , ...„O, et OZi (̂JL—1 
en prendre la résultante. Pour avoir la normale en M 
à la surface == a, il faudra porter sur les droites 
zK, . . . , des longueurs égales à , ô0, ô ^ i , . . . , ô2, 
et en prendre la résultante, et ainsi de suite. Les nor-
males construites ainsi formeront alors elles-mêmes les 
arêtes d'un angle polyèdre ayant ses angles égaux et 
ses faces égales; ainsi : 
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On peut, et cela d'une infinité de manières, trouver 

des familles de surfaces, telles que les plans tangents 
en leurs points communs forment un angle polyèdre 
ayant ses faces et ses angles égaux. 

Il existe évidemment un théorème analogue relatif à 
la Géométrie plane que nous pouvons nous dispenser 
d'énoncer. Nous donnerons seulement quelques exemples 
de surfaces remplissant les conditions énoncées. 

Supposons p. = 3 ; il existera des fonctions X , Y, Z 
de z donnant lieu aux équations aux dérivées par-
tielles simultanées 

' àX _ âY __ âZ 
dx ~ ôy èzJ 

ÔX _àY_âZ 
èy àz dx ' 
dX _dY 
dz dx ~ àyy 

si l'on suppose successivement 

X -h i Y H- ï2Z=(x h- iy 4- ¿2 .s)2, 
X -+- iY 4- ¿2Z = (x 4- iy -t- i2z)3y 

X -T- i Y -t-i2Z = (x ip -H i2z)~\ 

on est conduit aux systèmes suivants de surfaces qui, en 
leurs points de rencontre, ont des plans tangents for-
mant des trièdres à faces égales et à angles égaux (a, b9 c 
sont des constantes arbitraires) : 

x2 4 - lyz = a, y2-\-ixz = b, z2-\-ixy=c; 

x3 -h y3 4 - z3 — 6 xyz = a, 

3x2y -H 3y2z H- 3z2x = b, 

3 x y 2 -h 3 y z 2 -4- 3 z x 2 = c ; 

x* - 4 - y * 4- zz—3xyz 4- a(x2-~yz) — o, 

x3-hy3-hz3— 3 xyz-h b (y2—zx)=o, 

x3 4 - y 3 4- z:i — 3 x y z ~ c ( z - — xy ) = o. 
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Les fonctions X , Y, Z satisfont, en vertu de (2 ) , aux 

équations suivantes aux dérivées partielles, ainsi qu'il est 
bien facile de le vérifier, 

d*X _ d*X <PX _ dl Y d*Z _ d*Z m 

âx2 ~~ dy âz ' ày2 ~~ àx dz* âz2 ~~ àxdy* 
cPX ^ d*X | ^ _ Q 

^ cty/ ds ' 

On connaît ainsi une infinité de solutions de ces équa-
tions aux dérivées partielles, et ces solutions peuvent 
s'écrire en ternies finis. Chaque diviseur que Ton choi-
sira fournira des types d'équations aux dérivées partielles 
dont on pourra obtenir avec facilité une infinité d'inté-
grales sous forme finie. 

III . Revenons au cas général où l'on considère un 
système de diviseurs quelconques cp4, <p2, • • fonc-
tions de variables xK, x2, . .., xn des degrés respectifs 

ra2, . . . , mn. Supposons toujours le déterminant A 
de ces diviseurs fini et différent de zéro, ce qui exige que 
les p = mx m 2 . . . mn solutions 

!

all> «21* . . Xnl, 

a 1 2 , a 2 2 , . . . , 

des équations 

( 2 ) <?i = o , <p2 = o , . . . , y n = o 

soient finies et distinctes. 
Nous avons vu qu'il existait toujours un polynôme 

réduit prenant p valeurs données pour les systèmes de 
valeurs des x annulant à la fois les o, et que ce poly-
nôme était bien déterminé ; on peut calculer ce poly-
nôme comme il suit ; 

Soit A/ ce que devient le déterminant A des diviseurs 
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quand 011 y remplace ati- par x h , a2i par x 2 , . . . , a p a r 
A/ s'annulera pour tous les systèmes de valeurs des 

x annulant les <p, excepté pour x{ = a,/, x2 = a2/, . • ., 
xn = a/z/, et alors, pour ce système de valeurs, il se ré-
duira à A. Le polynôme 

,•=11 

i = 1 
se réduira donc, quel que soit i, à P/ pour = 
j ; 2 = a 2 / , l'équivalent réduit d'un polynôme qui 
prend des valeurs déterminées pour les systèmes de va-
leurs des x qui annulent les © est donc bien déterminé, 
puisque ses valeurs, pour des valeurs des x qui annulent 
les ©, sont bien déterminées; le polynôme en question, 
en appelant/son équivalent réduit, est de la forme 

/ H - X j ©i -+- X 2 Cp2 H - . . . - h ; 

enfin on voit que l'expression générale d'un polynôme, 

nul en même temps que les <p, est de la forme 

puisque son équivalent réduit est nul. Ces conclusions, 
bien entendu, sont toujours soumises à cette restriction 
que A est fini et différent de zéro. 

Nous allons maintenant nous proposer, pour la théorie 
des équivalences algébriques, une série de questions 
analogues à celles qui se présentent dans la théorie des 
équations. Et d'abord nous allons nous proposer de ré-
soudre l'équivalence du premier degré 

( 3 ) AX == B. 

A et B étant deux polynômes que l'on peut supposer ré-
duits, il s'agit de trouver un polynôme réduit X satisfai-
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sant à cette équivalence ou à l'identité 

(4) AX = B-t-Xi<pj + X2<p2+ X„<pw. 

Appelons AM A2 , . . . et B|, B 2 , . . . les valeurs que 
prennent A et B pour les systèmes de valeurs des x con-
tenus dans le Tableau ( i) , en général pour xh = v.\i, 
x2 = a2/, . . . ; la formule (3 ) donne 

A/X = B/ ou X = ~ ; A/ 

si donc nous supposons A,, A2, . . . différents de zéro, 
le polynôme X sera déterminé par cette condition qu'il 
devra prendre des valeurs données quand les cp s'annu-
leront; soit X un polynôme déterminé par cette condi-
tion de se réduire à ~ pour xK = aw-, . . . et d'être ré-

A i 

duit, il satisfera à l'identité (4 ) ou à la congruenee (3) , 
car A X — B, étant nul avec les cp, sera bien de la forme 

. . - f - \ n o n . 
Ainsi le polynôme réduit X existe et est bien déter-

miné quand A ne s'annule pas avec les cp. 
A est ce que l'on peut appeler le diviseur, B le divi-

dende et X le quotient de la division de B par A. 
La division, dans la théorie des équivalences algé-

briques, n'est donc possible que quand le diviseur ne 
s'annule pas avec les polynômes diviseurs cp,, cp2, 
Occupons-nous maintenant de la recherche du quotient. 
Si l'on pose 

et si l'on réduit le produit AX, on obtiendra un poly-
nôme qui, identifié à B, fournira p égalités qui, résolues 
par rapport à q^ q2 , . . . , fourniront les coefficients de X 
et, par suite, X lui-même. X sera alors mis sous la forme 
N 
g > N et I) désignant des polynômes entiers par rapport 
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aux coefficients de A et des cp; D ne dépend pas de B ; 
pour le calculer, on peut supposer B = i ; on a alors 

A ~ = i ou AN == D, 

formule qui donne 
D = AN. 

Quand les cp sont nuls à la fois, si N/ est la valeur de N 
pour xK = cni x2 ~ a2/, . . . , on a 

D =' Ai Ni, D = A2N2 , . . . : 

donc 1) est divisible par A<, A2, . . . et, par suite, par 
Ai A2 . . . Au., car A< A2 . . . , du premier degré par rapport 
aux coefficients de A, sont, en général, inégaux; ainsi 

D = G A , A 2 . . . A a , 

G désignant un polynôme entier par rapport aux coeffi-
cients de A et des cp, et. l'on peut ajouter de degré o par 
rapport aux coefficients de A. Si l'on appelle R le pre-
mier membre de la résultante des équations 

( 5 ) <? i=o, cp2 = o, = o, A = o, 

on pourra écrire 
D = R G ; 

mais, D et R étant de poids ¡x par rapport aux coeffi-
cients des cp, G est de poids zéro : D = o est donc l'une 
des formes de la résultante des équations (5 ) . 

11 résulte de là ce fait important ; 

Pour trouver la résultante des équations ( 5 ), il suffit 
de trouver le dénominateur du quotient de B par A, 
B désignant un polynôme quelconque. 

Ce dénominateur, qui se présente sous la forme d'un 
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déterminant indépendant de B, est ce que nous appelle-
rons le module de A. 

On peut déduire de là un moyen très simple pour 
former la résultante des équations ( 5 ) et que j 'ai for-
mulé, pour la première fois, dans mon Traité d'Ana-
lyse, sans démonstration : 

Pour former la résultante des équations (5), multi-
pliez A successivement par les ¡JL arguments réduits et 
réduisez les produits ainsi formés ; soient A0 , A j , 
Ay. les résultats ainsi obtenus ; considérez, dans les équa-
tions 

(6) A 0 = o , A, = o, o, 

les arguments réduits comme des inconnues distinctes, 
la résultante des équations ( 6 ) sera la résultante 
cherchée. 

En effet, le premier membre de la résultante des équa-
tions ( 6 ) est un déterminant qui a les mêmes éléments 
que celui que l'on obtiendrait en multipliant A par un 
polynôme réduit Hqx1^^ . . . x * , en égalant à des quan-
tités données les coeflicients des arguments réduits, et 
en cherchant le dénominateur commun des valeurs des 
quantités q. 

Cette méthode a beaucoup d'analogie, comme Ton 
voit, avec celle que M. Sylvester a fait connaître pour 
le cas de deux équations ; elle ne se confond pourtant pas 
avec elle dans ce cas, et, même dans ce cas, elle est 
nouvelle quant à la forme; pour le fond, elle coïncide 
avec celle de Cauchy ou de M. Cayley, elle revient à 
ceci : 

Pour éliminer x entre les équations 

A ( î f ) = o, tp(#) = o, 



( 447 ) 
divisez A(.r) , xA(x), ..., xm~{ A(x) [où m est le degré 
de o(a?)] par f(x). Soient A0, A4, . . k m _ h les restes 
(e£, pour trouver ces restes, il n'y a au fond besoin de 
faire qu'une seule division), la résultante cherchée est 
le résultat de l'élimination de Xy X" ̂  • • •, x^ ' entre 

A0 = o, Ai — o, A w _ i = o . 

Des considérations précédentes, il résulte qu'un pro-
duit de plusieurs facteurs peut être équivalent à zéro 
sans qu'aucun de ses facteurs supposés réduits, si l'on 
veut, soit nul. 

ha résolution d'un système de plusieurs équivalences 
du premier degré 

AnXj + A12X2 -f-...-+- AipXp == Bi, 

A P I X I - H A P Î X J - H . • . - I - AppXn= Bp, 

où les A et les B sont, si l'on veut, des polynômes ré-
duits, ne présente aucune difficulté} en posant, en eifet, 

8 = 2 =h An A22.. .App, 

on déduit des formules précédentes 

v n » à S T> à S T> X1© = B1TT h B 2 — H- . . .4- Bp -r-r— ; ¿An dA21 F àApi 

d'où l'on peut tirer X , comme on l'a montré tout à 
l'heure. On peut aussi remarquer que les X sont connus 
pour les valeurs des x qui annulent les <p. Cette théorie 
donne lieu à une discussion qui ne présente aucune 
difficulté. (A suivre ) 
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S I R L'ÉVALUATION APPROCHÉE DE CERTAINES S É R I E S ; 

PAR M . E . C E S A R O . 

1. La formule ( 4 ) de notre article Sur la série de 
Lambert est susceptible, avons-nous dit, de nom-
breuses applications. Déterminons, par exemple, la 
série des nombres ZJ, de manière que l'on ait 

( 9 ) ( uwP - O / ( / > ) = ( uP-I + l ) f ( P ~ O-

La formule ( 4 ) devient 

/ X TT , \r i l (u„-+~ï) f ( n ) 
( 1 0 ) = (u0-h i)/(o) ' 

Ayant attribué à u0 une valeur arbitraire, il est facile 
de reconnaître que, pour satisfaire à ( 9 ) , il faut 
prendre 

(, I) = I [ ̂ - / ( O ) + / ( I ) + . . . + /(/? - ! )J . 

Si l'on fait, par exemple, f ( p ) = z x.p, on trouve 

1 + X I — XP ll0 

' 1 I — X XP XP 

Ainsi, nous pouvons prendre, pour x différent de 
l'unité, * 

1 x 1 — a \-\-x 1 — olxp u0 — ? up = — • 
I X OL I — X OLXP 

Cela étant, si l'on pose 

olx2 gcx3 ctxn 
-h. . .H ? S_ 1 — 1 [ — olx'1 i — ax* 

( * ) V o i r Nouvelles Annales, p . 1 0 6 ; 1 8 8 6 . 

Ann. de Mathémat., 3 e s é r i e , t . V ( O c t o b r e 1 8 8 6 ) . 2 9 
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on a 

(12) 
U. + 1 log [ i + a a * t _ l ~ a X l l ) x ] » 

et il nous reste à chercher des limites de V,,. Les pre-
miers développements que nous avons donnés, dans ce 
but, dans l'article Sur la série de Lambert, sont indé-
pendants de la valeur de de sorte que nous pourrons 
toujours écrire, conformément à l'inégalité ( 6 ) , 

0 3 ) V - V „ < i - ( i - ^ X U - U ^ ] . 

Or, à cause de 
p - ÇC 

i -{-x i V 1 
«p < — b — > — , I — X OLXl' Âmk Up 

p—n-(- 1 

on a 
p — 

î — x v^ i — x 
U —U„>a > XP= 

l -+- X 1 — X Un 
p—n-h 1 

A fortiori, nous pourrons écrire, en vertu d e ( i 3 ) , 

V — \ „ < F , V „ = V — 6* « — * /. ' o un 

0 étant une fraction proprement dite. Par conséquent, 
la formule (12) devient 

O \-\-x, /1 -+- x — icLxn+l 6a2ir2w+1 
(14) V = logi/ h— -4-const., 

iJa \ — x • V i-+-x—ia.x f>( i — a.x«>) ' 

d'où l'on déduit l'égalité 

p = » 

«¿P/' _ i-f-a?. / 1 -4- 6 a2^2/l+1 

^ i — a.r/' ~~ 1 — x i-T- x — o.a.r«4'1 ~~ 6(1 — a i " ) ' 
p = n + 1 

généralisation de la formule ( 8 ) . 
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2. On peut prendre, d'après (i i), 

/(/>) = i, Uq—ix, Up = -2(/> H- .r), 

et Ton est ainsi conduit à évaluer la série 

, <Tn(x) = 1 i ! h ~ h . . . H 1 
V 7 I X X ô X 71 -h X 

On a, en effet, 
Q 

u . = * » , < * ) , v - v „ = i a ( / > + a r ) 1 . 

Par suite, l'égalité (IO) devient 

( i 5 ) sn(x)— C(>) - f - loç ( - H - — ^ -f- — — . ; v ; v ; 6(71-4- x)2 

Dans cette formule, C ( x ) représente une fonction 
de x, indépendante de n. En particulier, pour x = o, 
on voit que la somme des n premiers termes de la série 
harmonique est 

, _ « „ ( o ^ C + l o g ( „ + £ ) + 

OÙ 
G = C ( o ) = 0,577215664901532 . . . . 

Il est facile d'exprimer la fonction C(x) au moyen de 
la fonction harmonique 

p = 1 

que l'on rencontre si fréquemment dans le calcul des 
éventualités arithmétiques. On doit remarquer, à cet 
effet, que, pour n infini, 

lim [ f f / l ( o ) — an(x)]— H(x): 

d'où Ton tire, au moyen de ( i5 ) , 

C(x)~ C — H(.r) - f - ]og(2.r-f-1) . 
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La formule (i 5 ) devient donc 

\ __J— — C _ H('¿r')-h loif n x -+- - )-f- ^ • 

P = 1 

On en déduit aisément d'autres relations intéres-
santes, telles que la formule 

H ( : r ) = y f i - — ® 
' Jmd l p p-+-X J -2 71 + 1 / 6n2 

p = l 

qui permet de calculer les valeurs de l'intégrale H avec 
une approximation aussi grande qu'on le désire. 

3. La fonction harmonique est 1111 cas particulier de 
la suivante : 

p — » 

On a, en effet, 

Nous nous réservons de faire connaître, dans une 
autre Note, les propriétés, très intéressantes, de la fonc-
tion Remarquons ici que cette fonction intervient 
dans l'égalité ( i 4 ) , alors que l'on cherche à déterminer, 
en fonction de x et a, la constante qui figure dans le 

second membre. Si l'on désigne par Ia somme de 

la série de Lamber{> on trouve aisément 

p — n 

a XP 1 -4- x . / x 
> = loíit / 1 — 2 a 

¿d 1 — axp 1 — x &y i-f- x 

' \-x* V >»«*/ 6(1 - ««») 

Toutes ces séries sont susceptibles d'une transforma-
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tion remarquable, que nous avons indiquée ailleurs ( 4 ) . 
On a 

2 ixp _ y (— i 

i — a xp ~~ JLk i — xp i 
P = i ) 
On en déduit 

c 

P = 00 

(— + 1 OLX QLX- CLXP 

7.x i — a a:2 a — a xp 
P = î /> = i 

— ^ 

xp 
P = i 

[ — a? i — .T2 i — i — a?1-«-*' i — " i — xp+Ï S 

4. Une autre application intéressante est fondée sur 
l'identité 

i' — n 

y ^ : 

(i — a0)(i — «i ) . . .(i — «« ) 

laquelle, si l'on fait 

(i —a0)(i —ai)(i — a 2 ) . . . ( i - a , , ) 

permet de prendre 

i — a0 i — ap 
Uq — 7 Up — u0 dp 

Dans ce cas, la formule ( i o ) devient 

(I - « 0 ( 1 - 0 0 ( 1 - a3) . . . (i - an)= 

et il est possible de l'employer pour l'évaluation appro-
chée de certains produits. En particulier, on l'applique 
sans peine à la recherche de formules analogues à celle 

( ' ) Foi*/*,'dans Mathesis, l ' a r t i c l e : Source d'identités. 
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de Stirling, et de formules plus générales, que l'on ob-
tient en prenant 

i — a xp 
a,) — '2 1.TP, 

OL X P 

Enfin, il est évident que les procédés dont nous nous 
sommes servi dans cette iNote sont applicables à un dé-
veloppement quelconque, différent de la relation (i)..11 
y a plus : cette même égalité, mise sous une autre 
forme, donne lieu à une infinité d'autres formules d'ap-
proximation. Si, par exemple, 011 multiplie par p la for-
mule (1), 011 a 

2(1 -+-vp) = p l o g ^ 1 , vp < -i ( *—) ; 
H p — 1 6 \/> — 1 p 1 / 

puis 

( ! h ± l \ U t / i i ^ y ' / u ^ i y * . . B /«»H-iy . = c l ( l l+Vi i , 
\ "l 1/ \«-2— 1/ \«3— 1/ \Un—lJ ' 

où 
~ ae 

V ~ V " < Î 2 1 ~ I ^ V Ï ] ' " p~n-f-1 

On retrouve, au moyen de la dernière égalité, la for-
mule de Stirling, et l'on peut même démontrer, plus 
généralement, que 

(x -+- 1) (x -+- 2 ) (x -h 3 )... (x 4- n ) 

v/27: 
r( i -htf) 

(x-j-n)' 2 e J2(jr-h/îr. 

Cette relation peut servir, avec fruit, à l'étude de la 
fonction T. 11 est vrai que ces résultats sont fort connus ; 
mais il y a toujours quelque utilité à pouvoir y parvenir 
par des considérations purement élémentaires. 

o. Dans toutes ces recherches, la difficulté réside 
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dans l'évaluation approchée de Vw, que l'on effectue 
toujours d'après l'inégalité 

V " V » < 6 

p = <*> 
I y + — A l , 
6 ¿U L UP — I up "+- 1 up J 

lorsque la formule ( i ) est prise comme point de départ. 
11 est facile de voir que, si le rapport de up à f(p) est 
continuellement croissant, on a 

y - y L . 
6 ul 

On suppose, bien entendu, comme dans tout ce qui 
précède, que les nombres u sont positifs. S i , par 
exemple, on veut appliquer le dernier résultat au cas de 

/• / „ I -+- x I — CtXP / f(p)=XP, up= yO<X<l), 

on trouve que l'on doit avoir 

xP'^ 

ce qui est toujours vrai, puisque les nombres u ne sau-

raient être tous positifs, si a surpassait ^ • Pour des valeurs 

suffisamment élevées de TZ, la nouvelle expression de 
finit par être toujours plus approchée que celle que 
nous avons trouvée au commencement de cette Note. 
En général, il est possible d'obtenir des résultats de plus 
en plus approchés en observant que la limite supé-
rieure trouvée pour V — Vn est la somme de la série 
convergente 

p — cc 
• y r i 
6 ¿à l un+p ( un+n — I ) u„+p( un+p -t- i ) J ' 
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dont les termes, alternativement positifs et négatifs, 
vont en décroissant, pourvu que les nombres u aug-
mentent plus rapidement que les valeurs correspon-
dantes de la fonction y. 

MÉMOIRE SUR L E S ÉQUIVALENCES ALGÉBRIQUES 

E T L'ÉLIMINATION ( M ; 

P A R M . H . L A U R E N T . 

VI. Nous allons maintenant aborder la théorie des 
équivalences de la forme 

( i ) F ( X ) = o , 

dans lesquelles F ( X ) est une fonction de X , et X un 
polynôme réduit à déterminer. Soit p le degré de F ( X ) : 
il est facile de voir que l'équivalence ( i ) a plus de p so-
lutions ou, si l'on veut, plus de p racines j en effet, la 
formule ( i ) peut se mettre sous la forme 

A ( X — « i ) ( X — a 2 ) . . . ( X — a p ) ~ o , 

aK, a 8 , . . . désignant les racines de l'équation F ( X ) = o ; 
on peut satisfaire à cette équivalence en prenant 

Xj = ¿Zj, ct2j •. ., cipi 

mais on peut y satisfaire encore de bien d'autres ma-
nières. Par exemple, soit U un polynôme réduit égal à aK 

pour = a n , x 2 = a 2 h • • ¿gal à a2 pour = a l 2 , 
Cè polynôme U sera déterminé par ces 

conditions et égal à 

( ' ) V o i r m ê m e T o m e . p. \?>2. 
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Il est clair alors que X === U sera une solution de l'équi-
valence ( i ) . Il sera, d'ailleurs, facile de former ainsi 
toutes les solutions de l'équivalence (1). On peut consi-
dérablement simplifier la théorie des équivalences algé-
briques au moyen du théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Soit X une racine convenablement 
choisie de l'équivalence binôme 

( 2 ) X ^ — 1 = O. 

Tout polynôme entier en x^ x2, • . x n sera équiva-
lent à une expression de la forme 

(3) A0-!- AÎX H- A2X2-k. . .-f- Ajx-tX^-1. 

Pour que cela ait lieu, il faut évidemment que X con-
tienne Xi, x2i - - x n . Mettons alors la formule (2) sous 
la forme 

(X—y)(X—y*) . . .(X—y>) = o. 

j désignant l'expression -+- \/—1 o u t o u t e 

autre racine primitive de xt*—1 = 0. INous pourrons 
prendre pour X un polynôme réduit prenant les valeurs 
jr,y2, . . quand les x passent successivement par tous 
les systèmes de solutions des équations y 1 = o, <p2 — o, • • • 1 
par exemple, on pourra supposer 

La formule (3 ) pourra alors s'identifier avec un poly-
nôme réduit quelconque augmenté, s'il le faut, de mul-
tiples de cp2, . . . , cpw. A0, . . . seront alors déter-
minés au moyen d'équations du premier degré, et il faut 
prouver que, en général, le déterminant de ces équations 
ne sera pas nul. 

Le déterminant en question ne dépend pas du polv-
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nome que l'on veut identifier avec l'expression (3 ) , après 
l'avoir réduite ; il est clair que l'identification est possible 
avec certains polynômes, par exemple avec ceux qui 
sont le développement d'une expression ( 3 ) choisie à 
l'avance; si donc on démontre qu'il n'y a qu'une seule 
manière de choisir les coefficients A0, A4 , . . . , le déter-
minant en question ne sera pas nul. 

Or supposons que, /'désignant un polynôme réduit, 
on puisse avoir à la fois 

/ss A0 -f- Ai X -+-... -H A^-i 
/ = B0 -I- BjX -+-...-+- B ^ , X P - i ; 

on en conclurait 

o s ( A 0 - B 0 ) + X ( A I - B 1 ) + . . . -hXH'-HAja- ! — B p - j ) ; 

si, dans cette formule, on donne à x l 5 x2, . . . , xn les di-
vers systèmes de valeurs qui annulent les cp ou, ce qui 
revient au même, si l'on fait successivement X = y, 
X = y 2 , . . . , X = y>, on trouve 

A(,— B0-hy ( V i - B ( A j , - , - 1 3 ^ 0 = 0, 
A 0 - B0-+- /2( Aj — Bj) . . . + A ^ - B ^ ) = o, 

d'où l'on tire 

A 0 =B 0 , A i = B j , . . . , 

car le déterminant 

i J j * . . J>-1 

- I ,/2 y* j*v-x 

est égal au produit des différences des quantités jr", jf2, 
y3, . y ! 1 qui sont toutes distinctes, et, par suite, il 
n'est pas nul. 

Ainsi tout polynôme, à des multiples des diviseurs 
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près, peut se mettre sous la forme 

A 0 H- A t X -4- A 2 X 2 - h . . . - h A j x - ! X t * - 1 . 

Cette forme est précieuse, en effet, en vertu de l'équi-
valence 

011 pourra, dans le calcul, traiter la variable X comme 
si elle avait pour puissances successives i , X , . . . , X ^ - 1 , 
i , X , . . X ^ " " 1 , i , . . . , en sorte que, dans bien des cas, 
l'étude des équivalences algébriques pourra être ra-
menée à celle des équivalences relatives au diviseur 
unique X t 1 — i . 

Lorsque l'on a ramené un polynôme à la forme 

A 0 + A j X - h . . . -f- A p - t XH--1, 

son module prend une forme remarquable : multiplions-
le, en effet, par 

le résultat est 

Ao B 0 4 - A j x B , - h . . . -+- A, Bt 

- K A j B o -r- A 0 B , + . . . - H A 2 B [ A _ 1 ) X 
-f-
-i- ( A ^ B 0 h- A^- 2 B 1 - + - . . . -f- A 0 Bp, t ) X t * - ' . 

Le déterminant des équations obtenues en égalant les 
eoei&evexvts des diverses puissances de X à zéro ̂  à savoir : 

Ao A p.-! . . . A, 

(4) 
A, Y„ ... Aj = M, 

A{JL—t A|j._2 . . A» 

est le module cherché, ce qui montre que : 

La résultante de plusieurs équations peut se mettre 
sous la forme d 'un déterminant cyclique. 



( 46o ) 
Considérons le déterminant ( 4 ) et désignons par j 

une racine primitive ¡jiième de l'unité. Ce déterminant 
pourra se mettre sous la forme 

( 5 ) F ( y ) F ( y 2 ) . . . F ( y > ) , 

F ( x ) désignant, pour abréger, le polynôme 

A O H- A J A? -+• A 2 # 2 - H . . .-+- A ^ - I ^ - 1 . 

Pour effectuer le produit (5 ) , on peut opérer comme si 
j était une quantité quelconque et faire usage des for-
mules de réduction 

y > = i , y>^ = /\ . . . , y > = i, y2{i+i _ 

on peut aussi le former en calculant le produit 

F ( X ) F ( X 2 ) . . . F ( X ^ ) 

et en faisant usage de l'équivalence X ^ — t = o, pour 
éliminer les puissances de X supérieures à JJI — i . On 
peut donc écrire 

M — F ( X ) F ( X 2 ) . . . F ( . X H ) . 

Les polynômes F ( X ) , F ( X 2 ) , . . F ( X l x ) sont ce c/ue 
Von peut appeler des expressions réduites conjuguées ; 
de pareilles expressions ont toutes le même module, 
leur produit est égal à leur module commun. 

NOTE GÉOMÉTRIQUE ; 

PAR M . GEMINIANO P I R O N D I N I . 

Soient h une ligne plane quelconque, /i* sa développée, 
h2 la développée de /?3 la développée de h2l etc.5 dé-
signons par 5, So, . . . les arcs, par <Ye, i/ef, de2, 
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i/e3, . . . les angles de contingence, par p, p,, p2, p3, . . . 
les rayons de courbure de ces lignes; on aura 

o_ 

II ¿i 
"S ds2 = 

dz — dz j 
= dp 1, = 
1 = <^£2 — dz 3 = 

pi 
dSi dp # ¿/.Ç 

flfe ^ ' p ~~ 
dp 

' p ¿J 

P2 ?ïdsx 

dp dpi 
d p ~ 

dp\ 
9 ds 

P3 
dp2 

~p2dH 
dpt Û?P2 

^ ¿¿s i 
dp* 

pdï 

Cela posé, si les lignes A, h{ sont identiques et si le 
rayon p s'exprime en fonction de l'arc s, comme il suit 

P = <?(*)> 
nous aurons 

p1 = tp(51). 
Par conséquent, 

/ \ dp d cp ( s ) 

mais 
si = p — K = cp(.ç) — K ( K = const.) ; 

donc 
r , - -, / K d cp ( S ) (I) ? [ ? ( * ) - * ] = © 

où le premier membre indique le résultat de la substi-
tution de la fonction cp(.ç) — K à la variable s dans la 
fonction <p(s). 

Réciproquement, si la fonction <p(i) de l'arc .9, expri-
mant le rayon de courbure d'une ligne /i, vérifie l'équa-
tion (1), nous aurons, pour le rayon de courbure pt 
de h { , 

Pi= P J = = <?[<?(')- K I = <p(p- K) = T(«,), 

c'est-à-dire que le rayon p, s'exprime en fonction de 5 , 
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précisément comme p s'exprime en fouction de si par 
conséquent, les lignes A, hK sont identiques. 

On a donc le théorème : 

Pour qu'une ligne plane h et sa développée h4 soient 
identiques, il faut et il suffit que la fonction ©($) de 
Varc exprimant le rayon de courbure de h vérifie 
l'équation (i). 

Si la ligne h et sa seconde développée h2 -sont iden-
tiques, le rayon p2 doit s'exprimer par s2 précisément 
comme p s'exprime par .v, c'est-à-dire 

p = <p(s), p 2 = r f ( > 2 ) . 

Or on a 

dpi 
p2== ~ds 

et, d'ailleurs, 

d ! dp\ , . d\ . o(i)"l 
ds P = ? 7h V t ) = ?{s)ds L?is> ~dT J 

Donc : 

Pour qii une ligne plane h et sa seconde développée h2 

soient identiques, il est nécessaire et suffisant que la 
fonction <p(s) de Varc s, exprimant le rayon de cour-
bure de /¿, vérifie l'équation 

? * - K I = ?(s)ds DR Y 

Si h est identique à sa troisième développée, la fonc-
tion cp(.v) doit vérilier l'équation 

t M t w ^ H I 
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Avec un procédé analogue, on peut trouver aisément 
l'équation qui doit être vérifiée par la fonction <p(s) pour 
que la nxèiae développée de h soit identique à la ligne pri-
mitive. Le premier membre de cette équation, si <p(.ç) 
est une fonction algébrique de s du degré m, est du 
degré 

(nm — n -+- i)m, 

tandis que le second membre est du degré 

(n -h i)m — n. On doit donc avoir 

( nm — n -h 1) m = (n i) m — 
c'est-à-dire 

n { m — i ) 2 = o 

ou bien 

Don c : 

Pour qu'une ligne plane A, dont le rayon de cour-
bure est une fonction f(s) algébrique de l'arc s, soit 
identique à une de ses développées, il est nécessaire que 
<p (s) ait une des formes suivantes 

cp(s) = as H- b, 

oit a et h sont des constantes 

où Q(s) sont des polynômes du degré n, n — i 
respectivement ; 

ou est un polynôme du degré n^— i. 

Si 
o(s) = as + 
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on a 

<p[ <f (s) — K ] — a (as b) — aK b, 

o(s) — — a(as b), 
ds 

et Ton rend toujours égales ces expressions en prenant 
K = mais, parmi les lignes planes, les spirales lo-
garithmiques seules ont leur rayon de courbure expri-
mable par une fonction linéaire de Tare. 

Donc : 

Entre les lignes planes dont le rayon de courbure est 
exprimable par une fonction algébrique entière de 
Parc, les spirales logarithmiques seules ont pour dé-
veloppées des lignes identiques aux primitives. 

Il est clair, d'ailleurs, que toute spirale logarithmique 
jouit de cette propriété, puisque la développée d'une 
spirale logarithmique h est une nouvelle spirale loga-
rithmique /¿j dont l'inclinaison iK sur les rayons vecteurs 
est la même que l'inclinaison i de h sur ses rayons vec-
teurs} conséquemment ĥ  sont identiques. 

Si 

cp(s) — sja bs es2, 

la condition ( i ) devient 

s!a b + b s c * 2 — K) c ( / a -4- 6$ -+- es* — K)2 = b + 

c'est-à-dire 

4 c K 2 — 4 b K -+- 4 a -h 4 ac — b2 -+- 4 (b — i c K) yja -h bs -i- es2 = o. 

Cette équation se dédouble comme il suit 

b — i c K = o, 4 c K2 — 4 b K 4 a -h 4 ac — b'2 = o. 

La première nous donne K — et, si l'on porte cette 
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valeur dans la seconde égalité, celle-ci devient 

(i + c)(4ac — ¿>2) = o. 

La condition 4ac — b2 = o exprime que le trinôme 
a -+- bs -f- es2 est un carré parfait, et l'on revient ainsi au 
cas de la spirale logarithmique. L'autre condition 
i -i- c = o nous offre 

<p(s) = \Ja-\-bs — s2. 

Je dis alors que la ligne h est une cycloïde. En eifet, 
lorsque le rayon du cercle générateur de la cycloïde est 
R et que les axes coordonnés sont la tangente au sommet 
et l'axe de la ligne, on a 

p = 2^/4 i l 2 — a R a ? , s — 1 R x , 

le sommet étant l'origine des arcs s. 
Si l'on élimine x entre les deux égalités précédentes, 

on aura 
p = v / I 6 R * — 

Prenons pour origine des arcs s le point P de la courbe, 
tel que l'arc compris entre P et le sommet soit d'une 
longueur h; on obtient alors de la précédente 

p = /16R2— h^ihs — s\ 

O11 voit donc que la fonction 

p = o(s) = /ii + 65 — s2 

correspond effectivement à une cycloïde dont le rayon 

du cercle générateur est | y/4 « ¿ 2 5 le point de la ligne, 

d'où l'on compte les arcs s, est à la distance ^ du som-

met. 
Oii a donc le théorème : 

Entre les lignes planes dont le rayon de courbure 
Ann. de Mathêmat3° série, t. V. (Octobre 1886.) 3 o 
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est exprimable par une fonction de s de la forme 
\ja -f- bs -f- es2, la ejeloïde seule a pour développée une 
ligne identique h la primitive. 

Toute cycloïde a cette propriété. 
On peut considérer une ligne courbe comme la limite 

d'une ligne polygonale dont le nombre des côtés 
augmente indéfiniment ; pour que deux lignes courbes A, 
/¿i soient semblables, il est donc nécessaire et suffisant 
que, entre les arcs élémentaires ds, dsK et les angles de 
contingence ¿/s, det des deux lignes, subsistent les rela-
tions 

ds = k ds, dz — dzx 

(k étant le rapport de similitude), ou bien les autres 
p = Apl5 s = ks{. 

Supposons que les rayons de courbure p, p< s'expri-
ment en fonction de s et de comme il suit : 

p = < p ( . ç ) , p
1 =

 <}>($! ). 

Si, dans la fonction A o n change sl en j , on doit 

obtenir j p, c'est-à-dire j quel que soit cette 

condition est remplie lorsque 

<K*i)= i)-

Réciproquement, si 

p = c p ( s ) , p 1 = = 

sont les rayons de courbure des lignes A, A<, il est évi-

dent que, pour s = «, s{ = j , on obtient 

p = < p ( a ) , p i = i © ( a ) = j p , 

ce qui prouve que les lignes A, hK sont semblables. 
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Pour que deux lignes / / , h{ soient semblables, il faut 
et il suffit que les rayons de courbure p , p , s expriment 
en fonction des arcs 5, s{ de ces lignes, comme il suit : 

p = c?(s), Pl= 

Si h est une spirale logarithmique, 

p — as - f -

et nous aurons, pour le rayon pf d'une ligne//, semblable 
; i a , 

pi — - (mksi -f- n) = ms{ -h ^ • 

La ligne h{ est donc une spirale égale à la primitive, 
puisque les deux lignes //, h{ ont la même inclinaison sur 
leurs rayons vecteurs. 

Soient//, //< deux cycloïdes engendrées par des cercles 
de rayons R, R t ; prenons pour origine des arcs 5, ^ deux 
points P, P j , tels que les arcs //, hK des lignes compris 
entre ces points et les sommets respectifs soient pro-
portionnels aux rayons R, R, . Alors 

p = y/ lO R 2 — h2 -r- 2 hs — s 2 , 

, / Î 6 R2 — A2 ^Ji ' 
= h* + 

= I v/i 6 R2 — A2 -T- 2 A. ks\ — ( f . 

La condition de similitude est donc vérifiée. 
Par conséquent : 

Deux cycloïdes quelconques sont toujours semblables, 
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et le rapport de similitude est égal au rapport des 
rayons des cercles générateurs. 

Si la ligne hK est la développée de h, la condition de 
similitude entre hK devient 

1 / X / \ d c?0) 

mais 
s, = p — K, 

donc 

ou bien r / n i , x d 9(5) ( a ) < p | > © ( * ) — n] = m<?(s) ^ 

Pour que la développée d'une ligne h soit une 
ligne h\ semblable à la primitive, il faut et il suffit 
que la fonction v(s) de l'arc exprimant le rayon de 
courbure de h vérifie la relation (2) . 

Si h est semblable à la seconde développée on a 

mais 

1- dp .d<p (s) 

la fonction '¿(s) doit donc vérifier la relation 

ou bien l'autre 

On trouverait pareillement les conditions pour que la 
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ligne primitive h soit semblable à la troisième, à la qua-
trième, . . . développée. 

Si hK est la ligne enveloppée par les droites qui font 
le même angle 9 avec les tangentes d'une ligne plane A, 
les coordonnées xK, yK d'un point quelconque A4 de hs 

sont liées aux coordonnées x, y du point correspon-
dant A de h par les équations suivantes 

où p est le rayon de courbure de A, cosa, cos (3, 
cosX, cosp sont les cosinus directeurs de la tangente et 
de la normale principale de h. Si s, s{ sont les arcs de 
A, /¿j, on déduit des égalités précédentes (en appliquant 
aussi les formules connues de J.-A. Serret) 

Xi = x -+- p(cos6 cosa -+- sin6 cosX) sinô, 

= y -+- p(cos6 cos P -+- sinÔ cos ta) sinô, 

^cosô -f- ~ sinÔ^(cosô cosa H- sinô cosX), 

^cos ô 4- ~ sin ( cos G co-s p -+- sin 0 cos p) ; 

d'où l'on tire 

et, par conséquent, 

—r̂ - = cos6 cosa -h sinô cosX, asi 

— cos ô cos Q •+• sin Ô cos a. asi 

Puisque ces égalités nous offrent 

d 2 Xi c o s ô c o s X — sinÔ cosa 

d 2 y i cos ô cos {i. — sinô cos ¡3 
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le rayon de courbure de A* aura pour expression 

Pj == — 1 — = p fcosO -h ^r s in^ • 

La ligne hK sera donc semblable à la ligne A lorsque la 
fonction y (.9) de l'arc s, exprimant le rayon de courbure 
de A, vérifiera l'équation 

<p j m.\s cosO - f -o(s) sinO — K]j = m j^cos6 h- d s inôj cp(s). 

Les lignes A, liK seront égales lorsqu'on aura 

cosO -f- <p(s) sinO — K ] = £cosO H- — s i n o j o(s ). 

Si, par exemple, h est une spirale logarithmique, 

p = as -h b ; 
par conséquent, 

cpfs cosO H- cp(s) sinO — K j 
= a(cosO -f- a sinO).ç -f- a(b sin6 — K ) 4- b, 

cosO -h ^ ^ ^ sinO = a(cosO -+- a sin6)s -+- ¿>(cos6 -h a sinO). 

La condition d'égalité des courbes A, hK devient 

a(b sinO — K) -+- b = 6(cos6 -h a sinO). 

que l'on peut toujours vérifier en prenant 

. K = s ^ ( i - c o s e ) 
a 

Si donc la ligne A est une spirale logarithmique, la 
ligne 7/j, enveloppée par les droites qui font un angle 
constant avec les tangentes de A, est une nouvelle spirale 
identique à la primitive. 

Les spirales logarithmiques égales A, A4 ont le même 
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pôle O ; 011 obtient donc h{ dans sa position en faisant 
tourner h d'un certain angle convenable y autour de O. 
Nous allons déterminer cet angle y . 

Fig. i. 
L, 

Si I on désigne par i l'inclinaison constante des 
lignes A, Ji{ sur leurs rayons vecteurs, on a 

p = as -r- b — s cot i -h b. 

Soient (A, A,) , (B, B , ) deux couples de points corres-
pondants sur les lignes /z, h{ ; si l'on suppose B choisi, 
de manière que 

B B , = A A , , 
sin i 

on obtient, pour le rayon de courbure (p<)Al de Ji{ au 
point A i, 

a • r\ • \ . . sin(i -h 0) 
( P J ) A I = ( c o s O 4 - s i n 0 C O U ) P A = A A J — • 

Les rayons de courbure des lignes /z, h{ en B et A{ sont 
donc égaux; par conséquent, B et A, sont, sur les 
lignes égales /i, hcorrespondants ; on aura donc 

Y = B O A J . 
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Si OJm sont les angles polaires relatifs aux points 

A, B de A, et si R0 est le rayon vecteur initial, 011 a 

OA = R0«w«cotl', OB = R 0 e w î c o t S 

d'où l'on tire 
OB ^ — ¿>(0).- w.) cot/— z>AOB cot/ 
OA ~~ ~ 6 

Je dis que les triangles 0A/1<, OBB4 , . . . sont sem-

blables-, en effet, dans le triangle OAA n l'angle OA r A 

est rinclinaison de la spirale hK sur ses rayons vecteurs; 

donc 

O A ! A = i. 

Pour évaluer l'angle OAAM conduisons la normale AN 
et la tangente AT à la ligne h ; nous aurons 

ATXN = A^AT — NAT = 0 - - , 
2 

NAO = N A T — O A T = - — i , 
2 

d'où 

A^AO = i C A N -+- NAO = 0 — i. 

Le triangle OA A, reste donc toujours semblable à soi-
même lorsque les points correspondants A, A1 se dépla-
cent sur les lignes respectives. Par conséquent, 

OB __ BBi _ sin(t H- 0)  
OA ~~~ A A t ~~ sin i 7 

c'est-à-dire 
sin( i -f- 0) .. v ' — eAOB cot î  

sint ' 
d'où 

À^B = t a n g t - [ j o g S i n ^ 7 6 ) ] . 

Dans le triangle AOA<, on a, pour le troisième 
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angle ÂOA,, 

AOA j^tt— ( O A A ^ O M ) = 71 — 6; 
donc 

7 = BOA; = ÀOA^ — AOB 
A r. sin( Î -H 6) "1 

= 1 t _ 6 _ | l o g — W - ^ J t a n g t . 

On a ainsi le théorème : 

On obtient la spirale logarithmique h{ dans sa posi-
tion, en faisant tourner la spirale h autour de son pôle, 
et dans la direction des rayons vecteurs croissants, 
d'un angle 

A T. si ni 1 y = 71 — 0 -+- log —: jrr tang I. K L sin(i-h 0) J p 

Si 8 = ^ > la ligne hK est la développée de h, et l'angle y 

est alors déterminé par l'égalité 

X = ~ H-(log tang i) tangi. 

Lorsque i = 45°, y est un angle droit. 
Si l'angle i vériíie la relation 

^ -+- (log iang¿) tangí = o, 

la développée hK de la spirale h est la spirale même. En 
faisant alors rouler, sans glissement, le plan de la courbe 
sur une surface développable quelconque, on obtient 
une surface moulure de Monge, qui contient tous les 
centres de courbure d'un système. Une telle surface a 
été mentionnée par Binet ( Journal de Liounlle, i r e sé-
rie, t. VI) . 

Si h\ est la développée d'une spirale logarithmique, 
h2 celle de /?<, h3 celle de /¿2, . . ., on obtient les lignes 
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égales /?<, h2j A3, . . . par des rotations de A autour de 
son pôle. Lorsque l'angle i vérifie la relation 

a et b étant des nombres entiers, les lignes A, hK, /¿2, • • • 
forment un système fermé, composé de a spirales loga-
rithmiques égales entre elles; une ligne quelconque hn 

du système a pour développée la ligne successive 7///+<, 
la dernière ligne a pour développée la primitive h. Si 
l'on fait rouler, sans glissement, le plan des lignes sur 
une surface développable quelconque, chaque spirale 
engendre une surface moulure de Monge. On obtient 
donc un système fermé, composé de a surfaces moulures, 
dont chacune a pour une de ses développées la surface 
moulure suivante. 

Soit h{ une ligne parallèle à la ligne hi si h est la dis-
tance constante entre deux points correspondants de A, 
/¿Î, et que ( p , ( p l v 9 , ) sont le rayon de courbure et 
l'arc de /i, nous aurons 

a - -r- (log tangt) tang i = ibr, 

ou bien l'autre 

pi = p H— h dsi = ds h — ? 

d'où l'on tire 

(K — const.). 

Si p = 'f(s), la ligne h{ sera égale à la ligne h lorsque 
p, = ), c'est-à-dire lorsque la fonction expri-
mant le rayon de courbure de h vérifie l'équation 
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Exemple. — Si l'on suppose 

©(s) = yjas -h 6, 
011 a 

h -+- <p ( s ) = h -4- yjas -+- ¿>, 

cp ĵ K -h 5 -h j = « ^K + s ^ /as h- 4-

La condition d'égalité des lignes 72, 7z, devient alors 

/¿2 -4- a^ -+- 6 + «2 /i y/as H- b = a ^K H- 5 -h ^ / a s -1- bj b, 

qu'on peut toujours vérifier, quelle que soit h, en pre-
nant 

a 

On conclut que la ligne, dans laquelle p = yjas -f- ¿, 
est identique à toutes ses parallèles. 

On voit aisément que la ligne h est une développante 

d'un cercle de rayon en effet, la relation = p ~ 

entre le rayon de courbure p d'une ligne et le rayon de 
courbure p, de sa développée nous donne 

a 
P l =- . 

Une ligne spliérique est complètement déterminée 
lorsque son rayon de courbure géodésique II est donné 
en fonction de l'arc s. En effet, entre le rayon de cour-
bure géodésique 11 et le rayon de courbure absolue p 
d'une ligne placée sur une sphère de rayon h subsiste 
la relation 

p = y7*2 + ïï"2 * 

D'ailleurs, si r est le rayon de torsion de la ligne sphé-
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nque, on a aussi 

d'où l'on tire 
y¡hï—f-

dp 
ds 

Si doue R est une fonction connue de l'arc s, 011 aura 

aussi p et r en fonction de s \ par conséquent, la ligne est 
complètement déterminée. 

Comment le rayon de courbure géodésique R d une 
ligne sphérique h doit-il être exprimé en fonction de 
l'arc pour que la développée sphérique hK de h soit 
identique à la ligne primitive? 

Nous allons résoudre cette question. 
Considérons deux points consécutifs A, B de h, et 

soient A^ Bj les correspondants de ht ; les arcs de grand 
cercle AA4, BB< forment entre eux un angle infinité-
simal, l'angle de* contingence géodésique de^de hh en 
A, . Or on a 

F i g . 2. 

B 

ou bien 

d'ailleurs, 
dsi = dR. 
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Le rayon de courbure géodésique R t de h{ est donc dé-
terminé par la formule 

R — ÉÎL = h — sin Y 1 dtiff ds \ h ) 
Si 

R = cp (s), 

pour que h{ soit identique à A, il faut et il suffit que 
soit vérifiée la condition 

R i = ? ( * i ) 

ou bien l'autre 

mais 
= R — K = <p(s) — K, 

donc 

(3) ^ ( O - K ^ A ^ s i n f ^ ) ] . 

c'est-à-dire : 
La condition nécessaire et suffisante, pour que la dé-

veloppée sphérique d'une ligne placée sur une sphère 
de rayon h soit identique ci la ligne primitive, est que 
la fonction 'f(s) de Vare, exprimant le rayon de cour-
bure géodésique de la ligne, vérifie la relation (3). 

On peut aisément établir la condition pour que A soit 
identique à la seconde développée spbérique; en effet, 
on a _ d R t . / R , \ 

R0 = h —;— sin -7-
dst \ h J 

, / [ £ " - ( £ ) ] • r r f R • / r v i = < 7 H — — s , n L " ^ " J " 

Le premier membre Tt2 doit être formé par s2 comme R 



li, = z ( 52 ) — o ( 1M — k) = o | h sin ^ j — K H. — K . 

La condition demandée est donc la suivante : 

On pourrait trouver aisément la condition qui doit 
être remplie par la fonction <p($)pour que la ligne sphé-
rique h soit égale à la troisième, à la quatrième, . . . dé-

Je vais enfin démontrer 1111 théorème constituant une 
généralisation du théorème bien connu de Joachimsthal 
sur les lignes de courbure planes d'une surface. 

Soient u, v les paramètres des lignes de courbure d'une 
surface quelconque S, et soit Si la développée de S par 
rapport aux lignes u = eonst. Sur la surface S j les lignes 
u = eonst. sont des géodésiques, et les tangentes aux 
courbes v — eonst. le long d'une même ligne hK du sys-
tème u = eonst. forment la surface développable po-
laire S de la ligne correspondante h de S. Désignons par 
(•> l'angle formé par les courbes M, v sur la surface S { et 
par <p l'angle que la binormale de h forme avec la nor-
male à la surface S au même point; nous aurons 

veloppée sphérique. 

to = rD ; 

d'où l'on tire, en désignant par s l'arc de /?, 

Or ~ du étant l'angle formé par deux génératrices con-du 
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sécutives de 2, e'est-à-dire l'angle de contingence de 
l'arête de rebroussement de 2, est aussi l'angle de torsion 

~ de //. On a donc 
fis do , 
T = 

d'où 
i do 
T ~ ds ' 

Soit, réciproquement, h une telle ligne d'une surfaceS, 
que, entre l'angle ç> formé par la binormale de h avec la 
normale à S au même point, subsiste la relation précé-
dente. Je dis alors que h est, sur la surface S, une ligne 
de courbure. 

En elfet, soit S0 une surface dont h est une de ses 
lignes de courbure; si l'on désigne par l'angle que la 
binormale de h forme avec la normale de S 0 , on aura 

i do0 
T = ~ds~ 

Par conséquent, 
t)cp0 __ do 
ds ds ' 

d'où l'on tire 
o 0 — o = const. 

Cette égalité démontre que les normales à la surface S le 
long de h forment une surface développable ; h est donc 
une ligne de courbure de S. 

On a donc le théorème : 

La condition nécessaire et suffisante, pour qu une 
ligne h d'une surface soit ligne de courbure, est que la 
différentielle de l'angle que la binormale de h forme 
avec la normale h la surface soit égal à Vangle de 
torsion de h. 
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Lorsque h est plane, 
i 
if = 

et l'on obtient le théorème de Joachimsthal. 
Si l'on suppose que la torsion de h soit constante, on 

aura 
do i 
cis = T = a ' 

d'où 
cp = as -t- b. 

L'angle <p est donc une fonction linéaire de l'arc de la 
ligne. 

Le théorème précédent peut être énoncé comme il suit : 

Si l'on fait tourner les binormales d'une ligne à 
double courbure dans les plans normaux} autour des 
points de la courbe, d'un angle dont la différentielle 
soit égale h Vangle de torsion de la ligne, on obtient 
une surface développable. 

N O T E S I R L ' I I Y P E R B O L O Ï D E ; 

PAU M . M A N G E O T , 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Troyes. 

On peut déduire de la théorie des invariants quelques 
propriétés des génératrices de l'hyperboloïde à une 
nappe. 

Concevons que l'on construise un parallélépipède P 
sur trois génératrices quelconques de même système, en 
faisant passer par chacune d'elles un plan parallèle aux 
deux autres. Appelons 2 a, 2 {3, 2y les longueurs de ses 
arêtes, et S, S' ses deux sommets 11011 situés sur l'hyper-
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boloïde. Menons par le centre O de la surface les pa-
rallèles Ox,Oy, Oz aux trois génératrices considérées, 
dans des directions telles que le trièdre O x y z comprenne 
dans son intérieur l'un des points S, S'. 

L'hyperboloïde est représenté par l'équation 

. ' ~ yz zx xv s 4 H = o 

Pï T* aP 

relativement aux axes O.r, O/, O z , et par l'équation 

X2 Y2 Z2 

relativement à ses axes de symétrie. 
En appliquant les théorèmes sur les invariants à ces 

deux équations, on obtient les relations 

(1) <xfr/D = -ial>c,' 
( 2 ) 2 ( a 2 H - t 3 2 - + - Y 2 ) — P2 = a*-hb'—c*, 

(3) S 2 a ( c o s X — cos jjl cosv) = abc y/D -t- — 

où l'on a posé 

X=yOz, . ¡x = zOx, v=zxOy, 
D = I — COS2 X COS2 ¡J. — COS2V -+- 2 cos X cos ¡X cosv, 

p2 = a2-+- P2 -+- 2 PY c o s ^ •+" c o s p H-. cosv. 

J.a relation ( î ) exprime que le volume du parallélé-
pipède P, construit sur trois génératrices quelconques 
de l'hyperboloïde, est constant et égal à la moitié du 
volume du parallélépipède construit sur ses axes a a , 

La formule (2 ) traduit cette propriété des hexagones 
gauches, à côtés opposés parallèles, que l'on peut placer 
sur l'hyperboloïde : 

La somme des carrés des six côtés de l'hexagone, di-
minuée du carré de la distance SS' des deux points où 

Ann. de M ut hé mat., 3e sé rie t. V. (Octobre i88G.) 3l 
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concourent les plans de ses six angles, est constante et 
égale à la somme algébrique des carrés des axes de l'hy-
perboloïde. 

Quant à la relation (3 ) , dans laquelle le coefficient 
cos)V — cos UL cosv de aa représente la projection surOj^ 
(ou sur O z ) d'une longueur que l'on sait construire ( 1 ), 
elle peut s'interpréter de la manière suivante : 

Soient SA, SB, SC les trois aretes du parallélépipède P 
qui partent d'un sommet S non situé sur l'hyperboloïde. 
Dans le plan ASB de deux arêtes, menons à l'une d'elles, 
SA, une perpendiculaire STa dirigée du même côté que 
la seconde arête SB, et prenons sur cette perpendiculaire 
une longueur STrt égale à la distance du sommet A à la 
droite S B ; puis projetons cette longueur ST f l sur la 
troisième arête SC. Cette projection, ajoutée aux deux 
projections analogues relatives aux points B, C, donne 
une somme qui est proportionnelle au volume du paral-
lélépipède construit sur les droites SA, SB, SC, avec des 
longueurs d'arêtes égales à n, A, c. Le coefficient de 
proportionnalité est 

i i i 
¿i" ~~ 

Examinons deux cas particuliers: 

r° * A = »x = 

2 

Les relations (2 ) et (3 ) deviennent 

( A 2 - b — «2 AFI c o s v ) -4- Y2 = « 2 + 6 2 — C2, 
/ be ca ab^ 

2 Y = t a n g v h 1 \ a b c 1 

( ' ) S e r e p o r t e r à l a d é m o n s t r a t i o n d e s f o r m u l e s f o n d a m e n t a l e s d e 

l a T r i g o n o m é t r i e s p h é r i q u e . 
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La première de ces deux formules montre que la diago-
nale (autre que SS') du parallélépipède droit, construit 
avec trois génératrices d'un hyperboloïde dont deux 
soient perpendiculaires surla troisième, a une longueur 
constante et égale à 2 yla2 -f- b2— c2 , ou bien encore que 
les points de la surface par lesquels passent deux géné-
ratrices rectangulaires sont sur une sphère concentrique 
dont le rayon est y/a--\- b- — c2 . C'est le corollaire bien 
connu du théorème de Monge. 

La seconde formule signifie que la longueur de la 
corde interceptée par la sphère de Monge sur une géné-
ratrice de l'hyperboloïde est proportionnelle à la tan-
gente de l'angle des deux autres génératrices qui passent 
par les extrémités de celte corde. 

2° A = (j. == v = — • '2 

L'hyperboloïde est alors équilatéral. 
E11 divisant la relation (a ) par le carré de la for-

mule (1), 011 obtient 

1 T _ j 4 4 _ 4 

02 V2 72a2 + a 2 0 2 ~ £2C2 + c2 ai ^Tfi ' 

On voit que, si l'on construit un parallélépipède sur 
trois génératrices rectangulaires deux à deux d'un hy-
perboloïde équilatéral, la somme des carrés des inverses 
de ses faces est constante. 

S U R 11B P R O B L È M E DE P O T E N T I E L ; 

P A R M . J . - B . P O M E Y . 

L E M M E . — Etant donnés deux cercles de diamètres 
PO et PO', par le point P qui est run des points oit ces 
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cercles se coupent, jemène une sécante quelconquePCC', 
qui rencontre en C et Cr les deux cercles. Sur elle, je 
porte PD égal à la somme de PC et de P C . Lorsque 
la sécante tourne autour du point P, le point D décrit 
un cercle qui a pour diamètre PO, le point 0 étant ob-
tenu comme extrémité d'une droite égale et parallèle 
à PO menée par le point O'. 

Si, en effet, C, C et D sont les projections sur la sé-
cante des points O, O' et Q, les points C et C' sont sur 
les cercles de diamètres PO et PO', et l'on a PC = C D 
comme projections sur une même droite de deux lon-
gueurs égales et parallèles. Alors on a 

PC -+- P C ' = PD. 

Le point D étant la projection, sur une droite qui tourne 
autour de P, d'un point fixe Q, décrit le cercle qui a 
pour diamètres PO. 

On dit que PO est la somme géométrique de PO et de 
PO'. Si l'on avait porté O'O, égal à O'O en sens directe-
ment opposé, PQj aurait été la différence géométrique, 
et, si j'appelle E Ja projection de 04 sur la sécante, 
j'aurai P C — PC = PE. Ce point E a pour lieu un cercle 
décrit sur PO, comme diamètre. Dans ce qui suit, nous 
conservons les mêmes notations. 

Cela posé, on donne le point fixe P et deux cercles de 
rayons R et IV décrits autour de O et de O' comme 
centres, il s'agit de mener par P une sécante telle que 
l'on ait 

( , ) P C 2 — P C ' 2 = ( p ô 2 — R 2 ) — ( P O ' 2 — R ' 2 ) . 

Interprétons d'abord cette équation. Supposons que 
les segments interceptés sur la sécante par les cercles O 
et O' soient réels : soit le segment intercepté par la 
sécante dans le cercle de centre O et de rayon R*, en 
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égalant deux expressions de la puissance du point P par 
rapport au cercle O, on aura 

( I ) P Ô 2 — R 2 = P C 2 — A 2 , 

et, dans le second cercle, on aurait de môme 

( 3 ) P Ô ' 2 — R ' 2 = P C ' 2 — ¿1.2, 

2 [à étant le segment intercepté sur la sécante par le 
cercle de rayon R/; on en déduira que 2 JJL et 2X sont 
égaux, eu égard à l'équation ( i ) . C'est ce qu'elle exprime. 

Ainsi l'on demande de mener une sécante sur laquelle 
les deux cercles interceptent des segments égaux. 

Supposons maintenant que ces segments soient ima-
ginaires, et soient t'les longueurs des tangentes menées 
du point P aux cercles O et O'. Avec ces tangentes, que 
je supposerai réelles, comme rayons, je décris autour du 
point P comme centre deux cercles ( t ) et (Y), lesquels 
interceptent sur OC et sur O C respectivement deux 
segments et 2[j/. Nous aurons, en égalant, comme 
précédemment, deux expressions de la puissance des 
points O et O' par rapport à ces cercles, 

( 4 ) P Ô 2 — ¿ 2 = Ô G 2 — X' 2 , 

( 5 ) P Ô 2 — Ô Ô 2 — [A'2; 

mais OM a, en ajoutant membre à membre les équa-
tions ( 2 ) et (4) , 

2 Ô P 2 - R 2 — £2 = Ô C 2 - F - P C 2 — ( ) > » + X ' 2 ) . 

Or 011 a 
Ô G 2 + p g 2 = PÔ2 

et 
r-=<5T>2—iv-, 
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car POC est un triangle rectangle, et (le même t, R et 
OP forment un triangle qui est aussi rectangle. 

Il reste donc 

Ainsi, quand est imaginaire, V est réel, et l'on a 

On aura de même 
[X^ zzz UL'2 . 

Dans le cas où le premier énoncé n'a pas de sens, on 
y substituera donc celui-ci, à condition que P soit exté-
rieur aux deux cercles : Mener par deux points O et 
Of deux droites parallèles sur lesquelles deux cercles 
concentriques ( i ) , (z'), de centre P, interceptent deux 
segments égaux. 

Notre équation ( i ) revient à 

(i bis) P D . P E == — (pÔ>2— H9-) -h ( P Ô ' 2 — IV 2 ) . 

Or, avons-nous vu, les points D et E décrivent deux 
cercles de diamètres PQ et PQ,. Mais, d'après l'équa-
tion (i bis), si le point D décrit un cercle, le point E 
doit décrire la droite qui en est la transformée inverse 
réciproque. Ce point devra donc se trouver à l'intersec-
tion de cette droite et du cercle décrit sur PO, comme 
diamètre. 

La solution de ce problème conduit à un résultat 
curieux. • 

Si ds est un élément de courbe, ds' l'élément de sa 
transformée par rayons vecteurs réciproques, p et p'les 
rayons vecteurs, on a 

ds __ ds' 

7 ~ V ; 

d'où il suit que, si deux arcs finis de courbes transformées 
Tune de l'autre sont chargés de matière de densité i , le 
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potentiel au pôle y est. le même que celui qui est dû à 
l'autre. 

Soient U et V les potentiels au pôle de deux droites 
de longueur ip chargées d'une masse de densité i et 
situées aux distances a et a 'du pôle, de manière que la 
perpendiculaire abaissée du pôle Sur elles tombe eu 
leurs milieux. On aura pour potentiel en P de la pre-
mière droite la valeur de l'intégrale suivante où x dé-
signe la distance d'un élément à l'axe mené par P per-
pendiculairement à la droite dont nous cherchons le 
potentiel 

Je pose 

d'où 
/a2 -+- x2 = — x-ht; 

a2 — — itx 12 

et 
t dx -+- x dt = t dt 

ou 
dx _ dt m 

y/a2-^x2 

d'où 

Il vient 

^ U = log p H- \/a'2 -+- /?2 

a 
ou 

p -t- y/a2-h/?2 _ ju. 
a ~ 

d'où 

ou 
p = a sin hyp — • U 
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Pour l'autre droite à distance a', nous aurons 

p = a sin hyp 

d'où 
U 

sin hyp • 

~7~ V ~ a ' 
sin hyp — 

Si je transforme par rayons vecteurs réciproques, 

~ se change dans le rapport inverse, et j'aurai 

• u u 
sin hyp — 1 

T~T v ~ a' ' 
sin h y p -

U et V ne changent pas. Les droites deviennent des 
arcs de cercles, et la solution géométrique donnée plus 
haut sert à résoudre la question suivante : Etant donnés 
deux cercles concentriques (z), (Y) et deux points O, 
O', mener par P, d'une part, et O, O* respectivement, 
d'autre part, deux CERCLES TANGENTS, tels que les va-
leurs en P des potentiels U, V dus aux parties de ces 
cercles qui sont extérieures aux cercles donnés ( t ) et 
(¿') respectivement satisfassent ci la relation 

. . U 
sin hyp — J t a _ a 
• u y ~~ ; 

sin hyp — 

c est-à-dire que l€ rapport des sinus hyperboliques des 
demi-potentiels est alors celui des rayons des arcs de 
cercles. Il suffit de faire une transformation par rayons 
vecteurs réciproques pour construire ces arcs, lorsque 
le problème est possible. 
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TRANSFORMATIONS ALGÉBRIQUES P A R LE CALCUL 

DES D I F F É R E N C E S ; 

PAR M. E. GESARO. 

INous nous proposons de représenter la fonction 

¥(x) — A 0 -h A2a72-b A3a?3-H.. . 

au moyen des différences successives du premier terme 
de la série arbitraire 

(l) u0, uu u2, uz, u^ 

Ayant posé, à cet effet, 
¿=00 

Ai = aiiii) f ( x ) = 
1 = 0 

nous pourrons écrire, symboliquement, 

i — 0 

Supposons, par exemple, que la série ( i ) soit 

or, v, i r , 3'-, 4'", 

r étant entier. Le second membre de ( a ) s'arrête alors 
naturellement au (r - f - i ) i è m e terme, et l'on peut écrire 

i=r 
(3) 

i = 1 

Du reste, si la série ( i ) est, d'une manière générale, 

U ( - ) , U ( ^ H - A ) , U ( Z - T - A A ) , . 



< 490 ) 
il est presque évident que l'on a, sous forme symbolique, 

en supposant que Nr représente le second membre 
de (3 ) . 

Appliquons la formule ( 3 ) aux fonctions telles que 

Q r ( # ) = irx 4rx'*-\-
Ici 

Cli = I, 

eL Ton obtient immédiatement la relation connue 

i = 1 
qui donne, pour les nombres de Bernoulli ( 1 ), l'expres-
sion suivante : 

r v i (—i V'4"1 

2 r— i -̂d a'4"1 v ; 
/ -1 

Soit, pour généraliser, 

« / = / ( a ? ) = 

La formule (3 ) devient 
/' rzr /' 

(4) = 
i — I 

Ainsi, pour = i , on trouve 
i — r 

rx , ^ ( ¿-h X)X1' . 
£" ~1 

En particulier, 

B r = — " y ' t ^ A ^ C o r - » ) . 1r— I JmÂ V 7 

( 1 ) V o i r n o t r e a r t i c l e Sur les nombres de Bernoulli et d'Eulcr. 
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De même, pour $ = 2, ou arrive à la formule 

'2r — I Jimà V 
i = l 

On établit autrement la formule (4 ) en partant de l'é-
galité 

* = Q / • A ( o ' * ) ] « ; 

d'où l'on déduit (4 ) , en développant, suivant les puis-
sances de A, et en observant que l'on a, sous forme 
symbolique, 

&iQlsi)(&) = Qî4_1(Q — 0 ( Q — 2)---(Q — i-h 1). 

Reprenons l'égalité ( 3 ) et remplaçons-y la limite 
supérieure de i par un nombre quelconque r . Posons 

(5) 9 ( 0 = 1 ' ^ -
i-0. 

Pour elfectuer le retour aux nombres M, remarquons 
que l'égalité ( 3 ) devient 

i~n 
^fl ir X^ 

(G) F(rr) = = <p( ux — x) = > -tj- (—x). 
ï—\ 

Si, par exemple, on fait ai = 1, la formule (5 ) donne 
d'abord 

rf'-^-rhHBir]' 
d'où l'on déduit, en développant suivant les puissances 
de 

( X \
N

+
L  

t ! - = 1 — 

X I . _ 
V x x% x1 

Si l'on porte ce résultat dans la formule (6) , 011 ob-
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tient une nouvelle expression des fonctions Q, consi-
dérées précédemment. En particulier, pour x = — i , * 
on a 

i — n — 1 

B , . = — — V ( - I Y - U V - I 

i = 1 

x (i + G„ i + Gnî + . . . + C„ ), 

pourvu que n ^ r . Sous une autre forme, 

i — n — 1 

i = 1 

On trouve, pour les nombres de Bernoulli, d'autres 
expressions analogues, si l'on prend successivement 
cii— i, i2 , z3, . . . . Les formules démontrées dans cet ar-
ticle donnent, d'ailleurs, une foule d'autres résultats, 
plus ou moins intéressants, qui constituent toujours 
d'utiles exercices de calcul. 

Note. — La formule principale de notre article Dé-
lavées des fonctions de fonctions a élé précédemment 
découverte par M. R. Hoppe, en 1845. Une formule 
plus générale, concernant les dérivées d'une fonction 
quelconque de plusieurs fonctions de .r, a été publiée 
par M. G. Teixeiradans le Journal de Battaglini, 
en 1880. Nous donnerons, de cette dernière formule, 
une démonstration fort simple, basée sur l'emploi de 
nos signes algorithmiques, et nous chercherons aussi à 
opérer Y inversion'de la formule de Hoppe, comme nous 
l'avons déjà fait, du reste, dans certains cas particuliers. 
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CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une Lettre du professeur Genese ( University 
College Aberystwyth, Wales). 

Permettez que je vous signale un petit défaut dans la 
démonstration élégante d'un théorème de Steiner, par 
M. G. Tarry (voir Nouvelles Annales, p. 271, 1884). 
M. Tarry n'a pas remarqué que sa construction donne 
quatre positions au point O. Donc il y a quatre coniques 
directrices par rapport auxquelles S et S sont polaires 
réciproques. La vérification analytique est extrêmement 
simple. 

Soient 

( S ) J I Y Î = = 

(2) Xa*-H vy* = o , 

et 
(D) La2-{- M ß2-f- Ny2 = o 

les équations des coniques. L'équation de la polaire du 
point (a', ¡3;, y') non situé sur S, par rapport à D, est 

L a' a -b M ß' ß -f- N y' Y = 
Cette ligne est tangente à S, si 

(La')2 , (Mß')2 (NY)2 _ 
a "" [a. H 

donc 
L2 _ M2 __ N2 

Il m[i nv 
ou 

L : M : N :: ± /X7 : ± : ± /¿v; 

c'est-à-dire qu'il y a quatre coniques D. 
Le théorème de la page 2^3, savoir : Le triangle qui 

a pour sommets trois des points d*intersection est ho-
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mologique à chacun des triangles formés par trois 
tangentes communes, avait été communiqué par moi à la 
Société mathématique de Londres en mai 1883. Je 
l'avais premièrement envoyé à Y Educational Times; 
mais, un géomètre distingué m1 ayant fait l'honneur de 
douter de son exactitude, j'ai publié la démonstration. 

La vérification par la méthode de la projection co-
nique serait un bon exercice pour vos jeunes lecteurs. 

NÉCROLOGIE. 

Nous avons la vive douleur d'annoncer à nos lecteurs 
la mort d'Edmond Laguerre, décédé le i3 août à lW-le-
Duc. La France perd en lui un de ses géomètres les plus 
éminents et ses amis le plus sur et le plus dévoué de tous 
les amis. Nous consacrerons prochainement «à sa vie et à 
son œuvre la place qu'elles méritent; voici, dès aujour-
d'hui, les discours prononcés à ses obsèques. 

D I S C O U R S D E M . J . B E R T R A N D , 

AU NOM DE L 'ACADÉMIE D E S S C I E N C E S . 

MESSIEURS, 

L'Académie des Sciences, en perdant l'un de ses Membres 
les plus éminents, a le regret de le voir disparaître au début, 
pour ainsi dire, de sa carrière académique. 

La maladie cruelle qui vient de briser tant d'espérances l'a 
tenu éloigné de nos travaux. 

Edmond Laguerre, passionné pour la Science, semblait in-
différent au succès. 

Jamais il n'a négligé un devoir, jamais il n'a sollicité une fa-
veur, jamais, dans sa modestie, il n'a voulu se faire son propre 

L'artillerie était sa carrière. Il acceptait avec simplicité 
toutes les nécessités du service, toujours prompt à bien faire, 
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toujours oublieux de se faire valoir; — il a pris sa retraite 
jeune encore, sans avoir atteint les hauts grades où son mérite 
semblait l'appeler. 

Tel nous avons connu l'éminent géomètre. 
On recherchait, oaadmirait ses travaux; on avait peine à les 

réunir : les recueils les plus répandus contiennent à peine le 
quart de son œuvre. Jamais Laguerre n'a publié un volume. 
Ses découvertes, communiquées à des sociétés de travail et 
d'étude, l'avaient placé au premier rang des géomètres français, 
avant que l'Académie des Sciences en eûtentendu discuter et pro-
clamer l'importance. La Section de Géométrie elle-même, heu-
reuse de lui rendre justice, avait fait, avec étonnement, j 'ose le 
dire, l'inventaire de tant de richesses. 

Toutes les branches des Mathématiques lui devaient d'impor-
tants progrès; aucune chaire publique, cependant, n'avait 
offert à ce penseur solitaire l'occasion de répandre, par la pa-
role, les idées fécondes confiées au papier avec tant de sobriété 
et de réserve. Pour la première fois, en l'année i885, Laguerre, 
âgé de 5i ans, s'est fait entendre au Collège de France : pré-
paré à suivre toutes les voies, il a accepté la suppléance de la 
Chaire de Physique mathématique. Il y a révélé, sans étonner 
personne, une érudition sagace et profonde. 

Le cours de Laguerre sur l'attraction des ellipsoïdes donnera, 
si on peut le publier, le résumé le plus lumineux et le plus sa-
vant de cette belle théorie, tant de fois rajeunie et toujours 
transformée, malgré son admirable perfection. 

Laguerre conservait toute la vigueur et l'activité de son es-
prit, mais les forces physiques commençaient à le trahir. Il 
luttait, en préparant ses leçons, contre les atteintes d'une 
fièvre continue ; il s'y résignait plutôt, car le mal était sans re-
mède. — L'amitié, la haute estime de tous et l'admiration des 
bons juges ont adouci la fin prématurée de sa carrière. 

Toujours supérieur à sa position, il a su imposer à l'opinion 
une justice quelquefois moins tardive, jamais plus complète et 
plus incontestée. 

M. Halphen, après avoir lu le discours de M. Bertrand, 
ajoute 1*allocution suivante : 

L'Ecole Polytechnique perd une de ses gloires. Pendant 
vingt-deux ans, Laguerre lui a prodigué son rare talent, son 
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zèle infatigable. Il la représentait aux yeux de cette jeunesse, 
chaque année plus nombreuse, qui, dans un loyal concours, 
brigue, à force de travail, l'entrée de notre grande Ecole. 
Devant ce public déjà très clairvoyant, l'École Polytechnique, 
placée si haut dans l'opinion, grandissait encore, représentée 
par Laguerre. 

Tous connaissaient sa science presque sans limite, comme 
aussi la loyauté, les scrupules qu'il apportait à ses jugements. 
Mais qui soupçonne seulement son extrême bienveillance, j e 
dirai presque sa tendresse pour cette jeunesse d'élite ? Qui, sauf 
ses collègues, dont tant de fois il a su adoucir ou changer le 
verdict ? 

Cette grande douceur se dissimulait parfois sous des dehors 
austères, qui le faisaient redouter un peu, bien à tort. 

C'est là d'ailleurs un trait essentiel de sa physionomie morale : 
son cœur ne livrait pas facilement ses trésors. 

Les amis qui ont pu y pénétrer éprouvent à ce souvenir une 
ineffable tristesse 

Au nom de l'Académie des Sciences et de l'École Polytech-
nique, j'adresse à Edmond Laguerre un suprême adieu. 

E R R A T A . 

T. II, 3e série, p. 87, dernière ligne, au lieu de tang(w — 8), lisez 
— tang (w — 6 ). 

T. IV, 3e série, p. 329, ligne 5, au lieu de en segments, lisez en 
11 segments. 

T. V, 3e série, p. 212, première ligne, le mot parité ne se rapporte 
pas aux triangulaires, mais à leurs rangs. 

T. V, 3e série, p. avant-dernière ligne, au lieu de générale, 
lisez génératrice. 

T. V, 3e série, p. 32î, 4e ligne en remontant, au lieu de ^log 2V_1, 

lisez . 
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NOTE SUR L E S POLYGONES F E R M É S 

(APPLICATION DE LA STATIQUE A LA G É O M É T R I E ) ; 

PAR M. E. COLLIGNON, 
Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées. 

Considérons un polygone fermé, plan ou gauche, d'un 
nombre n de côtés. 

Nous donnerons à ces cotés les numéros successifs de 
i à en suivant le périmètre du polygone dans un sens 
déiini, à partir d'un sommet choisi arbitrairement. 

Imaginons qu'on prenne le milieu de chaque côté. 
On obtiendra ainsi n nouveaux points, auxquels nous 
donnerons les mêmes numéros qu'aux côtés dont ils font 
partie. Le milieu du côté n° k sera le milieu n° k. Ce 
même numéro k sera attribué aussi au sommet du po-
lygone commun aux côtés A et À — i} il n'y a d'excep-
tion que pour le sommet i , point de départ du numé-
rotage, qui est commun aux côtés n° n et n° i . 

Ces conventions faites, plaçons aux milieux i , 
2, . . . , 7i des masses égales à m en valeur absolue, mais 
alternativement positives et négatives ; de telle sorte que 
les milieux i , 3, S, . . . de rang impair reçoivent la 
masse -h m, et que les milieux de rang pair, 2, 4-» 
reçoivent la masse — m. Au lieu d'admettre des masses 
négatives, on peut prendre toutes les niasses en valeur-
absolue, sauf à imaginer qu'elles subissent l'action de 
forces parallèles dirigées dans un sens pour les masses 
qui avaient tout à l'heure le signe -f-, et en sens opposé 
pour les masses qui avaient le signe —. 

Lorsque le polygone a un nombre impair de côtés, 
cette distribution alternative des signes amène deux 

Ann. de Muthêmat., 3e série, t. V. (Novembre 1886.) 
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masses positives aux milieux n et i , qui se suivent sur 
le contour du polygone ; partout ailleurs on aura d'un 
côté au suivant une variation de signe. Lorsque le 
nombre n est pair, les variations de signe s'étendent au 
périmètre tout entier. 

Cherchons, dans l'un et l'autre cas, le centre de gra-
vité de l'ensemble des masses qu'on vient de définir. 

Décomposons pour cela la masse zt 1 m, appliquée au 
milieu du côté k, en deux masses égales, ± £ 7?z, appli-
quées l'une au sommet k, l'autre au sommet i + i . 
Cette décomposition faite pour tous les côtés, on trou-
vera, en un sommet k quelconque, une masse zh ^ m 
provenant de la décomposition de la masse ± m située 
au milieu Zr, et une masse de signe contraire, zp^/w. 
provenant de la décomposition de la masse qr m située 
au milieu k — i les deux masses partielles se détrui-
sent et donnent au sommet k une masse nulle. Cette 
conclusion s'applique au sommet i comme à tous les 
autres lorsque le nombre n est pair} car alors les signes 
alternatifs régnent sur tout le pourtour du polygone. Il 
en est autrement si n est impair : le sommet i sépare 
alors deux milieux, I et TZ, chargés tous deux de masses 
positives; il reçoit deux masses partielles égales à 
qui, composées ensemble, forment la niasse m. La 
somme algébrique de toutes les masses est égale à o dans 
le cas de n pair, et à m dans le cas de n impair. On 
peut formuler ces conclusions comme il suit : 

Dans tout polygone fermé, plan ou gauchey dhin 
nombre pair de côtés, des masses égales, alternative-
ment positives et négatives, appliquées aux milieux 
des côtés successifsy se font équilibre et forment un 
système indifférent ; le centre de gravité de leur en-
semble est indéterminé. 
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Dans tout polygone fermé, plan ou gauche, d'un 

nombre impair de côtés, des masses égales, alternati-
vement positives et négatives, appliquées aux milieux 
des côtés successifs, ont pour résultante une masse 
égale, placée au sommet du polygone qui appartient 
à la fois aux deux côtés consécutifs chargés de masses 
de même signe $ ce sommet est le centre de gravité de 
Vensemble des niasses données. 

Ce théorème fournit une solution simple de certains 
problèmes sur les polygones. Pour en développer les 
conséquences, nous examinerons successivement le cas 
de n impair et de n pair. 

Premier cas : n impair. 

Etant donnés dans l'espace n points, numérotés de i 
à 7*, on demande de construire un polygone fermé de 
n côtés, dont les n points donnés soient les milieux des 
côtés successifs. 

On cherchera le centre de gravité G, ou centre des 
moyennes distances, des milieux de rang impair, i , 3, 

5, . , .,72-, on y imaginera réunies masses égales 
positives. 

On cherchera ensuite le centre de gravité G' des mi-
lieux de rang pair, 2, 4?6 , . . . , / z — o n y réunira 
n 1 masses égales négatives. 

Le centre de gravité général sera le sommet i du po-

lygone. On l'obtiendra en cherchant sur la droite GG'le 

point d'application de la résultante de deux forces pa-

rallèles, l'une égale à n 1 appliquée en G, l'autre égale 

à n ^ 1 ? appliquée en G' en sens contraire de la pre-

mière. Cela revient à prolonger la droite G'G, du côté 
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du point G, d'une longueur G i égale à n ^ 1 GG'/Le 

coefficient 11 ^ 1 de GG' est toujours entier, puisque n est 
impair. 

Le sommet i une fois déterminé, tout le polygone 
s'en déduit. 

Le problème admet toujours une solution et une 
seule : 

Lorsque les milieux donnés sont dans un même plan, 
le polygone cherché est tout entier dans ce plan. On le 
voit par la construction du sommet i . Mais la proposi-
tion est évidente a priori; car, si le polygone était 
gauche, chaque côté traverserait le plan des milieux, et 
un nombre impair d'intersections empêcherait la ferme-
ture du polygone. 

Si, au lieu de prendre les masses m alternativement 
positives et négatives, on les prenait toutes positives, 
elles s'ajouteraient pour donner une résultante égale 
à nrn, appliquée en un point y, centre des moyennes 
distances des milieux des côtés du polygone ou, ce qui 
revient au même, centre des moyennes distances de tous 
les sommets. Pour obtenir ce point y, il suffira de com-
poser les mêmes forces parallèles, égales à et 
à - ? que nous avons considérées tout à l'heure, mais 

en les dirigeant toutes deux dans le même sens, au lieu 
de les diriger l'une en sens contraire- de l'autre. La 

force n ^ 1 est 'appliquée au point G, la force n ^ 1 au 

point G'. Le point d'application y delà résultante s'ob-
tiendra en partageant GG' dans le rapport inverse des 
composantes, ce qui donne la proportion 

G Y _ N — I 

GTV ^ TT^l ' 
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On a de même, puisque le sommet i est le point d'ap-

plication de la résultante des mêmes forces dirigées en 
sens différents, 

Gi _ n — \ 
G' I 71 - h i 

Donc 
G_ï - 9l 
G' I " G ' I ' 

de sorte que le sommet i et le point y sont conjugués 
harmoniques par rapport aux points G et G' ; et Ton a 
ce théorème : 

Dans tout polygone fermé, plan ou gauche, d'un 
nombre impair des côtés, le sommet \ est conjugué har-
monique du centre de gravité de tous les sommets (ou 
de tous les milieux des côtés) par rapport aux centres 
de gravité des deux groupes de points respectivement 

formés par les milieux des côtés de rang impair, et 
par les milieux des côtés de rang pair. 

Chacun des sommets du polygone peut d'ailleurs être 
regardé comme le sommet n° i , en changeant le numé-
rotage. Dans chacune de ces hypothèses, le centre de 
gravité général y reste fixe; la droite qui joint au point y 
un sommet du polygone contient les centres de gravité, 
G et G', des deux groupes de milieux, les milieux im-
pairs et les milieux pairs, et la droite mobile GG' est 
divisée, au point fixe y et au sommet, dans le rapport 

constant ^ | • On en déduit que le rapport ^^ est 

aussi constant, et égal à ^ ' ^ ? et que le rapport y ^ e s t 

ésal à — Donc : ° n — i 

Les centres de gravité partiels G et G' des masses 
4- m et —m, alternativement placées aux milieux des 
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côtes, sont les sommets de deux polygones homothé-
tiques au polygone donné ; le centre de similitude est 
le point y, centre de gravité général des masses pj ises 
toutes positivement, et placées soit au milieu des côtés, 
soit aux sommets ; les rapports de similitude sont res-

respectivement —-— et —!— : enfin la similitude est di-r 7i -+-1 n-~ i ' 
recte pour le polygone des points G, inverse pour le 
polygone des points G7. 

On pourrait dire aussi : 

Le centre de gravité des milieux des côtés de rang 
impairy i , 3, . . . , n coïncide avec le centre de gra-
vité des milieux des côtés de rang pair, 4? 6, . . ., 
n — î , composés avec le sommet i. 

Les propriétés des centres de gravité s'étendent aisé-
ment, d'après les mômes considérations, à la géométrie 
des polygones. 

Prenons par exemple un point P, arbitraire, et joi-
gnons-le à tous les milieux i , 2, 3, . . . , n des côtés 
d'un polygone donné, d'un nombre impair de côtés. 
Pour distinguer les milieux des sommets de même nu-
méro, nous donnerons aux milieux des numéros accen-
tués. Ils seront donc représentés par les numéros i ' , 2;, 
3', . . . , n'. Cela posé, nous pouvons regarder les droites 
de jonction P i ' , P2 ; , . . . , P/i' comme représentant 
autant de forces en grandeur et en direction. Les pro-
positions qu'on vient d'établir montrent que la résultante 
des n forces 

P I ' , — P ' / , P 3 ' , — P 4 ' , . . . , — P ( N — I ) ' , - + - P N', 

parmi lesquelles les forces dirigées vers les milieux pairs 
sont changées de sens, est égale à la force P i , repré-
sentée par la ligne de jonction du point P au sommet /. 
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La démonstration directe de cette proposition est très 
facile. 

De même, appliquons au système des masses H- m 
et — m le théorème sur la somme du produit des 
masses par les carrés des distances à un point, ou sur le 
moment d'inertie polaire : il viendra l'équation fonda-
mentale 

P7'2 — P^'2 h- P3' 2 — P4'2 •+• • • • — P O — i)'2 M-P^' 2 

s 2 2 2 2 2 2 
= 1i ' — i i r -i- l'y —- 14' - i - . . . — i(n — i) ' + i /i' + P i . 

Nous pouvons appliquer cette équation en prenant 
successivement pour sommet i chaque sommet du po-
lygone. Appelons 

A, B, G, . . . , E 

les sommets successifs, et 

ay b, c, . . . , e 

les milieux des côtés 

AB, BC, CD, . . . , EA. 

Appliquons le théorème en prenant d'abord pour 
sommet i le sommet A, puis le sommet B, puis le 
sommet C, et ainsi de suite jusqu'au sommet E. Il viendra 
la série de n équations 

2 2 2 2 2 
P a — P b + P c — P d P e 

= A a — Ab k c — A d . . . - } - A<?2-4-PA2, 
2 2 2 2 p b — P c -+-P d-+- + P a 

2 2 2 2 2 
= B b — B c - h B d -+- + B a -HPB , 

2 2 2 2 
pe _ p a -hPb -{- -h Pd 

2 2 2 2 2 
= Ëe — Ea + E 6 -h - j - E d -h P E . 
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Faisons la somme, membre à membre, de ces n équa-

tions. 
On trouvera dans le premier membre de l'équation 

résultante fois chaque terme P a avec le signe -h, 

et fois avec le signe —5 le résultat final est donc 
— 2 

simplement le terme P a sans aucun coefficient, et, pour 
les 11 termes analogues, on trouve en définitive 

P P e J = EPa2, 
pour le premier membre de l'équation finale. 

Le second membre contiendra des termes de diverses 
espèces : 

i° On a d'abord la somme 

PA PÊ 2 = 1VA2 

des carrés des distances du point P aux n sommets; 
2° On a ensuite les sommes 

A a -f- B a" , B b -f- G b , .... E e 

des carrés des moitiés des cotés, qui sont égales respecti-
vement à 

* Â B \ J B G \ I Ë Â \ 

et qui donnent par leur ensemble la moitié de la somme 
des carrés des côtés, ou \ 2 AB \ 

3° Tous les autres termes enlin, pris les uns positive-
ment, les autres négativement, peuvent etre réunis dans 
une même somme. Posons 

S = Â7/ — ÏVc"2 -+- -t-Âd" 
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Cette somme S est la somme algébrique des carrés des 

distances de chaque sommet aux milieux des cotés qui 
n'aboutissent pas à ce sommet, ces carrés étant pris al-
ternativement avec le signe -t- et le signe —, suivant 
que la différence des numéros du sommet et des milieux 
considérés est impaire ou paire. 

On a donc, en définitive, l'équation 

(1) S P " a = S P A V I S Â B 2 — S . 

Mais, dans chaque triangle PAB, où a est le milieu 
de AB, 011 a 

PA 2-f- P B — i Va* - f - 1 Â a * ; 

relation qui, appliquée successivement à tous les cotés, 
donne, en faisant la somme et en divisant par 2, 

P A 2 + PB2-f. PÊ 2 = P«2-+- P ô V . . .-4- V~e 

-4- A a -i- B b + . . . - f Ë e 
ou bien 

(2) 2PÂ* = S P a V i S Â B 2 , 

Ajoutant membre à membre les équations (1) et (2), 

il vient, après réduction, 

* £ Â B — S = 0 4-
ou bien 

S = 3 S Â B * , * 7 

et l'on a ce théorème : 

Dans tout polygone fermé d'un nombre impair de 
côtés, la somme algébrique des carrés des distances 
des milieux de chaque côté aux sommets non contigus, 
ces carrés étant pris alternativement avec le signe -4- et 
le signe — à partir du côté le plus voisin ¡de chaque 
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milieu considéré, est égale aux f de la somme des 
carrés des côtés. 

On en déduit comme corollaires les propositions sui-
vantes : 

Dans tout polygone régulier d'un nombre impair 
de côtés, la somme algébrique des carrés des distances 
du milieu d'un côté à tous les sommets non contigus, 
ces carrés étant pris alternativement avec le signe -f-
et le signe —, est les f du carré du côté; 

Dans tout triangle, la somme des carrés des mé-
dianes est les | de la somme des carrés des côtés. 

Second cas : n pair. 

Soit en second lieu un polygone fermé d'un nombre 
pair n de côtés. Prenons à part les milieux des côtés de 
rang impair, i , 3, 5, . . . , n — i , puis les milieux des 
côtés de rang pair, 2 , 4 , 6 , . . . , n. Ces deux groupes de 

points en contiennent un même nombre et pour que 

le centre de gravité général des masses -f- m et — m 
soit indéterminé, il faut et il suffit que le centre de gra-
vité G du groupe des masses positives coïncide avec le 
centre de gravité du groupe des masses négatives; le 
point G est en outre le centre de gravité de tous les mi-
lieux ou, ce qui revient au même, de tous les sommets. 
On arrive donc à ce théorème : 

Dans tout polygone fermé, plan ou gauche, d'un 
nombre pair de côtés, le centre des moyennes distances 
des milieux des côtés de rang pair coïncide avec le 
centre des moyennes distances des milieux des côtés de 
rang impair et avec le centre des moyennes distances 
de tous les sommets. 
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Cet énoncé généralise le théorème relatif au quadri-

latère : 

Dans tout quadrilatère plan ou gauche, les milieux 
des cotés successifs sont les sommets d'un parallélo-
gramme, ce qui revient à dire que les droites qui joi-
gnent respectivement les milieux des côtés opposés se 
coupent mutuellement en deux parties égales. 

Si l'on donne les n milieux des côtés d'un polygone, 
le nombre n étant pair, et qu'on demande de construire 
le polygone, en prenant ces milieux dans un ordre dé-
terminé, il faut, pour que le problème soit possible, 
qu'en prenant ces milieux de deux en deux, les centres 
de gravité des deux groupes de points que l'on obtient 
coïncident. Quand cette condition est remplie, on peut 
construire le polygone d'une infinité de manières, en 
partant d'un sommet i arbitrairement choisi. S'il en est 
autrement, il n'y a pas de solution possible. 

Prenons un point P quelconque dans l'espace. Si l'on 
joint ce point aux milieux des côtés i , 2, . . . , rc, et que 
l'on considéreles lignes de jonction comme représentant 
des forces en grandeur et en direction, on reconnait sur 
le champ que l 'ensemble des forces, agissant alternati-
vement dans le sens de la droite de jonction et en sens 
contraire, c est-à-dire des forces 

P i , — P 2 , P 3 , — P 4 , P(/i — 1), — P/i, 

se fait équilibre; en d'autres termes, les deux groupes 
de forces 

P i , P 3 , P 5, . . . , P O — 1), 
et 

P a , P 4 , P 6 , Pn, 

ont la même résultante. 
Appliquons aux systèmes des masses m e t — m le 

théorème sur la somme des carrés des distances. Il vient 
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d'abord, en considérant à part les masses positives ou 
impaires, 

PV -+- P3 V p52 p77r^7)2 

= G " i 2 + G 3 2 - t . . . - G ( n — i)2-i- PG2 ; 

on aura de môme, en prenant les masses négatives ou 
paires, 

Pi*-H P W PGf-K..-t- P7i2= G V + G42-f. . .+ G(n)%- PG . 

Si l'on retranche ces deux équations, il vient 

P i 2 — Pa* -h P3 2 — P4 2 -+- . . . -f- \\n — 1) — P7i2 

= G|2— G^2-hG32_ G4%-. . . - r O f / i - O - G n 2 , 

équation dont le second membre est indépendant de la 
position du point P. Par conséquent : 

Dans tout polygone fermé, plan ou gauche, d'un 
nombre pair de côtés, la somme algébrique des carrés 
des distances d'un point P quelconque aux milieux des 
côtés, les carrés étant pris alternativement avec le 
signe et le signe —, est constante, quel que soit le 
point P. 

Cette proposition résulte immédiatement de la re-
marque suivante : le point P, quel qu'il soit, peut être 
regardé comme le centre de gravité du système indiiïé-
rent formé par les masses -f- m et — m, placées alterna-
ti veinent au milieu des côtés. 

Si le polygone donné est régulier, la somme 
2 — 2 

G1 — G 2 -+- . . . 

est identiquement nulle; il en est donc de même de la 
somme égale 
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de sorte que la somme des carrés des distances d'un 
point P quelconque aux milieux impairs est la même 
que la somme des carrés des distances du point P aux 
milieux pairs, et, comme les milieux des côtés d'un po-
lygone régulier sont les sommets d'un polygone régulier 
semblable au premier, on peut dire aussi que la somme 
des car rés des distances du point P aux sommets de 
rang pair d'un polygone régulier d'un nombre pair 
de côtés est égale ci la somme des carrés des distances 
du point P aux sommets de rang pair. 

Généralisation du théorème fondamental. 

Soit ABCD . . . F un polygone plan ou gauclie, d'un 
nombre pair de côtés. Prenons sur le côté A15 un point a 
arbitraire, puis sur le côté BC un point tel que le 

B b • ' i B a , rapport — soit égal au rapport de meme prenons 

sur CD un point c tel qu'on ait ~ = puis un 

point d sur DE tel qu'on ait ^ = ? et ainsi de suite, 

en renversant, à chaque fois qu'on passe d'un côté au 
suivant, l'ordre des segments homologues tout en en 
conservant le rapport. Cela revient à dire que les droites 
aZ>, bcy cd, . . . , qui joignent les points de jonction 
consécutifs, sont parallèles respectivement aux diago-
nales AC, BD, DE, . . . du polygone. 

A a 
Si l'on appelle k le rapport on aura 

F / 
F Â ' 

B a _ , ttb _ D e _ D e _ 
ÂB ~ 1 ~~ B~c ~ CD ~ DE 
A a _ , _ Cb _ Ce _ _ A / 
ÂB ~~ ~~ BC ~ CD FA ' 

Cela posé, si l'on applique une masse -f- m aux points 
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a , c, . . . , de deux eu deux côtés, et une masse — m 
aux points b,d, . . on pourra décomposer chaque 
niasse m appliquée à un côté AB en deux masses, l'une 
appliquée en A et égale à (1 — &)/7z, l'autre en B, et 
égale à hm\ et chaque masse — m appliquée à un 
côté BC en deux masses, l'une appliquée en B et égale 
à — h m, l'autre en C et égale à — ( i — k)m. L'en-
semble de ces masses pour tout le polygone donnera 
zéro à tous les sommets ; et, par conséquent, le centre 
de gravité des points ¿z, c, e, . . . coïncide avec le centre 
de gravité des points h, d, . . . , f . 

Pour le quadrilatère, par exemple, les droites ac, bd 
se coupent mutuellement en deux parties égales, quelle 
que soit la valeur du rapport A qui définit la position 
des points. 

La même généralisation peut s'appliquer aux po-
lygones qui ont un nombre impair de côtés, mais alors 
la construction des points <7, Z>, c, . . doit s'arrêter 
dès qu'on a atteint le dernier côté du polygone donné. 
Dans ces conditions, les masses -f- m aux points ¿z, 
c, . . . , / , et — m aux points d, . . . amènent, quand 
on les décompose en niasses appliquées aux sommets, 
une masse unique égale à 4- »z, appliquée au premier 
sommet A ; de sorte que le sommet A est en ligne droite 
avec le centre de gravité g des points c, . . . et le 
centre de gravité g'des points ¿ , et la distance A g 

est égale à n ^ 1 ggf, n étant le nombre des côtés du po-
lygone. 

Cette remarque permet de construire un polygone 
de n côtés (n étant impair), si l'on donne les n points a, 

c, . . . , f qui partagent les côtés dans un même rap-
port, en renversant l'ordre des segments pour chaque 
côté successif. 
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L E S L I G N E S B A R Y C E N T R I Q U E S ; 

PAR M. E. GESARO. 

1. Appelons barycentrique d'une courbe (M) le lieu 
des centres de gravité des arcs de la courbe, comptés à 
partir d'un point fixe. En faisant varier l'origine des 
arcs, on obtient, pour une même ligne, une infinité de 
barycentriques. Supposons d'abord que la ligne (M) soit 
plane, et considérons une barycentrique déterminée (G). 
Si x et y sont les coordonnées du barycentre G, relati-
vement à la tangente et à la normale à (M), en M, on a, 
d'après ce qui a été dit dans l'article Sur les lignes de 
poursuite, et en adoptant les notations de l'article Sur 
l'emploi des coordonnées intrinsèques, 

(i) -, ^ ' ds s' ds s3 

car le point G poursuit constamment M, avec une vi-
tesse qui est à celle de M comme la distance MG est au 
cliemin parcouru par M. Par conséquent, 

, x d(sx) sy d(sy) sx (2) v = — j , / 
ds p as p 

Outre le centre de gravité, il y a une double infinité de 
points, dont les coordonnées vérifient ces relations : ils 
constituent le système de poursuite barycentrique ou, 
plus simplement, le système barycentrique dont (M) est 
la ligne fondamentale. 

2 . Soit P un point du système, et désignons par a, ¡3 
ses coordonnées. Les coordonnées d'un autre point Q 
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pourront prendre la forme 

x = a H- u COSOJ, y = ¡¡> F- u s in to, 

où l'on doit chercher à déterminer u et to, de manière 
à satisfaire aux conditions (2). On trouve 

d(su) dw __ 1 

ds ~~ ' ds ~ p 

La dernière égalité montre que la direction PQ est inva-
riable, et la première nous die que la distance PQ varie 
en raison inverse de s. Il en résulte que le système ba-
rycentrique se déplace parallèlement à lui-même, en se 
rétrécissant toujours, de manière que les distances mu-
tuelles de ses points varient en raison inverse du chemin 
décrit par M sur la ligne fondamentale. L'ensemble des 
trajectoires de tous les points du système sera appelé 
faisceau harycentrique de la ligne (M), relativement à 
l'origine des aies. Par exemple, les faisceaux barycen-
triques d'une droite 1) sont les faisceaux de droites, qui 
ont leurs centres sur D et sont superposés une infinité 
de fois à eux-mêmes. 

3. La clothoïde est une ligne plane, dont la courbure 
varie proportionnellement à l'arc. En coordonnées in-
trinsèques, son équation est donc pi = a-. Cela étant, 
voyons s'il est possible de déterminer une ligne dont les 
centres de courbure fassent partie du système barycen-
trique. Pour que les conditions (2) soient remplies 
lorsque x = o, y = p, il faut et il suffit que le produit ps 
soit constant. Donc la développée de la clothoïde ap-
partient au faisceau harycentrique de cette ligne, re-
latif au point de nulle courbure O. Cela nous permet 
de déterminer le centre de gravité d'un arc Oi\I de 
clothoïde. Soient, en effet, G le centre de gravité et C 
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le centre de courbure au point M. Nous savons que la 
droite CG se déplace parallèlement à elle-même : elle 
est donc parallèle à la normale à la courbe, menée par 
O ; car, en ce point, G se confond avec O. Par cette rai-
son même, dans la position initiale, la distance CG, bien 
qu'infinie, est certainement exprimée par p : elle sera 
donc toujours mesurée par p , puisqu'elle doit varier en 
raison inverse de l'arc. En d'autres ternies, G est constam-
ment situé sur la circonférence osculatrice. Conséquem-
ment, le centre de gravité d'un arc de clothoïde, 
compté à partir du point de nulle courbure O jusqu'à 
un point quelconque M, est un point de la circonférence 
osculatrice en M ci la courbe, situé sur le diamètre per-
pendiculaire à la tangente en O. On démontre aussi 
très facilement (jue la distance GM, comptée sur la cir-
conférence osculatrice, est la moitié de l'arc de clo-
thoïde OM. 

4. La clothoïde s'étend sans singularités depuis le 
point de nulle courbure et s'enroule autour d'un point 
asymptotique à courbure infinie, centre de gravité de 
toute la courbe et centre du faisceau barycentrique. La 
baryeentrique de la clothoïde, au contraire, admet une 
infinité de points de rebrousse ment, situés sur la clo-
thoïde : chacun d'eux jouit de la propriété d'être simul-
tanément extrémité et barycentre d'un arc de clothoïde, 
dont l'autre extrémité est toujours Je point de nulle 
courbure. A partir de ce point, les rcbroussements de 
la barycentrique se succèdent de plus en plus fréquem-
ment et partagent la courbe en une infinité de boucles, 
dont les longueurs vont en diminuant comme les termes 
de la série i , \J2 — 1, y/3 — y/2, y/4 — y/3, • • • • La clo-
thoïde est douée d'un grand nombre d'autres propriétés 
intéressantes. Citons-en une : Si une clothoïde, de pa-

Ann. de Maihémat3e série, t. V. (Novembre 1886.) 33 



sphère de rayon ¿z, sa torsion varie comme la courbure 
de la développée d'une chaînette d'égale résistance. 
Nous devons rappeler ici que la chaînette d'égale ré-
sistancey étudiée par M. E . Collignon, est représentée 
par l'équation 

de sorte qu'elle est caractérisée par la propriété sui-
vante : Si une chaînette d'égale résistance roule sur 
une droite, le centre de courbure correspondant au 
point de contact décrit une chaînette ordinaire, qui ad-
met pour directrice la droite considérée. On sait, en 
outre, que la voûte sans surcharge, proposée par 
Yvon Yillarceau, s'obtient en renversant une chaî-
nette d'égale résistance. Enfin, il est évident que, lors-
qu'une clothoïde roule sur une droite, le centre de 
courbure, correspondant au point de contact., reste sur 
une hyperbole équilatère, asymptotique à la droite con-
sidérée. 

5. On distingue aisément le centre de gravité, dans 
la double infinité des points satisfaisant à (2) . Il suffit 
d'intégrer ces équations, en supposant x = o, y = o, 
pour s ~ o. La question se ramène immédiatement à 
l'intégration de l'équation 

:d(sz) t  

p ds 
-T- ISZ -f- ps = o, 

ou 
= a? -f- i y , 

Si l'on fait sz égal au produit de deux fonctions, dont 
on dispose convenablement, on trouve, en intégrant et 
en supposant z = o pour s = o, une équation qui se 
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dédouble en 

( 3 ) x = \ cosO -f- Tj sinO, y = — ç sinO -f- rt cosO, 

Si, par exemple, ps — a2, les équations (4 ) donnent 
d'abord 

puis, par substitution dans (3), 

x——psinG, y — p(l— cosO), 

ee qui confirme les propriétés énoncées précédemment. 

6. Quand on a trouvé, au moyen des formules (3) , 
les valeurs de x et y en fonction de s, on obtient, en 
éliminant cette variable, l'équation de la ligne que le 
centre de gravité semble décrire par rapport aux axes 
mobiles. Mais, si l'on veut connaître la trajectoire ab-
solue du centre de gravité, dans le plan de (M), on doit 
recourir aux formules (1). On trouve aisément que les 
coordonnées intrinsèques de la barycentrique cherchée 
sont données par les formules 

où l'on a posé 

(4) 

l = — p sinO, r4 = — p(l — cos 6 ) ; 

Ainsi, dans le cas de la clothoïde, 011 a 
. 0 

.0 sin -
2 

sin -
. 0 
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II faudrait éliminer 0 entre ces égalités pour obtenir 

l'équation intrinsèque demandée. Si l'on veut éviter une 
intégration, on peut dire que la barycentrique de la clo-
thoïde, relativement au point de nulle courbure, est une 
développante de la courbe représentée par les équations 
simultanées 

a s i n o a(z o c o s o — 3 s i n ce ) 
S — —r ? p = '—rz — • 

i cp y cp 4 9 2 v ? 

7. On généralise aisément les considérations qui pré-
cèdent, en supposant que la ligne (M) soit matérialisée 
suivant une certaine loi, c'est-à-dire que chacun de ses 
éléments soit chargé d'un poids q ds, où q est une fonc-
tion déterminée de s. La propriété de la translation 
parallèle du système de poursuite subsiste toujours; 
mais la variation des distances mutuelles des points du 
système se laisse régir par d'autres lois. On obtient, en 
général, 

_ çnds 

u — e J s . 

En particulier, pour q — i , on voit que le produit su 
est constant, et l'on retrouve ainsi les résultats qui pré-
cèdent. Si q = - j le point G est appelé, d'après Steiner, 

P 
barycentre de courbure de l'arc s. Ce point est très 
facile à construire lorsqu'il s'agit des courbes définies 
par l'équation générale 

p == csn. 

On a, pour n = i , la spirale logarithmique; pour 
n——]a clothoïde; pour zz = o, le cercle; pour 
n: = la développante de cercle; etc. Pour toutes ces 
courbes, si l'on veut avoir le barycentre de courbure 
d'un arc compris entre l'origine O et un point quel-
conque M, on doit chercher d'abord les points C, D, qui 
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correspondent à M sur la développée et sur la dévelop-
pante de (M) : Le bary centre de courbure de / a/'cOM 
est Vintersection des perpendiculaires abaissées respec-
tivement des points M, C sur les droites 01), OM. En 
particulier, tout arc de spirale logarithmique, ayant une 
extrémité au pôle, admet ce point pour barycentre de 
courbure. Enfin, si l'on veut que (G) soit la développée 
de (M), on doit prendre 

s dp 

Les systèmes de poursuite, relatifs à ce cas particulier, 
se déplacent parallèlement à eux-mêmes, comme cela 
arrive en général ; mais les distances mutuelles de leurs 
points varient proportionnellement au rayon de courbure 
de la trajectoire fondamentale. 

8. Pour la recherche des barycentriques des lignes à 
double courbure, les formules fondamentales sont 

ox x ùy _ y oz _ z 
ds ~ s ' ds s ' ds s 9 

et, par suite, on a 

sz 
s. 

p 

sz 
r 

sx sy 

La triple infinité de points, remplissant ces conditions, 
constitue le système barycentrique de la ligne (M). Si 
a, ¡3, y sont les coordonnées de l'un de ces points, les 
coordonnées de tout autre point du système sont 

x — y. -{- \ u, y = p -f- {jlm, z = y + vii, 

(6) 

d(sx) 
ds 

d(sy) 
ds 

d(sz) 
ds 
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où l'on doit déterminer ln distance u et les cosinus di-
recteurs ¡A, v, de manière que les équations ( 6 ) soient 
vérifiées. Pour cela, il faut que Ton ait 

d(lsu) v su 
ds ~ ~ * 

d(]xsu) VSU 
ds r 

d(vsu) 1 su 
ds ~ P 

Ces équations, multipliées respectivement par \su, ¡JUV«, 
vsu, et additionnées, montrent que le produit su est 
constant. Par suite, 

d\ v d)± v Î/V \ \x 
ds p ' ds r9 ds p r ' 

c'est-à-dire que la direction (A, JA, V) est invariable. Le 
système barycentrique d'une ligne à double courbure se 
transporte donc parallèlement à lui-même dans l'espace, 
pendant que les distances mutuelles de ses points varient 
en raison inverse du chemin parcouru par le point M 
sur la trajectoire fondamentale. 

9. Enfin, les formules (5 ) permettent de calculer les 
rayons de courbure de la barycentrique, en fonction des 
coordonnées x , y-, s , du centre de gravité, que l'on sup-
pose connues; car il est facile de les déterminer au 
moyen des équations (6) et des conditions x =yr=. z = o 
pour s = o. On a d'abord 

( 7 ) 

où 
J

C s u ds 

f , 0 * 
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Ensuite les cosinus directeurs de la tangente à (G) sont 

x h — _ c _ z 
~~ u7 u ' u 

On en déduit 

oa r2-f- z'1 ùb _ xy ùc _ xz 

ds ~~ a3 ' ds u3 ' ¿¿s 

En élevant au carré et en ajoutant, on obtient sans 
peine, comme expression du premier rayon de courbure, 

7/3 

(«) p 

En outre, les dernières formules montrent que les co-
sinus directeurs de la normale principale sont donnés 
par les égalités 

f __ vy2"^zî _ xy h _ x z 

u 7 g u y/j2 H- ' ' /r2"1 

et, par suite, ceux de la binormale sont 
5 „ - y 1=0, 

s/W"-2 v/r2 

D'après cela, le plan osculateur à (G) passe par la tan-
gente à (M). Enfin, on a aussi 

ol _ y 
ds p y / y î - ï - z2 .' 

ont xy y 

ds ~~ y* H-p^s+^î' 

0/1 y 
ds yt-hz2 

et, par suite, le rayon de torsion est 

p( Y2-h Z2) ( Ç) ) /'„ = — • 
sy 
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Par substitution de x , y , . . », en fonction de s, dans 

les formules (7 ) , (8) , (9 ) , et par élimination de .v, on 
parvient aux équations intrinsèques de la courbe (G) . 
D'ailleurs, il est évident que les formules précédentes 
sont applicables à toutes les courbes, qui appartiennent 
au faisceau barycentrique de la trajectoire considérée. 

E N V E L O P P E S DES COTES D'UN C A R R É INVARIABLE DONT 

D E I X S O U M E T S DÉCRIVENT DEUX D R O I T E S RECTANGU-

L A I R E S ; 
PAU M. J . - B . POMEY. 

Soient O x , O j deux axes rectangulaires, et ABCD un 
carré invariable de grandeur, dont le côté AB = a ; les 
sommets A et B glissent sur O x et Oy. On demande 
l'enveloppe de xAB et celle de BC. 

Soit E le point de rencontre des perpendiculaires 
en A et B aux axes. Ce point est le centre instantané de 
rotation. Ses projections M, N, P, Q sur les côtés du 
carré sont les points où ces côtés touchent leurs enve-
loppes. 

Les points A et B décrivant des droites Oi1, Oy, le 
centre géométrique des accélérations est situé en O, et 
cela permet de construire le rayon de courbure des enve-
loppes. 

Remarque. — Les points C et D décrivent des épi-
cycloïdes, car le lieu du centre instantané de rotation 
est, dans le plan xOy, le cercle x2 4-y~ = a 2 , et, dans 
le plan variable, c'est le cercle décrit sur AB comme 
diamètre, de sorte que le mouvement du carré est celui 
qui lui serait imprimé par un engrenage de La Hire, par 
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le roulement dans un cercle de rayon a d'un cercle de 

rayon moitié ^ 

Désignons par x,y les segments OA, OB interceptés 
sur les axes par la droite variable AB, on aura, pour 
équation de AB, 

X Y 

x y ~ 
En différentiant cette équation et l'équation 

x*--hy2 = a2, 
on obtient 

X dx Y dy , , 
1 T- — o, xdx y dy — o : x- y2 ' 17 y 

d'où l'on tire 
X Y 
xz y3 

Extrayant les racines cubiques, employant la formule 

a _ £ _ s/qs-hft2 

a b y/et2 -f- b2 

et élevant à la puissance §, on obtient aisément 

X^ -+- Y ? = a*", 

pour équation du lieu du point M. 
Si Ton pose 2 a = b et qu'on remarque que le seg-

ment A'B' intercepté sur NQ par les axes est égal à è , 
on obtient pour enveloppe de NQ 

2 2 2 
X 3 h - Y * = 

Le lieu du point N est une trajectoire orthogonale des 
droites A'B'. Posant cette fois x = OA 7 ¿y = OB', on a 
pour équation de A'B' 

X Y — l — = 1 
® y 
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avec 

Si X , Y sont les coordonnées d'un point qui décrit 
une de ces trajectoires orthogonales, nous aurons 

dY __ dX _ y/JXa-hr/Y» 
x y b 

X Y 

différentielle suivante : 

i i X Y Portant - et - dans -—I- — = i , il vient l'équation x y x y 

X + Y Y W b T 

Vi -H Y''2 

Il s'agit de l'intégrer. On l'intègre par différcntiation 
en posant 

Y' = tanga. 

Ce changement de variable donne 

X H- Y tanga — b sina. 

Différentiant, il vient 
dt 

dX -4- dY tanga -4- Y — — = b cosa di. 
° cos2 a 

On a d'ailleurs 
d Y = tanga dX, 

d'où 

(i) Y = b cos a — X c o t a , 

et substituant dans l'équation précédente, on obtient 
l'équation différentielle linéaire 

dX cosa 7 . „ 
—, X — h b cosa sin2a = o. 

aa sin a 

Intégrant, il vient 

X = sina(C — a sin2a) ( 2 a = b); 

d'où, en remplaçant X par son expression en a dans 
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l'équation ( i ) , 

Y = c o s a ( 6 — G -4- a s i n 2 a ) {ia = b). 

X , Y sont ainsi exprimés en fonction du paramètre a. 
Pour C = ci, il vient 

X = a s i n a c o s 2 a , Y = a c o s a ( i -+- s in 2 a ) . 

Si je prends OBA — a et que je cherche directement 
les coordonnées du point N comme projection de E 
sur BC, j'obtiens précisément ces formules. 

Pour éliminer a, je pose sina = u, et, au moyen des 
équations transformées, 

(2) - = M ( I — W2), - = y/i — w2(i-i- w2), 7 a a 

. r X 2 -1- Y 2 . . . je lorme — ^ — ? il vient 

X 2 + Y 2 

( 3 ) 3 « 2 — U 
a X 

Et d'ailleurs la première des équations ( 2 ) est 

(4) M3 — u-\ = o. 

v ' a 

Je multiplie ( 3 ) par —¿¿, (4 ) par + 3, j'ajoute et j'ai 

, V „ X 2 -H Y 2 , 3 X (5) u ^—- — \ U-\ = 0 . a A a 

J'élimine u entre (3 ) et (5 ) , d'après la formule qui 
donne 

(abr — ba')(bc'— cb') = (ac1— ca')2 

pour résultant de 
ax2 -h bx -f- c = o, a'x2 -+- b'x -h c' = o 
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J'ai ainsi 

H ^ T H H - ^ ) 
_ /XM-Y2 ^ g x y 

\ aX a ) 
ou, en développant, 

Il en résulte une courbe de la forme suivante : 

F i g . i . 

2 2 2 

La valeur de l'angle a correspondant ne paraît pas 
simple. 

La courbe a la forme indiquée à l'origine ; car, pour 
X 2 = o, il vient 

Y*= o. 

Pour compléter cette étude, j'ajouterai les remarques 
suivantes : 
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Soit F le milieu de OE et, par suite, le milieu de AB. 
Soit E T la tangente en E au cercle décrit de 0 comme 

F i g . 
y 

B 

F V - V 
/ \ I 

! \ 1 

/ V 

0 A II X 

centre avec OE = AB = a comme rayon. Je décris sur 

F E = - comme diamètre un cercle qui touche E T en E. 
On a 

angleTEM = angleTEF -f- angleFEM, 

angle FEM = angleFEB — angleBEM, 

et, en appelant a l'angle E O J , il vient 

angle TEM = ^ -h ^a — ^ — a 

d'où, en appelant H le point où O x est coupé par Je 
cercle de rayon OE, 

arc EH = arcEFM. 

Ainsi le point M décrit une hypocycloïde. Il est tou-
jours en coïncidence avec le point décrivant d'un cercle 

de rayon ^ tangen t intérieurement à un cercle de rayon a 

dans lequel il roule, si ce point décrivant part de H. 
Comme on a MP == a, on voit encore que l'enveloppe 

de AB et celle de CD sont les développantes d'une même 
développée (courbes parallèles). L'enveloppe de CD est 
aisée à construire : on voit géométriquement qu'elle a 
deux points doubles et deux rebroussements. 
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Cherchons le rayon de courbure en M de l'enveloppe 

111 ' . 3 . 

de AB. Les coordonnées du point M, en fonction du pa-

ramètre variable EOA = a, sont 

Car on a 
1 = a cos3 a, y = a sin3 a. 

x — p r o j . B M (sur Ox), 

RM = p r o j . B E (sur B M ) , 

B E = proj . A B (sur B E ) , 

Fig. i 
- - - K/ 

\ 

s V \ 

.A ' / 'p ' ay >n 

\ ! 
k 

A 

les trois droites faisant avec leurs projections le même 

angle qui est l'angle EOA = a. 
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Par suite 

dx 
— — — 3 a cos2 a sin a, 
d% 

- — 3 « sin2 a cos a ; 
d a 

d'où 
/ g y = R , = 3 , s i n , g C 0 S , a i 

¿/a2 

R étant le rayon de courbure} d'où 

R = 3 M E . 

Soit MG = 3 ME et soit K le point de OE qui se pro-
jette sur ME en G. On a 

EK == EO — a et OK — ia. 

De plus , on a 

angle K E G = M E F — 2 a — - , a 

et, dans le eerele décrit sur EK comme diamètre, 

arc KG = j ( \ a — t. ) = a; a — ^ J • 

Soit LO r —1e. On a 

a rc KL = 2 « ^a — = 

d ' o ù 
arc KG = arc KL ; 

donc le point G, centre de courbure de l'enveloppe 
de AB, est entraîné dans un mouvement hypocycloïdal 
par 1111 cercle de rayon a, roulant dans un cercle de 
rayon 2 a. Le point décrivant est un point du petit 
cercle qui coïncide avec le point de contact des deux 
cercles roulants quand ce point de contact vient sur 
la bissectrice de l'angle y 0 , r . Donc, par rapport aux 
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bissectrices des angles des axes, l'équation de cette dé-
veloppée est 

xi y-i — ('2«):i . 

C'est le même lieu que celui du point E qu'on aurait 
fait tourner de 45°. C'est une développante de cette 
courbe que Je côté CD a pour enveloppe. Par rapport 
aux bissectrices de y Ox prises comme axes, on aura 
donc pour équations d'un point de cette enveloppe de CD 

x — sin a ( C — a a s in 2 a ) , 

y — c o s a ( 4 # — G -h 2 a sin2 a ) , 

a étant un nouveau paramètre, C une constante à déter-
miner. 

Par rapport aux anciens axes, les équations du lieu 
du point P sont 

X = sin3 a -h cos a, Y = c o s 3 a - h sin a, 
ou 

X sin a -H- Y cos a = i - h sin a cos a, 

X cos a — Y sin a = cos 2 a — sin2 a. 

Mais cela suffit, et nous n'essayerons pas d'éliminer a. 
Toutefois remarquons que le premier système ré-

solu en X , Y s'obtient directement en considérant la 
position du point P obtenue comme projection du centre 
instantané de rotation et faisant a == i pour plus de sim-
plicité. Les secondes équations s'en déduisent aisément. 
Et il est à noter que la seconde est la délavée de la pre-
mière par rapport à a. Si, réciproquement, on avait pris 
d'abord l'équation delà droite CD et qu'on eût cherché 
son enveloppe parla méthode ordinaire, c'est le deuxième 
système que l'on eût obtenu d'abord. 

Si l'on cherche quelle est, de toutes les droites passant 
par le point M, celle pour laquelle le segment AB inter-
cepté par les axes rectangulaires O x , O[y est un minimum, 
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la solution est fournie par la tangente h la courbe appar-
tenant à la famille définie par l'équation 

2 2 2 
x* = Cl6, 

pour laquelle a varie, qui passe par le point M} et, par 
suite, si X , Y sont les coordonnées de ce point, la gran-
deur du minimum est 

1 2 3 
a = ( X î + Y ' î ) s . 

Cela est évident si l'on observe que le point M peut 
être considéré comme le point de rencontre de deux tan-
gentes infiniment voisines menées par ce point à la 
courbe 

1 1 1 
x3 -r-y'6 = a 3 , 

sur laquelle il est situé. Or, pour cette courbe, les seg-
ments interceptés par les axes sur les tangentes sont 
constamment égaux entre eux et leur longueur est a. 
Donc la variation de longueur du segment intercepté 
par les axes sur une droite pivotant autour de M tombe 
au second ordre d'infiniment petit auprès de la position 
de la tangente en M à la courbe 

1 i 1 
xz -î-y'3 = a s, 

qui y passe. C'est donc pour cette position qu'on obtient 
le minimum. 

Si nous considérons maintenant l'aire balayée par 
la droite AB dans son mouvement, nous voyons aisé-
ment que, tandis que le segment variable AM, compris 
entre la courbe 

2 2 2 
x* - - y-- a;1, 

et l'axe des ,r, décrit une fois l'aire intérieure S de l'hypo-
cyeloïde, le second segment MB la décrit lui-même 

Ann. de Mathcmat3e série, t. V (Novembre i 8 M ) . ?)\ 
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aussi une fois, de sorte que Taire totale balayée par la 
droite AB est 2 2 . Or l'aire élémentaire balayée par AB 

a-dri est —; Donc 

v « f r ** 2 Z — — I doL. 

2 71 

Mais / doi = 271 (car AB tourne de 2tz)\ donc 
•'0 

iiza2 1 2 = — — = - ira2. 
4 a 

L'aire de l'enveloppe de BC se trouve aussi aisément, 
car 011 a 

BN = a s ina c o s a ; 

d'où, pour l'aire, 

f 2 ^ j — 2 r* a2 . 

- BN dx — I — sin2 a cos2 a dz 2 2 

r2Tr a2 . a* 
= / — s i n 2 2 a r / a — 1 — s i n 2 3 r/3 

•h » J . ' ' 

2 j 

= J » >« " 
COS 9, P ^ 7T<7- TZA* 

-a ' ~ ~ ~ 

SUR l'XE FOXCTIOX OUI A IXE LICKE D'INFINIS; 

PAR M. J . - B . P O M E Y . 

On considère souvent en Analyse et l'on rencontre 
dans la théorie du potentiel des fonctions qui sont dis-
continues le long de lignes. 

Je 111e propose de former ici, a priori, une fonction 
qui a une ligne d'infinis. 

A cet eilèt, soit <0 une variable imaginaire. J'envisage 
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la série double dont le ternie général est 

(JC i Loy)'2̂ 7̂ 

x et y devant prendre toutes les valeurs entières posi-
tives et négatives, et a étant un nombre réel positif. 

Je vais montrer d'abord que, si to est imaginaire, la 
série est convergente. 

Les points qui sont les afïïxes des quantités imagi-
naires x -h toy sont les sommets d'un réseau de paral-
lélogrammes dont les côtés sont i et ta. 

Si r représente la distance de l'origine à l'un quel-
conque de ces sommets (l'origine étant naturellement 
exclue du nombre de ces sommets), la série des modules 
pourra être désignée par 

Je dis qu'elle est convergente. 
Soient : 

A un des parallélogrammes 5 
S sa surface ; 
C/T un élément de son aire-, 
u la distance de l'origine à i/o--
r la distance de l'origine au sommet de A, qui en est le 

plus éloigné. 

On aura, en étendant l'intégration à tousles éléments 
î/T de A, 

2 

O U 
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Cela posé, nous pouvons négliger, dans la série 

les termes qui se rapportent aux parallélogrammes A en 
nombre iini qui ne sont pas complètement extérieurs à 
un cercle de rayon R, dont le centre est à l'origine. 
Alors la divergence ou la convergence de la série ne 
pouvant être altérée par cette suppression, et le signe de 
sommation ne se rapportant qu'à des sommets exté-
rieurs à ce cercle, j'aurai 

y _ i _ < i r 
A à S J v A ^ a ' 

l'intégrale est prise ici à l'intérieur de tous les parallé-
logrammes qui sont tout à fait extérieurs au cercle R, et 
l'on aura, a fortiori, 

V _JL_ <- L 
Za S J ' 

si l'on étend en plus l'intégrale aux portions extérieures 
au cercle R des parallélogrammes que ce cercle coupe, 
de manière que dès lors l'intégrale est étendue à toute 
la portion du plan extérieure au cercle R. 

L'intégrale peut se calculer aisément en prenant pour 
élément d'aire l'aire comprise entre deux cercles décrits 
de l'origine comme centre avec u et u -f- du pour rayon 

On a ainsi 

r ch __ r du _ _ /_1 V _ 27Z 

J 7/2 ' * ~ ? ' J u1-+-3C ~~ ôT ) R ~ a Ra * 

Donc on a 
V . 1 , - 1 . 
¿sxsà r 1 1 * ' S 
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Si donc to est imaginaire, la série en question est con-
vergente. 

Mais, si to est réel, S est nul, et le raisonnement pré-
cédent tombe en défaut. De plus, x 4 - toy s'annule, si to 
est commensurable, pour une infinité de valeurs de x et 
de y l a série diverge alors comme ayant une infinité de 
ternies infinis, parce que leurs dénominateurs sont nuls. 
Et, si to est incommensurable, un raisonnement direct 
connu, ou un résultat tiré de la théorie des fractions con-
tinues, nous apprend que x -f- toy peut être rendu 

moindre que - pour des valeurs convenables infiniment 

grandes de x et de y\ la série diverge donc encore, 
comme ayant un nombre infini de termes infiniment 
grands. INotre série double a donc bien une ligne d'in-
finis qui est l'axe des quantités réelles. 

NOTE S I R L ' INTÉGRALE Y "> 

PAU M . VICTOR DE S T R É K A L O F . 

M- J--B. Pomey 
propose (dans les Nouvelles Annales, 3e série, t. IV, 
p. 193) un procédé particulier qui, étant entièrement 
artificiel, nous semble outre cela, pour le but, excessive-
ment long. Cependant, l'intégrale dont il s'agit se trouve 
simplement et brièvement de la manière suivante : 

En posant z = tangcp, on aura 
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et, par conséquent, 

/ - — ^ , - = f cos5 9 do. 

Or 

/ cos2 ® dy — f cos cp d ( sin cp) — sin cp cos cp -4- / sin2 cp do 
= sin cp cos cp - h cp — / cos2 cp do ; 

d'où 
2 / cos2cp ifcp = sincp coscp -f- cp -4- const. 

Donc 
r dz z* 

3 J = 737^2 a r c t a n ? ' 5 const. 

NOTE SUR LA DEVIATION DANS L ' E L L I P S E ; 

PAR M . MAURICE D ' O G A G N E . 

Les variations de l'élément que nous avons appelé la 
déviation en un point d'une ellipse peuvent être étu-
diées par un procédé tout élémentaire qui, outre l'avan-
tage de parler très clairement à l'esprit, a celui d'éviter 
l'emploi d'une différentiation pour la recherche du 
maximum. Voici quel est ce procédé : 

La formule (1) de notre Note peut s'écrire 

, ,, > (a — b) sin 10 
( O tango = 1 b — ( a — b ) cos 2 cp 

Portons sur une droite les segments OÀ = 2 a, 
OB = 2&, et sur AB comme diamètre décrivons un 
cercle, dont C est le centre. Nous avons OC = a + ^ 
BC = a — b. Si donc nous prenons sur la circonférence 

du cercle C le point M tel que MCB = 2<p, nous avons, 
en abaissant de M sur OA la perpendiculaire MP, et en 
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joignant le point M au point O, 

MP = ( a — b) sin^cp, P C = ( a — b) c o s a o , 

MP ( a - i - 6 ) s i n a o 
tan g MOP = Tvfy — y : r-, — tango, 

° OP a-r-b — (a—-b) cos a© ° ? 

donc 

MOP = 8. 

Cette construction, bien simple, permet de suivre 
avec une extrême facilité les variations de S répondant 
aux variations de 

Le maximum de S est évidemment donné par le 
point Mm tel que OMt soit tangente au cercle C. Pour 
ce point, on a, CM* étant perpendiculaire à OM1? 

. , CMi a — b 
sin Oj = - - - = — — • 

OC a -h b 

C'est la formule (3") de notre Note, obtenue ici sans 
calcul. 

On voit, en outre, que la déviation maxima est com-
plémentaire du double de l'anomalie excentrique cor-
respondante. 

NOTE S I R LA THÉORIE DES S É R I E S ; 

PAR M. E . CAHEN, 
Professeur de Mathématiques spéciales à l'École de Gluny. 

Dans une série à termes positifs z¿o, . . un, sup-

posons que i^ t i , lorsque n croît indéfiniment, tende 

vers i par valeurs inférieures à i . 
Duhamel a donné un procédé pour décider de la con-

vergence ou de la divergence d'une telle série : on pose 

^ ^ = — - — , et l'on cherche la limite de noLfl. 



Si celle limite est i , la série est convergente; 
Si cette limite est i , la série est divergente; 
Si cette limite est — i, la règle de Duhamel ne s'ap-

Yoici, dans ce cas, une règle qui complète celle de 
Duhamel. 

On pose il a/2 = i -f- ; ¡3/2 a pour limite o, et Von 
cherche la limite de n Si cette limite est différente 
de - h oc, la série est divergente. 

Soient, en ell'et, / cette limite et k un nombre L 
On aura, pour des valeurs suffisamment grandes de 72, 

pi i que pu s. 

11 ß « < / c , d'où 

Par suite 
k 

ou n oin < n 

et 

De Là 011 tire 

-H 

a fortiori 

I - H OC; 'Il k 
n 

ou 

c'est-à-dire 
Un+i ^ n — k 

un ^ n — k -f-1 



( 53 7 ) 
Si l'on considère la série dont le terme général 

vn = ——-, cette série est, comme on sait, divergente. 
ri — k 0 

TV • î/'Tj-f-J v i , . 

Donc, puisque ~—> la serie ¿¿0, , . . . , . . . 

est aussi divergente. 
Premier exemple. — Supposons que le rapport —— 

uri 

se mette sous la forme d'une fraction rationnelle en n, 
telle que 

u„+i ni -h a/A-1 -f- b n - 4 - . . . 

ua n^ A /i>-f- B 7¿*~2 -r-... 

expresión qui tend vers i lorsque n croit indéfiniment. 
On a, par un calcul facile, 

n* -f- A n*-1 -h B /A-2 - - . . . 
<Xn — ; ; I 

N* -+- « T Í * - 1 4 - ¿»/IA~2 - f - . . . 
_ ( A — a ) TI*- 1 -r- ( B — b ) n>~2 -f-. . . 

-h an^-1 -4- bti> ~2 - 4 - . . . 

_ (A — a) z i * ( B — 
71* 4- an-f- 6/1*-2 . . . 

/ ? t e n d vers A — a, 
La règle de Duhamel montre que : 
Si A — a^> i , la série est convergente ; 
Si A — a << i , la série est divergente 5 
Si A — fl = i , o n a 

( B 
P« — 

71* -h . . 

La limite de 72^ est B — b. Donc la série est diver-
gente. Cette règle est de Gauss. 

Second exemple. — Soit la série dont le terme gé-
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néral est 

Un+1 = (2 — sjc) (2 — \fe). . .(2 — v/ë), 

ce terme général tend vers o. En effet, on a 

n 
Donc 

le terme général est donc 

il tend vers o. 

Le rapport ——- = 2 — y i l tend vers 1 ; un 
n

r T \/E — 1 

a« = • ~r 1 = „ r ' 
•2 — v c — v7 e 

1 / 
n{'sj e — 1) ] 1. •>. u 

1 1 1 2 — Y e , _ 
a 1. 2 112 

7izn tend vers 1-, 

1 _L_ I J . 3 J 
l . 2 ' ' * 2 n 

I I I 
Il 1 . 2 7l2 /i 

Tip,, tend vers Donc la série est divergente. 
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CIRCONFÉRENCE TANGENTE A TROIS CIRCONFÉRENCES 

E T S P H È R E TANGENTE A QUATRE S P H È R E S ; 

P A R M . A . A . 

I. Soient A, B, C les trois circonférences données ; 
considérons les sphères dont ces circonférences sont les 
grands cercles. 

Soit 0 une sphère tangente à ces trois sphères; trans-
formons la figure par rayons vecteurs réciproques, le pôle 
étant un point quelconque de l'axe radical et la puissance 
étant la puissance elle-même du pôle par rapport aux 
trois sphères. 

0 se transforme suivant une sphère 0 ' tangente aux 
trois sphères données et les nouveaux points de contact 
sont les transformés des anciens. 

Donc, étant donnée une sphère particulière tangente 
aux trois sphères, nous pourrons en trouver une infinité 
par cette transformation. Comme sphère particulière 
nous prendrons un plan tangent aux sphères, plan que 
nous pouvons construire facilement, car sa trace sur le 
plan des trois centres est un axe de similitude des cir-
conférences données A, B, C. 

De tout ce qui précède nous déduisons que : 

Les points de contact d'une série de sphères tangentes 
à trois sphères sont respectivement sur trois plans 
passant par Vaxe radical et par la polaire, par rapport 
à chacune des sphères, d'un axe de similitude des 
circonférences sections des sphères par le plan des trois 
centres. 
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D'où la construction de Gergonne pour la solution de 

notre premier problème : 

Déterminez le centre radical S et un axe de similitude 
des trois circonférences A, B , C ; prenez, par rapport 
ci chacune d'elles, les pôles p, <7, r de cet axe ; les droi-
tes Sp, S<7, Sr rencontrent respectivement A, B, C aux 
points de contact cherchés. 

II . Soient A, B, C, D les quatre sphères données. 
Appliquant la remarque ci-dessus à trois de ces sphères, 
on trouve immédiatement que les points de contact de la 
sphère demandée sont sur quatre droites issues du centre 
radical et passant par les points d'intersection des polaires, 
par rapport à cliaque sphère, des axes de similitude 
des sphères prises trois à trois (ces points sont précisé-
ment les pôles des plans de similitude). 

D'où la construction suivante : 

Déterminez le centre radical S et un plan de simili-
tude des quatre sphères A, B, C, D ; prenez, par rapport 
à chacune d'elles, les pôles p, q,r,t de ce plan ; les droi-
tes Sp, S <7, S/', S t rencontrent respectivement A, B, C, 
D aux points de contact cherchés. 

Comme il y a huit plans de similitude, il y a en tout 
seize solutions. 

Il y a analogie complète entre les deux constructions. 

BIBLIOGRAPHIE. 

COURS DE G É O M É T R I E DESCRIPTIVE DE L ' E C O L E P O L Y T E C H -

N I Q U E , comprenant les Eléments de la Géométrie ciné-
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matique; par M. A. Mannheim, colonel d'Artillerie, 
professeur à l'Ecole Polytechnique. Deuxième édition, 
revue et augmentée. Paris, Gauthier-Yillars, 1886. 
Gi\ in-8°, avec 256 figures dans le texte. Prix : 

A V E R T I S S E M E N T D E L ' A U T E U R . 

Depuis la première Edition de cet Ouvrage, j 'a i publié e n 
1882, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, deux 
articles ( * ) relatifs à l 'enseignement de la Géométrie descriptive. 

J 'a i proposé d'introduire dans les Eléments les procédés pra-
tiques employés par les Ingénieurs : les plans de project ion, 
et par suite la ligne de terre , n'interviennent que par leurs di-
rections. Ce système a été immédiatement adopté dans plu-
sieurs lycées de Paris , en Russie, en Belgique, en Portugal , etc . , 
et j e l'ai naturellement suivi dans cette nouvelle Édit ion. 

Le plan général de mon Cours ressort clairement de la 
Table des matières. La Géométrie cinématique ( 2 ) est exposée 
en plusieurs Parties donnant lieu chacune à un certain nombre 
d'applications. C'est ainsi, par exemple, qu'après avoir étudié 

(*) Ces articles ont été réunis dans une brochure intitulée : Premiers 
éléments de la Géométrie descriptive. Cette brochure a été traduite 
en langue russe par M. le professeur Liguine, de l'Université d'Odessa. 

( 2 ) Lorsqu'à paru la première Édition de cet Ouvrage, M. Resal a 
inséré dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences une 
Note sur les différentes branches de la Cinématique, dont je ci-
terai ce passage : « M. Mannheim, par de nombreuses et intéres-
» santés applications, a montré que l'emploi des propositions élé-
» mentaires de la Géométrie cinématique constitue une méthode 
» nouvelle d'une véritable originalité. 

» La Géométrie cinématique de M. Mannheim n'est pas simple-
» ment la partie géométrique de la Cinématique telle qu'on l'étudiait 
» jusqu'ici. Elle considère en outre les figures mobiles de formes 
» variables, comprend aussi la recherche des propriétés relatives aux 
» figures de forme invariable pour lesquelles le déplacement n'est pas 
» absolument défini.... 

» Comme dans cette courte Note je n'ai eu pour objet que de fixer 
» quelques définitions, je n'insiste pas sur la valeur du Livre de 
^ M. Mannheim. Qu'il me soit pourtant permis de dire que, à mon 
n point de vue, ce beau Travail établit un point de repère important 
»» dans l'histoire de la Science. » 
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le déplacement d'un plan dans l 'espace, j 'arrive à construire la 
normale à la surface de l'onde et, par suite, j e trouve les points 
coniques et les plans tangents singuliers de cette surface. 

On doit remarquer que j 'ai conservé à la Géométrie ciné-

matique le rôle prépondérant que j e lui avais donné et qui 
m'avait permis, avantage très précieux, d'apporter Y unité de 

méthode dans les démonstrations. 

Cette Edition contient de nouvelles applications de Géomé-

trie cinématique extraites, comme presque tous les Supplé-

mentsy de mes travaux personnels; elle renferme en outre des 
modifications nombreuses et d'importantes additions. 

Ainsi, j 'a i a jouté l 'étude du conoïde de Pli icker, cette sur-
face du troisième ordre si utile dans la théorie des déplace-
ments d'une figure assujettie à quatre condit ions; j 'a i introduit 
dans la théorie de la courbure des surfaces le point que j 'a i 
appelé point représentatif d'un élément de surface réglée, 
dont le premier j 'ai fait usage, et qui m'a permis d'exposer très 
simplement cette théorie . E tc . 

Comme on le voit par le t i tre de mon Cours, les leçons 
proprement dites comprennent les Eléments de la Géométrie 

cinématique ; mais ce Livre, dans son ensemble, peut tenir 
lieu d'un Ouvrage spécial de Géométrie cinématique, grâce à 
ses nombreux Suppléments et aux indications bibliographiques 
qui sont données lorsque les questions traitées, ou à étudier, 
auraient exigé trop de développements. 

T H É O R I E DES ÉQUATIONS ET DES INÉQUATIONS DU P R E M I E R 

ET DU SECOIND D E G R É A UNE INCONNUE, À l'usage DES 

aspirants au baccalauréat ès sciences et au baccalau-
réat de l'Enseignement spécial, des candidats aux 
Ecoles du Gouvernement et des élèves des Ecoles 
normales; par M. A. Tartinville, ancien élève de 
l'Ecole Normale supérieure, agrégé des Sciences ma-
thématiques, Professeur au lycée Saint-Louis. Paris, 
librairie du Journal de Mathématiques élémentaires; 
1886. Grand in-4° de 214 pages. Prix : 3 f r ,5o. 

En parcourant cet Ouvrage, on voit que le principal but de 
l 'Auteur a été d'amener graduellement l'élève à la discussion 
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complète des problèmes du second degré. Toutes les difficultés 
que l'on peut rencontrer ont été prévues et de nombreuses 
applications, choisies avec soin, facilitent l 'intelligence des mé-
thodes. Quoique l 'Auteur n'ait pas la prétention d'avoir fait 
partout du nouveau, cependant certains Chapitres lui sont 
propres. Citons, notamment, le Chapitre sur la comparaison 

des racines de deux équations du second degré, non résolues. 

T H É O R I E E T CONSTRUCTION DE L ' A P P A R E I L HÉLICOÏDAL DES 

ARCHES BIAISES; par Jules de la Gournerie, rédigées 
par M. Ernest Lebon. Texte et planches. Paris, 
Gauthier-Yillars; 1886. Prix : 3 f r. 

Cet important travail, destiné à former un Supplément au 
Traité de Stéréotomie de Leroy, est la rédaction du Cours 
sur les Arches biaises hélicoïdales, professé par Jules de la Gour-
nerie à l 'École Polytechnique et au Conservatoire des Arts et 
Métiers. M. Ernest Lebon, d'après le désir exprimé par M. de 
la Gournerie, a rédigé les idées émises par ce savant, et a 
composé les figures de deux belles Planches qui accompagnent 
l 'Ouvrage. On sait que M. E . Lebon a été remplaçant de M. J . 
de la Gournerie au Conservatoire des Arts et Métiers, et qu'il 
y a enseigné la théorie et la construction des arches biaises. 
Dans l 'Ouvrage que M. Gauthier-Vil lars vient d'éditer avec 
luxe, rien de ce qui est nécessaire à l 'apparcilleur n'a été omis, 
et la partie théorique est développée avec des démonstrations 
simples; les épures sont dessinées à une grande échelle , avec 
netteté et clarté, et contiennent tous les détails pratiques. Les 
tracés sont ceux qu'ont adoptés les ingénieurs les plus autorisés, 
et les noms de leurs auteurs sont toujours cités. 

Pour donner une idée de la valeur de cet Ouvrage, nous 
indiquons ses principales divisions : Principe de la direction 
des pressions. — Théorie de l'appareil hélicoïdal. — Appareil 
hélicoïdal exact , tracé de l'épure, taille par équarrissement et 
taille directe. —Appare i l hélicoïdal simplifié, tracé de l'épure 
et taille. 

E L E M E N T I DI G E O M E T R I A PROIETTIVA , di G.-F. Monte-
verde, professore straordinario nella R . Università di 
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Genova. Texte et figures. Gênes, L . Beuf; 1886. Prix : 
10 francs. 

Cet Ouvrage, destiné à la jeunesse des écoles, est divisé en 
trois Livres. 

Dans le premier, l'Auteur expose l'objet de la Géométrie projec-
tive,la règle des signes, les formes géométriques fondamentales, 
le principe de dualité, la théorie du rapport anharmonique et 
les propriétés du quadrilatère complet. 

Dans le deuxième, l'Auteur donne les propriétés projectives 
des figures de l'espace, la théorie de l'homographie et celle de 
l'involution. 

Le troisième renferme la classification des coniques, les théo-
rèmes généraux, la génération et la construction des coniques 
satisfaisant à des conditions données, la théorie des quadriques, 
la résolution des problèmes qui se ramènent au second degré. 
Les deux derniers Chapitres du Livre sont relatifs à l 'introduc-
tion des éléments imaginaires. 

L'Ouvrage est facile à lire et l'exécution typographique en 
est soignée ; on peut seulement regretter que les figures aient 
été réunies dans un Atlas séparé, au lieu d'être intercalées dans 
le texte . 

PUBLICATIONS R É C E N T E S . 

ANNUARIO DELLA R . U N I V E R S I T À DEGLI STUDI DI PADOVA 

PER L'ANNO SCOLASTICO I885-86. Orazione inaugurale. 
Padova, tipografia Gio. Batt. Randi} 1886. 

B I B L I O T E C A NAZIONALE CENTRALE V I T T O R I O E M M A N U E L E , 

DI ROMA . Bollettino delle opere moderne straniere 
acquistate dalle biblioteche pubbliche governative del 
Regno d'Italia. N° 4. Luglio-Agosto 1886. Roma, Forzani 
e C a ; i 8 8 ( ) . 
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RÉSOLUTION, EN NOMBRES E N T I E R S E T SOUS SA FORME LA 

P L U S GÉNÉRALE, DE L'ÉQUATION CUBIQUE, HOMOGÈNE, A 

TROIS INCONNUES H ; 

PAR M. D E S B O V E S . 

1. Notations. — L'équation générale peut s'écrire 

V) j + / Z Y 2 - i - gXZ2-i- /iZX2-h ¿ X Y 2 - 4 - /YX 2 = o ; 

( x , y r , z) en étant une solution quelconque, on représen-
tera le résultat de la substitution de z dans son 
premier membre par F ( x , j , z) ou plus simplement F ; 
nous poserons aussi, comme Cauchy, 

dF _ dF dF , 
dx ~ dy ~ 

De plus, si Ton remplace dans F , o, y et les varia-
bles x, y, z respectivement : i° par o, — y ; 2° par 
— o, cp ; 3° par y , —<p, o, les résultats correspon-
dants seront représentés par F<, cpM y , , A, ; F 2 , 

F 3 , cp3, y 3 , ¿3. On pose encore 

1 [d2 F , , 2 d*2 F , d'2 F \ 

_ I / ^ F 9 2fl?2F  
V ~~ 2\dï* 1 dx dy rf^* 

(*) Cet article peut être considéré comme un complément du Mé-
moire de Cauchy sur la même question : seulement, pour que le 
sujet fût complètement traité, j'ai reproduit deux systèmes de for-
mules trouvées par l'illustre géomètre, mais en simplifiant les 
démonstrations. 

Ann. de Mathèmat., 3e série, t. V. (Décembre 1886.) 35 
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2. Nous allons (l'abord, comme le fait Cauehy, ré-

soudre le problème suivant : 

P R O B L È M E I . — Connaissant une première solution 
(x, z) de Véquation (i), trouver des formules qui 
fassent connaître une seconde solution ( X , Y, Z). 

p, z/, t étant des variables quelconques, on pose 

(2) X=a?p + ii, Y = yp -t- v, Z = ¿p -h t. ' 

Alors, si l'on substitue dans l'équation (1) pour X , Y , Z 
les expressions précédentes et que l'on développe le 
premier membre, d'après le théorème de Taylor, en 
considérant z/, v, t comme les accroissements, on a 

ou, comme (.r, y , z) est une solution de l'équation (1), 

On peut réduire l'équation précédente à une équation 
du premier degré en p en égalant à zéro le coefficient 
de p2, ce qui permet d'exprimer l'une des variables z/, y, t 
eu fonction des, deux autres-, mais le calcul peut être 
simplifié en réduisant les trois variables à deux seule-
ment, comme je l'ai fait pour les équations du second 
degré (1 ). Supposons, par exemple, u = o : alors l'équa-

(') Voyez le Mémoire inséré dans les Nouvelles Annales (3 e série, 
t. III , 1884). 

|( 
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lion (3 ) devient 

//x /d¥ d¥ \ i/dF dF \(Î) 

Or, en égalant à zéro le eoefiieient de p2 dans l'équa-
tion précédente, puis la résolvant par rapport à p, 
on a 

r/F 
r/y F(o, r, f ) 
~d¥ 
dx 

1 = TTT C, p = db r /¿/F dv y» 

et, en remplaçant dans la seconde des équations précé-
dentes t par sa valeur tirée de la première, si l'on se 
sert des notations ( 1 ) , on obtient 

"F, 

¿•©••-•S 
ou encore 

p ' 6A ' 

Si l'on substitue maintenant cette valeur de p dans les 
formules (2 ) où l'on a fait u= o, il vient 

( 5 ) X = a ? F 1 , — <U, Z = s F , 4- /X. 

Si Ton fait ensuite successivement = o et £ = o dans 
les formules (2) , on aura deux systèmes de formules qui 
donneront les mêmes solutions que le premier; ce sont 
les suivantes : 

( 6 ) X = j F 2 - f - ^ J L , Y — y F 2 , Z = * F 2 — 

(7) X - . r F . 3 - XV, Yrr^FsH-OV, Z - s F 3 . 

Remarque I. — On a les identités 

| 3 C O = X, 
( 8 ) j .r o2 JX2 H- ~ = 

\ x o3 h- Y / 3 -f- ~ = v. 
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En effet, z étant trois variables quelconques et 

m, y, L trois autres variables remplaçant, respective-
ment, dans F , x, y, z, 011 a identiquement 

dF dF _ I M , , ff? A(2) 

X du y dv Z dt ~~ 2 \dx dy dz ) 

Or, si dans cette identité on remplace u, r, l respecti-
dF dF , , 

vement par o, — o n a la premiere des éga-
lités (8 ) ; les deux autres se démontrent de même. On 
peut donc dans les formules (5 ), (6) et ( 7 ) remplacer X, 
p., v par les premiers membres des équations ( 8 ) . On 
obtient ainsi les formules de Caucliy, telles qu'il les a 
données; mais, comme on le verra par la suite, la forme 
que nous avons adoptée est préférable. 

Remarque II. — (x, JK? z) étant une première solu-
tion de l'équation (1), une seconde solution ( X , Y, Z) 
satisfait à l'équation 

C/F dF dF 

En eflet, si l'on multiplie les deux membres des équa-
, N . dF dF dF . lions (2 ) , respectivement par ? il vient 

dx dy dz 

- ( . Î*? d F - ^ V — -4- — — 
~ \ dx ' y dy dz) ^ U dx ' Ç dy dz 

Or le premier terme du second membre est nul à cause 
de l'homogénéité de F , et le second terme est aussi nul 
parce que le coefficient de p2 dans l'équation ( 3 ) est 
égal à zéro, que l'une des variables u, ç>, t soit ou non 
égale à zéro. 

3. Les seconds membres des équations (5) , ( 6 ) e t ( 7 ) 
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sont des polynômes du septième degré en x , z ; mais 
nous allons démontrer qu'on peut remplacer les trois 
systèmes par un système équivalent qui donne X , Y, Z 
exprimés par des polynômes du quatrième degré en 
x , y , z. Pour le faire voir, nous nous appuierons sur le 
théorème suivant : 

T H É O R È M E I . — Les polynômes F , , F 2 , F 3 , si l'on 
tient compie de Véquation (i), sont respectivement 
divisibles par x2, y2, z2, et il en est de même de 
\ p., v. 

Je dis d'abord que l'on a les six relations 

!

y3 Fî — x3 F2 = 

y J;3F3 — z3Ft — 

Démontrons, par exemple, la première. On a 

y*Fl = — — Jl) = F(a?i|/ — zty 

et, si l'on développe le second membre d'après le théo-
rème de Taylor, en considérant — xfl¡i et x<p comme les 
accroissements, il vient 

Comme la somme des trois premiers termes du second 
membre est nulle, la première relation est démontrée. 
Les autres se démontreraient de même. Cela posé, on 
voit que les trois premières relations ( i o ) expriment que 
F Î , F 2 , F 3 sont respectivement divisibles par , r 2 , j^ 2 , z 2 . 
D'autre part, si l'on égale les seconds membres de celles 
des équations ( i o ) dont les premiers sont identiques, 
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on a 

Or ces équations expriment que \ p, v sont respective-
ment divisibles par ¿c2, y 2 , z2 et que les trois quotients 
sont égaux. Alors, en désignant par TC le quotient com-
mun, on a 

Remarque. — En tenant compte des relations (i i) , 011 
voit que les équations (10) se réduisent à deux, aux deux 
suivantes, par exemple, 

(12) y3 Fi — x3 F2 = x2y2izty, x3 F3 — z3F1 = x2z2 izy. 

En eiî'et, si Ton remplace dans les équations (10) 
X, p, v par les valeurs z2tz, on voit d'abord 
que ces équations se réduisent aux trois premières dont 
deux sont les équations (12) et la troisième 

( 1 3 ) 5 ' F 2 — J 3 F 3 = Y 2 Z 2 R . O . 

Mais cette dernière est la conséquence des deux autres-, 
car, si l'on élimine F , entre les équations (12) , il vient 

— z3 x3 F2-+- ¿p3j3F3 — x2y2 z2(yy^-\- = — x3y2z2 <p, 

et, en divisant par x 3 les deux membres, on retombe 
sur l'équation ( i 3 ) . Il est aisé maintenant d'arriver aux 
formules demandées. Remarquons d'abord que les for-
mules (5 ) , après qu'on y a remplacé \ par X2TT, peuvent 
s'écrire 

(«o À=X21Ï, ¡J. = 
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et les formules (12) 

Fj . F, F, F, 
V / J X 2 T X 2 A. ¿ 2 

Si l'on remplace enfin dans les deux dernières équa-
tions (14) les quantités entre parenthèses par les valeurs 
que donnent les équations ( i 5 ) , après avoir supprimé 
un facteur commun x*, 011 a 

( • * > X = S ' Y = P ' Z = 5 ' 

ce sont les formules demandées qui sont du quatrième 
degré, comme nous l'avons annoncé, puisque F 2 , F 3 

sont des polynômes du sixième degré z. 
Cauchy est arrivé aux formules 

_ y2 Y _ Z 
F l " ~ "F. ' 

mais, comme il ne les a pas mises sous la forme (16) , 
il paraît probable qu'il ne connaissait pas le théo-
rème I . 

4. Application des formules (16). — Soit d'abord 
l'équation 

(17) a P + 6 Y3 -1- cZ3-t- XYZ = o. 

On a 

Fi = ¿>(3c^2-T- dxy )3 — c(3by~ -+- dxz)3 

— ijbc{czà — byz) (by3 + dxyz) — d2 x3 

— y3 — c^ 3 ) (17abc -hg?3) ¿r3 ; 

d'où 
Fi — — ( 2 7 a b c -h d3) x (by3—c^3). 
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Un calcul analogue donne 

F* 
— = (27 abc -H d3)y(cz3— ax3), 

2 p* 
—i = (27abc ^r- d3)z(ax3—by3). 

Appliquant alors les formules (16) et supprimant le 
facteur 27 abc-{-d \ on a 

/ X = x(by3— cz3), 

(18) ) Y = y(cz3 — ax3), 
( Z — z(ax3— by3). 

Soit encore l'équation 

(19) « P + cZ 3 -h A"XY2 = o. 

On obtient les formules 

| X = 8 k2xy3, 

( 20) < Y = 27 a2x'* -h 18 akx2y2 — 7 4 , 

( Z = 2Â-y^(9a<r2 -+- ¿ j 2 ) . 

o. Nouvelle méthode pour arriver directement aux 
formules (16). — Cette méthode repose sur le théorème 
suivant : 

T H É O R È M E I L — ( X , y, z) est une solution double 
du système des deux équations (1) et (9) dans lesquelles 
X , Y, Z sont considérés comme les inconnues. 

On entend par jà que, si l'on élimine une quelconque 
des trois variables X , Y, Z entre les deux équations ( î ) 
et (g) , l'équation résultant de l'élimination, qui con-

Y Z Y tient une seule inconnue, l'un des rapports 

Z, £ , 
X X z 

Supposons, par exemple, qu'on élimine Z entre les 

admet la solution double correspondante -> — 
1 X X z 
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y Y Y équations ( i ) et ( 9 ) , je dis que l'équation en ^ admet ~ 

comme racine double. En eilet, si l'on désigne par m le 
Y Z rapport ^ et qu'on élimine ^ entre les équations (1) et 

(9) , on a 
F m t y , — m y ^ — <p) = o, 

et, si l'on développe le premier membre d'après le théo-
rème de Taylor, en considérant — <p comme l'accroisse-
ment, il vient 

mty, — n i y ) — — t n j ) 
1 di> 1 d2ù 

V" (^5 —my)o2— - -r^- — o (!). 
1 dz ' T 1 b dz1 4 

Ordonnant ensuite par rapport aux puissances décrois-
santes de m, on a 

( 2 1 ) F î m 3 H - ( — <p<|/, ) m 2 - h ( — 7 ^ 2 ) m — F 2 = o . 

Or la première dérivée du premier membre de cette 
équation est 3F ^ m2 -f- 2 — )ra -H ¿ '¿2— '/jj^î e t i 
si l'on y remplace <J/y2 — par sa valeur tirée de 
l'équation ( 2 1 ) , on a 

1 F ! m3 - f - ( 4»©! — cp4>! ) fh2 - f - F * î ! j 
ni 

ou encore, en substituant — à m et à x3F» sa valeur 
7 x 

tirée de la première des équations (12), 

£ [3jK F i — x2iK<\>-h — <p<M#]. 

(1 ) <\> (ty, m<]>, — my^), W+J — m X ) représentent respecti-" dz 

vement les résultats de la substitution, dans ']> et de ty, mty, 

— my respectivement, à x, y , 
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Il faut doue prouver que l'on a 

(22) 3 j F ! — #(<J«pi— 0^1) = o. 

Or, c'est ce que l'on voit immédiatement en remplaçant 
3 F 4 par la quantité <j>y4— yA^ qui lui est identique, 
puisque F< est une fonction homogène de o, — y . 

En effet, l'équation ( 2 2 ) peut alors s'écrire 

4»(xcp!-4- — x2iz) — tyyyj = o, 

et, comme la première des équations ( 8 ), dans laquelle 
on remplace \ par x2t», montre — x2tz 

est une quantité égale à — z e t que d'ailleurs x v 
peut être remplacée par — z i , on a bien une identité. 
Le théorème II étant démontré et ( x , y , z ) désignant 
comme précédemment la solution donnée, et ( X , Y , Z ) 
la solution que l'on veut obtenir, nous identifierons le 
premier membre de l'équation (21) divisé par et 
celui de l'équation 

ou 
/ o\ , / Y o /2V Y y2\ y2 Y 

Or, si l'on identifie les deux derniers tenues des équa-
/ x / .>\ x2X y2Y . •,. 

tions {21 ) et ( 2 i ), 011 a — ' et si, au lieu d éli-
miner Z entre les équations (1) et ( 9 ) , on avait éliminé Y, 

, 1 , x2X z2 Z ~ , 
011 aurait trouve de meme — = -¡-r- U11 a donc f l r* 

x2 X _ y2 Y _ z2Z 

d'où l'on déduit les formules (16) . 
Y 

Remarque. — On pourra obtenir les valeurs de ^ et 

^ en résolvant deux équations du premier degré à une 
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inconnue. En effet, après avoir supprimé la racine 

double - dans l'équation (23) , on aura une équation 
s y . Z 

de premier degré qui donnera ^ • On aura ensuite ^ en 

résolvant l'équation (9) après y avoir remplacé ^ par la 

valeur obtenue. Soit, par exemple, l'équation 

X 3 + Y 3 _ 7Z*=o. 

Prenons comme solution donnée la solution (2 , —1, 1), 
l'équation (21) est alors 5 m* -f- 16 m2 H- 4 1 1 1 — 16 = 0, 
et, en divisant le premier membre de cette équation par 
m2 -f- cllli est le carré de (m + 2) , on a à ré-

X / 

soudre l'équation 5 m — 4 = o, d'où ^ = On a en-
suite Z 3 

Y "" 5 ' 

et l'on obtient finalement la solution (4, 5 , 3 ) . 

6. Indication de la marche à suivre pour calculer t:, 

—U ï-f • — Considérons d'abord 7:. On a 
x2 y'1 z2 

On détermine d'abord les deux différences — A — 7 , 
dy 4 dz 

L ^ — ^ ^ e t o n m u ^ t l P^ e respectivement par i 

et y . Le développement contient des termes en .r3 , x'2, x 
et des termes indépendants de x. Pour vérifier que 2 A 
est divisible par x2 et calculer TT en même temps, 011 
prouve d'abord, en tenant compte de l'équation (1), que 
le polynôme indépendant de x peut être remplacé par 
un polynôme divisible par x , et l'on ajoute au quotient 
de ce polynôme par x celui qui est obtenu en divisant 
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par x les termes qui contiennent x à la première puis-
sance. Il ne reste plus alors qu'à montrer que le poly-
nôme ainsi formé est divisible par x. Le calcul s'achève 
ensuite aisément. J'indiquerai ici seulement la première 
partie du calcul. 

En désignant par A la somme des termes indépen-
dants de x , on a 

1 S/6'2 

6 ce2 

-+- 54 bc2 

— 12 ce/ 
— 6 < ? 3 

yz • -1- 72 bce 

- l i e 2 / 
-Î-T2C/2 

-î-12 bef 

— 6 p 

3 -i-jzbcf 

— iief2 

-h iie2b 

H - I 8 b2e 

- 66/2 

yi 

y o 

En mettant d'abord 54 bcyz en facteur dans quatre 
termes, on a 

54 bcyz ( cz3 -f- eyz2 -h f zy2 -4- by3 ), 

ou, en remplaçant le second facteur par sa valeur tirée 
de l'équation (1), 

— 54bcxyz(ax2 ky2-f- Ixy -h gz2 4- hxz -+- dyz). 

On continue de grouper les termes quatre à quatre et l'on 
opère comme pour le premier groupe. On trouve ainsi 
que le polynôme A peut être remplacé par un polynôme 
divisible par x . Alors, si l'on supprime le facteur x , on 
voit que le résultat demandé est le produit des deux 
polynômes 

a x2 ky2 -f- Ixy • hxz 
6 / 2 6 « / yz -4- 6 e2 

8 bc — 54 bc - 1 8 c/« 
z*. 

Calcul de — On procédera comme pour 

le calcul de - , c'est-à-dire que l'on commencera par faire 
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des groupements de quatre termes ayant un facteur 
commun. 

7. Cherchons maintenant à quelle condition le sys-
tème des équations ( i ) et ( 9 ) a une racine triple; c'est 
ce qu'indique le théorème suivant : 

T H É O R È M E III . — Pour que les équations résultant 
de l'élimination d'une des variables X , Y, Z entre les 
équations (1) et ( 9 ) aient chacune une racine triple, 
il faut et il suffit que la condition t c = o soit remplie. 
(On suppose qu'aucune des trois variables x , y, z n'est 
nulle.) 

Si l'on considère, par exemple, l'équation (21) résul-
tant de l'élimination de Z entre (1) et (9) , cette équation, 

qui a déjà la racine double admettra la même racine 

comme triple, si la seconde dérivée de son premier 
membre est nulle, c'est-à-dire si l'on a 

3 F J m -F- ^CP! — O^J = O, 

ou, en remplaçant m par 

3 FI y -H ( ^ — cpj>! )x — o. 

Or l'équation (22, n° 5 ) montre qu'alors on doit avoir 
x2tj^ = 0; on obtiendrait de mêmey2K'f = 0 , z 2 = o. 
Il est d'abord évident que la condition - = o est suf-
fisante; elle est de plus nécessaire. En effet, si elle 
n'était pas remplie, comme x,y, z ne sont pas nuls, on 
aurait 0 = 0 , y = o, = o, et, par suite, 1 = o, p = o, 
V = o ou X 2 7 Z = O , y27z= o, Z2tz = o, et, comme x,y, z 
ne sont pas nuls, on retombe nécessairement sur la con-
dition unique 71 = o. 

8. Nous allons maintenant chercher à quelle condi-
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tion les formules (5 ) et les formules équivalentes sont 
inapplicables, et, à cet effet, nous démontrerons le théo-
rème suivant : 

T H É O R È M E IV. — Pour que h s formules ( 5 ) et les 
formules équivalentes (6) , ( 7 ) et (16) soient inapplica-
bles, c est-à-dire pour que la solution ( X , Y, Z) obte-
nue par ces foi mules soit identique CL la solution 
( x , Yz), il faut et il suffit que Von ait TZ — 0. (O11 
suppose ici, comme pour le théorème IV, qu'aucune des 
variables x , y, z 11'cst nulle.) 

Considérons, par exemple, les formules (5) . Si l'on 
y remplace F , par x2Q< et \ parier 2 , elles deviennent, 
après la suppression du facteur commun x , 

X = x Q u Y - j Q , - ^ , Z = -f-

Il est d'abord évident que la condition iz = o est suffi-
sante, puisque, si elle est remplie, les formules précé-
dentes donnent 

X = xQu Y Z — ^Qi. 

Je dis maintenant qu'elle est nécessaire. E11 effet, si l'on 
11'avait pas ~ = o, 011 devrait avoir à — o, y = o, ce qui 
entraîne \ = oou X-TZ= o. Mais, comme x n'est pas 
n u l , o n a n é c e s s a i r e m e n t TZ•= o . 

On serait encore arrivé à la même conclusion en 
exprimant que chacune des équations résultant de l'éli-
mination de l'une des variables X , Y, Z entre les équa-
tions (1) et ( 9 } a une racine triple (th. IV, n° 8). En 
effet, l'équation (21) et les autres équations analogues 
11e peuvent donner que la solution connue (oc, y, z). 

9. Interprétation de la condition 71 = 0. — Nous 
considérerons deux cas particuliers. Soit l'équation 

( 2 . 0 flX3+ b Y 3 + cZ*-h dXYZ X X Y Z = o; 
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on a 

(or, \ * = (27abc -+" <&)xyz 
j + k(9acx*s + d*xy*-- 3cdyz*—.3cky*z) = o. 

Faisons d'abord 6 = o, d = o, dans les équations ( 24) 
et ( 20), 011 aura 

(O11 a supprimé dans iz le facteur puisque, comme 
il a été convenu, on suppose qu'aucune des variables 

On voit que, si on laisse les coefficients indéterminés 
dans l'équation (26) , la solution triple n'existe pas, 

puisque le rapport ~ est irrationnel en général; mais 

nous allons établir les conditions pour que, dans la so-
lution triple, x , 3 soient entiers, v étant un nombre 
entier, posons 

(28) 3 ak=v*\ 

on a alors 

Si, maintenant, 011 remplace, dans l'équation (26), 
x et h par leurs valeurs tirées des équations (28) et (29), 
on obtient 

( 2 6 ) 

(^7) 
a X 3 - r cZ 3 -h ÂXY2 = o, 

3 ax-— ky2 — o. 

x , 7 , n'est nulle.) 
De l'équation (27) on tire 

x ^ Y/3 ak 

r ~~~~ 3a 

y y ica2 

et, en posant, u étant un nombre entier, 

(3o) ca2 = 4 a3, 
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on a 

y u 

Ainsi la solution triple est 

( wp, ± au, a\>). 

Voyons maintenant ce que devient l'équation ( 26 ) . 
Si l'on y remplace k et c par leurs valeurs tirées des 
équations ( 28 ) et (3o) , on a 

a 3 X 3 - h 3 a v 2 X Y 2 - 4 - 4 w 3 = o , 

ou, en multipliant par 2 les deux membres, 

( a X - h ^ Y ) 3 + ( a X — f Y ) 3 + ( 2 î î Z ) 3 = O . 

On voit sans peine, sous cette forme, que l'équa-
tion (26) n'admet pas d'autre solution que la solution 
triple que nous avons trouvée. 

Considérons maintenant le cas où k est nul dans l'é-
quation (24). Alors les équations ( 2 4 ) et (20) de-
viennent 

( 3 i ) a X 3 4 - b Y 3 - } - cZ^dXYZ = o , ( a b c -f- d*) = o . 

Dans la dernière, on a supprimé le facteur commun 
xyz. La seconde des équations ( 31) ne contenant aucune 
des inconnues x , j ' , s , il n'y a pas lieu de chercher la 
racine triple ; interprétons néanmoins la condition qu'elle 
exprime. Supposons d'abord que ¿z, c soient égaux 
à 1 : alors l'équation de condition donne d = — 3 et la 
première des équations ( 31 ) devient 

X 3 - H Y 3 + Z 3 - 3 X Z = o 

ou 
( X - f - Y r - h Z ) ( X 2 - b Y 2 - f - Z 2 — Y Z — X Z — X Y ) = o . 

Ainsi, dans le cas actuel, la condition iz — o exprime 
que le premier membre de l'équation donnée est décom-
posable en deux facteurs, entiers et rationnels. 
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liti cas où è, c ne sont pas toujours égaux à i se 

ramène au précédent, en posant 

Y = 1/bY, T = \/cZ. 

Le premier membre de F équation donnée est encore 
décomposable en deux facteurs entiers et rationnels par 
rapport à X , Y, Z, seulement les coefficients sont, en 
général, i ncommensurables. 

10. Nous avons établi (no s2 et 3 ) des formules dues à 
Cauchy, qui font connaître une deuxième solution 
( X , Y, Z) quand on en connaît une première z). 
Nous les appellerons désormais formules de première 
espèce pour les distinguer d'autres formules également 
dues à Cauchy et que nous appellerons formules de 
seconde espèce. La recherche des nouvelles formules est 
l'objet du problème suivant : 

P R O B L È M E I L — Trouver des formules qui donnent 
une troisième solution ( X , Y, Z), lorsque deux autres 
(x, s), \ z') sont connues. 

On part des équations ( 2 ) et ( 3 ) , comme dans le pro-
blème I ; mais, au lieu de laisser d'abord M, t. indéter-
minés, on fait u = x , v = t = zf. De plus, on rem-

1 a 1 " /Q\ 1 / d F , d F , * Y 2 ) place, dans 1 équation (0), ~ \ ~r~ u v t ) P a r 
2 \cfa7 dy dz 

l'expression qui lui est identique, comme il a déjà été 
dF dF dF T dit, c est-a-dire par x ^ z d~' équations 

(2 ) et ( 3 ) deviennent alors 

X = xp - h x , Y — y p - f - y ' , Z — zp -4- z\ 

' ; — + x— d F d F -
X dx ^ dy dz ) °° dx ^ dy' ' ~ dz' ~ 

Tirant maintenant de la dernière la valeur de p et la 
substituant dans les trois autres, on a les formules de 

Aiin. de Mathérnat3e s é r i e , t . V . ( D é c e m b r e 1 8 8 6 - ) 3 6 
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seconde espèce 

/ ,dF ( fdF ,dF ,dF ) 
(32) 

\ dx dy + ^ dz) 

/ dF ¿F _ dF\ 
\ dx dy' " dz ) 

,dF _,dF\ 

Remarque. — Les formules (32) cesseraient d'être 
applicables, si (x\y\ z') était la solution déduite de la 
solution (x,y, z) à l'aide des formules (5 ) ou des for-
mules équivalentes. En elfet, (x\yf, z') est la solution 
que nous avons désignée par ( X , Y, Z) dans ces for-
mules, et, comme l'équation (9, n° 2) est satisfaite, on a 

Alors les formules (3a) donnent pour X , Y, Z les va-
leurs de x,y, z multipliées par un même facteur, c'est-
à-dire que l'on retombe sur la première solution. 

11. Applications des formules (32). 
i° On peut supposer dans les formules(3a) que Ton 

donne aux variables x\ y7, z! correspondant à l'une des 
solutions ( x \ y ' i z ' ) des valeurs numériques détermi-
nées; on a alors des formules qui, comme les for-
mules (16), donnent X , Y, Z en fonction des variables 
.r, j ' , z correspondant à une seule solution donnée 
(x^y, z\ Les fonctions sont du second degré en x,y, z 
au lieu du quatrième-, mais aussi il faut observer que 

X y - i — £ . — o . 

dx J dy d z 

, dF , dF dF 
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les formules deviendraient illusoires si l'on y faisait 

& = y =yr, z = z\ 

ou bien encore si z!) était la solution déduite 
de z) à l'aide des formules (16) ou des formules 
équivalentes. 

2° Si l'équation qu'on obtient en égalant l'une des 
variables à zéro dans l'équation ( i ) admet des valeurs 
entières pour les deux autres variables, si, par exemple, 
on a 

x = m, y = n , z = o, 

on pourra remplacer, dans les formules (32) , xf,y',z' 
respectivement par /rc, rc, o et l'on aura encore X , Y, Z 
par des formules du second degré en z. Dans le 
cas où, en faisant successivement chacune des variables 
x\ y\ z1 égale à zéro, les équations du troisième degré 
correspondantes auraient leurs trois racines commensu-
rables, on aurait neuf formules, de sorte qu'à une 
solution z) correspondraient neuf solutions : c'est 
ce qui arrive, par exemple, pour l'équation 

X 3 H - . 2 Y 3 -h 20XYZ — 18 YZ 2 — ZX2 

— X Y 2 — ZY 2 — 9XZ 2 — 2YX* = — c ) Z 3 . 

Cette équation admet la solution ( i , i , i ) et à cette 
solution correspondent les neuf solutions 

( i , i , a), ( 3 , 1 , 2 ) , ( 0 , 1 , 2 ) , ( 6 , 3 , 5 ) , ( 6 , 3 , 7 ) , 

( 2 , 1 , 0 ) , ( 1 , 0 , 1 ) , ( 3 , 0 , 1 ) , ( 3 , 0 , 1 ) , 

dont deux, comme on voit, sont identiques. 

12. Simplification des formules (32 ) dans le cas de 
Véquation 

a X 3 - f 6Y3-î~ c 7J -f- d X Y Z = o. 

On remarque d'abord que, dans le cas actuel, les for-
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mules ( 3 2 ) peuvent s'écrire 

X = 3 byy'(xy' — yx') 

-h 3czz'(xz— zx')-\- d(x2y'z' — x'2yz)y 

, Y = 3 a x x ' ( y x ' — xy') 
{ } > -^Zczz' (yz' - zy')+ d(y*x' z'-y'*xz), 

Z = 3 axx ( zx—xz) 
-4- 3 by y' (zy ~yz')-+- d(z2 x'y'* —V2 xy ). 

D'ailleurs, des deux équations 

ax3 -h b y 3 -h c z 3 - h dxyz = o, 

ax'3-\~ by'3-\- cz'3-±- dx'y'z' ~ o, % 

on tire 
c(y3z'3— s3/'3)-h dyyr(y2xrzr — y'2xz) 

x3y'3—y'6x':i 9 

( 3 4 ) 
' 1 b _ c ( z* x'?> — x3 z'3 ) — dxx' ( x2y'z' — x'ïyz ) 

x'6y"s — y3 x'3 

et si l'on substitue, dans la première des équations (33) , 
pour a et b les valeurs (34)> on a 

_ [3 c ( z r ' — — z x ' ) d{xy — yx')2] (x2y'zr—x'2yz) { 3 ' , } " " 

Or la valeur de V, dans les équations (33 ), se déduit de 
celle de X en y changeant b en a et permutante ,y, ainsi 
que x\ y\ et, comme le changement de b en a se fait dans 
les formules (34) par les mêmes permutations, on déduira 
la valeur de Y de celle de X donnée par l'équation (35) , 
en faisant dans cette dernière les permutations indi-
quées. Par là, comme on le voit aisément, le facteur 
x-yfz'— x'-yz change seul et d e v i e n t y 2 x ' z r — y ' 2 x z : 
on a donc 

X x2y'z'—x r'2yz 

Y y^xz'—y'2xz 

On trouverait de même 

Z 3 2 x y'—z1 xy Y r'-xr. 
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Ou obtient done finalement les formules demandées 

/ X = x*yz'—x'*yz, 

( 3 6 ) ] Y = y*x'z' — /*xz, 

\ Z = z*x'y— z'%xv. 

J'avais déjà obtenu ces formules par la méthode des 
identités dans le cas où d est nul (1 mais M. Sylvester 
les a données sans démonstration dans le cas plus 
général. 

13. Cas ou l'équation ( i ) est symétrique par rapport 
à deux des variables, X , Y par exemple. 

On a alors 

b = a, g — e, h —f, l = A 

et les solutions (x,y,z), (x\yf, z) peuvent alors s'é-
crire aussi (x,y, s ) , yf, z'). Mais les formules (32) 
n'étant pas symétriques par rapport ou x \ y l , on 
comprend que l'on trouve plus d'une nouvelle solution. 
Or, si l'on combine, deux à deux, les quatre solutions 
précédentes, on a six groupes des solutions données; 
mais, si l'on exclut la solution ( i , — i , o) et que l'on 
considère (a, ¡3, y ), (¡3, a, y) comme une seule solution, 
on n'obtiendra, en général, comme il est aisé de le voir, 
que deux solutions distinctes. Dans le cas où (.r, j , z), 
(x\y\ z!) seraient deux solutions déduites l'une d e 

l'autre à l'aide des formules (16) ou des formules équiva-
lentes, on ne trouverait plus qu'une solution nouvelle. 

Faisons d'abord application de ce qui précède à l 'é-
quation X 3 - i - Y 3 = 7 Z 3 . Si l'on permute d'abord x , y 

(') Voir le Mémoire inséré dans les Nouvelles Annales, 2e série, 
t. XVIII, p. 23; 1879. Nous indiquerons désormais les nombreux 
renvois à ce Mémoire par les mots en usage loco citato. 
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dans les formules (36) , on aura les suivantes 

i X = y*y' z' —x'*xz, 

( 37 ) | Y = x2 x' z' —y'*yz, 

\ Z — z2x'y' — z'2xy. 

Remplaçons maintenant, dans les formules précé-
dentes, x , y, z par 2, — 1, 1 et .r',^', z' par 4> 5 , 3 , la 
deuxième solution étant déduite de la première à l'aide 
des formules (18), on trouve la solution (—17, j>3,38). 

Si l'on avait 'pris pour point de départ la solution 
(2 , —1,1) et la solution (—1 256, 1265, i83) , qui est la 
troisième solution déduite des formules (18), 011 aurait 
trouvé les deux solutions distinctes ( — î 2 5 6 , 1265, 
i83) , (— 65882, 9 0 2 7 1 , 40049), mais dont la première 
est déjà connue. 

M. Lucas a, le premier, déduit la solution ( — 7 , 7 3 , 3 8 ) 
de nouvelles formules qu'il a fait connaître; mais ces 
formules sont inutiles au point de vue de la résolution 
des équations cubiques-, car, comme il est aisé de le voir, 
elles sont la conséquence immédiate des formules de 
Caucby de première et de seconde espèce. Il suffit en 
eifet, pour retrouver les formules de M. Lucas, de rem-
placer, dans les formules (37) , z' par les expres-
sions que donnent les formules (18, n° 4) . 

14. Dans ce qui précède, je n'ai fait que simplifier ou 
compléter des résultats déjà obtenus par Cauchy; mais 
ici commence la partie entièrement neuve. Je vais 
d'abord démontrer le théorème suivant : 

T H É O R È M E I V . — Lorsqu'une équation cubique, homo-
gène, à trois variables, peut être résolue en nombres 
entiers, et qu'on en connaît une solution (x, j»-', on 
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peut toujours ramener sa résolution à celle d'une équa-
tion biquadrati que. 

Commençant un calcul semblable à celui du n° 2, on 
pose 

( 3 8 ) X ~ px -- u, Y = py v, Z = pz. 

Alors, si l'on substitue dans l'équation ( i ) les valeurs 
précédentes de X , Y, Z, on a 

(dF dF \ 9 i ( dF dF y» t. / 

et, si l'on résout cette équation par rapport à p, il vient 

> _i/dF ^dF y « 
i ) 'i\dx dy ) 

) Î , , /Ti (dF dF -Jdïi dF \ _ . 

dF dF \ 
dy j 

égalant maintenant la quantité sous le radical au carré 
d'une nouvelle variable w, on obtient entre les trois va-
riables w, ^, w l'équation biquadratique 

(4o) 
L 2\dx dy j J 

. [dF dF \ 

-^\dx U^dTy 

D'ailleurs, la formule (3p) devient 

i / d F d F 
•2 \ dx U d y { ) 

# /dF dF \ 
1\dx U~1~ dy V) 

et, en substituant la valeur précédente de p dans les for-
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mules (38) , 011 a 

/ v r 1 i < l v d v \(2) 1 

[ / dF dF \ 

/ v r • ¡dF dF Yu> 1 

J /dF dF \ 

_ r 1 /dF dF 1 

Les formules (4 1 ) sont les formules demandées. 
L'équation (4o) peut d'ailleurs être toujours résolue 

en nombres entiers, car on y satisfait en prenant 

( - ^ i f d F d F ,V2) 
•2 \ dx dy j 

On aurait aussi immédiatement une autre solution si 
l'équation o) admettait une solution entière 

car on pourrait prendre 
, , + l ( d F ' d F ' Y } 

(43) * = * = + . 

Enfin, on peut encore obtenir directement et dans 
tous les cas une autre solution de l'équation (4°)» m a i s 

en se servant de deux solutions s ) , ( X , Y, Z) de 
l'équation ( i) . En elïet, on déduit des formules ( 4 ° ) 
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d'où 

— Zx u 
Y z — Z y v 

Je dis que Ton peut prendre 

( 4 4 ) u = Xz— Zx, v—Yz — Z y. 

En effet, m désignant une indéterminée, 011 peut 
écrire 

u — m (Xz — Z x ) , T ' = m ( Y z — Z y ). 

Alors, en substituant pour u et v ces valeurs dans le 
premier membre de l'équation ( 4 o ) , c e premier membre 
prendra la forme m* q2 et, par l'extraction d'une racine 
carrée, on aura w = m2q. Or, en substituant dans les for-
mules ( 4 i ) p o u r zz, p, wles valeurs précédentes, dis-
paraît comme facteur commun ; 011 peut donc prendre 
les valeurs de zz, v données par les formules (44) l '0 1 î 

aura q pour valeur correspondante de w. 

Remarque. — La solution donnée par les for-
mules (42) ne conduit pas à de nouvelles solutions de 
l'équation (1) ; car, si l'on prend w avec le signe — , on 
voit que X , Y, Z sont respectivement égaux à x , 2 
multipliés par un même nombre, c'est-à-dire que l'ou 
retrouve la solution ( x , j r , z ) , et, si l'on prend w avec le 
signe on obtient la solution insignifiante ( 0 , 0 , 0 ) . O11 
arriverait aux mêmes conclusions, si l'on avait pris la 
solution donnée par les formules (43) . Mais il n'en est 
plus de même quand on fait usage des formules (44)-

Faisons application de ce qui précède à l'équation 

( 4 5 ) X S - T - Y 3 — 7 Z » = O. 

L'équation (4o) est alors 

( 46) — 4 u* — 1 iu2v2 — 4 u* V — 16 uv3 — v'* — 3 w2. 

En formant l'équation (46 ), 011 a changé w en 3 \v ; 011 
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devra donc faire le même changement dans les for-
mules (4 i ) , ( 4 2 ) e t ( 4 3 ) . On part de la solution 
(2, — 1 , 1 ) de l'équation (45 à l'aide des for-
mules (42) et ( 4 3 ) modifiées comme on vient de le dire, 
on calcule les deux solutions (1, —4> I4)> — 0 
de l'équation (4^). De ces deux solutions elles-mêmes on 
déduit la solution (1, — 7, 29) de la même équation en 
se servant de formules qui seront données dans un pro-
chain Mémoire sur les équations biquadratiques. Alors, 
si l'on remplace dans les formules (40> où l'on change 
w en 3 w, les quantités ¿¿, y, w par les valeurs 1, — 7, 29, 
on trouve les deux solutions de l'équation (45) ; (5? 4> 3) , 

(73> — r7> 2 8 ) -
On peut encore employer les formules (44)- Si l'on 

prend les deux solutions (2, — 1 , 1), (4, 5, 3 ) de 
l'équation (45), ces formules donnent u = — 1, ^ = 4, et, 
par l'équation (46) , on a w = 7. Alors les formules (41) 
donnent les deux solutions de l'équation (45) , 

(—1256, 1265, I83), ( — 65882, 90271, 40049). 

Ces deux solutions ont déjà été déduites des formules (36) 
et (37) . On pourra aisément s'en rendre compte. 

15. Une question se présente maintenant : peut-011 
trouver l'équation cubique dont la résolution se ramène 
à celle d'une équation biquadratique donnée ? Mais, dans 
l'état actuel de la Science, il suffira de résoudre la ques-
tion dans le cas où l'équation biquadratique est de la 
l'orme 

( 4 7 ) A X * 4 - B Y ] = C Z Ï , 

avec la condition C = A + B^ car cette forme comprend 
toutes les équations biquadratiques dont on a obtenu la 
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solution complète. On est ainsi conduit à se proposer le 
problème suivant : 

P R O B L È M E I I I . — Etant donnée l'équation ( 4 7 ) dans 
laquelle Q est égal à A -h B, trouver l'équation cubique 
homogène dont la résolution s'y ramène. 

On remarque d'abord que, si l'on pose CZ< = Z', 
l'équation (47) peut s'écrire 

( 4 8 ) ACXJ BCYf = Z'2. 

Prenons maintenant l'équation cubique suivante qui 
ne contient, outre les variables X , Y, Z, que les deux 
indéterminées e et/*, 

( 4 9 ) e ( X + Y ) Z2 4- 2 / Y 2 Z - ( X - Y ) (X* + Y«) = o. 

En résolvant cette équation par rapport à Z, 011 a 

( 0 0 ) Z = ' e ( X -+- Y ) 

Si maintenant on écrit que la quantité sous le radical 
dans la formule précédente est égale au carré d'une 
indéterminée Z', on est ramené à résoudre l'équation 
biquadratique 

(51) e X l + ( f * - e ) Y* = Z'*, 

qui est de même forme que l'équation (48) , puisque 
dans toutes les deux la somme des coefficients de X* et 
de Y\ est égale à un carré et que le coefficient du carré de 
la troisième inconnue est égal à 1. O11 prendra alors, dans 
l'équation (49)1 e = AC, f = C, et la résolution de 
l'équation cubique 

(52) AG ( X -+- Y ) Z2-r- 2 CY 2 Z — ( X — Y ) ( X 2 4 - Y 2 ) = o 

sera ramenée à celle de l'équation biquadratique (48) . 
Cela posé, si, dans la formule (5o) , on remplace X , Y 
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par X , , Y4, le radical par Z', el c, j par AC, C, ou 
aura 

_ — CYf Z' 
~ A C ^ - f - Y , ) ' On a d'ailleurs 

X = X t , Y = Y j ; 

on peut donc écrire 
X = À C X 1 ( X , - f - Y 1 ) , 
Y = A C Y ^ ^ + Y t ) , 
Z = - GYf zr. Z', 

ou encore, après avoir remplacé ZI par CZ,, 

i X = AXj (Xj h- Y4) , 
( 5 3 ) Y — A Y t ( X ! -r-Yj ), 

( Z = — (Yf ± Z | ) . 

Les formules (53) sont les formules demandées. 
Faisons une application de ces formules à l'équation 

( 5 4 ) 3 X J — 2 YJ = Zf, 

qui est une de celles qui ont été résolues par le 
P. Pépin. 

L'équation (02) est alors 

(55) 3 ( X -h Y)Z 2 -h 2 Y 2 Z — ( X — Y ) ( X 2 + Y2 ) = o, 

et les formules (53 ) deviennent 

l X = 3 X 1 ( X 1 - t - Y l ) , 

(56 ) , < Y — 3 Yj ( X t - r - Y j ), 
( Z = (Yf dz Z] ). 

Si l'on prend d'abord = Y4 = Z t = 1, les for-
mules (58) donnent les solutions évidentes (1, 1, o), 
( 3 , 3 , 1)5 mais, si ensuite on prend X { = 33, Y4 = 13, 
Z4 = 1871, 011 a, par les mêmes formules, les deux so-
lutions (99, 39, 37), (709, 299, —- 34o). 
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Remarques diverses. — I . La méthode employée 

pour la résolution de l'équation (02) peut s'étendre à 
toute équation cubique, homogène à trois variables, cjui 
ne contient pas la troisième puissance d'une des incon-
nues. On passera ensuite de là à l'équation (1) par la 
méthode de Gauss modifiée comme je l'ai fait, page 9 du 
Mémoire de 1879 (Nouve l l e s Annales). 

IL La résolution du problème III est actuellement 
plus importante que la solution du problème inverse 
qui ramènerait la résolution d'une équation biquadra-
tique à celle d'une équation cubique, puisque jusqu'ici 
aucun géomètre n'a démontré qu'il avait obtenu la solu-
tion complète d'une équation cubique, tandis que l'on 
connaît la solution complète de plusieurs équations 
biquadratiques (1 ). 

I I I . Il est curieux qu'on n'ait pas encore obtenu pour 
les équations cubiques d'autres formules que celles de 
Cauchy, de première et de seconde espèce. Toutes les 
tentatives pour trouver d'autres formules ont été vaines : 
on a vu ici même que des formules, que M. Lucas 
croyait nouvelles, sont la conséquence des formules de 
Cauchy. 

16. Je me propose dans ce dernier paragraphe de 
montrer comment on peut quelquefois trouver des 
solutions d'uue équation cubique, homogène à trois 
variables, au moyen de celles d'une équation cubique 
de même espèce, et en même temps j'obtiendrai des iden-
tités d'où l'on déduira des cas de possibilité de l'équa-

( ' ) Le P. Pépin a le premier, dans divers Mémoires, donné la so-
lution complète de plusieurs équations biquadratiques à coefficients 
numériques. 
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tion proposée. A ce dernier point de vue, le présent 
article peut être eonsidéré comme une suite de celui 
de 1879 que nous avons déjà cilé plusieurs fois. 

Je vais d'abord démontrer le théorème suivant : 

T H É O R È M E V . — Lorsque Véquation ( 1 ) ne contient 
que le cube de Vune des inconnues et que Véquation 
obtenue, en égalant cette inconnue à zéro, a au moins 
une solution entière, si l'on connaît une solution (x,y, z) 
d'une autre équation cubique convenablement déter-
minée, on pourra trouver une solution (X, Y, Z) de 
Véquation proposée par des formules du troisième 
degré qui donneront X , Y ; Z en fonction de x, y, z. 

On a vu ( loco citatoy p. 5) que l'on peut trouver une 
infinité de solutions de l'équation 

( 5 7 ) X 2 - 4 - A X Y H- B Y 2 = V3 

* 

à l'aide des formules 

/ X = x3 — 3Bxy" 1 — A B y 3 , 

( 5 8 ) ] Y = 3x2y -h $kxy2-\-(k2— B ) j 3 , 

( y = A xy-h-By2(i). 

C'est ce résultat qui va nous servir de point de départ. 
Soit 

( 5 9 ) a X s + è Y 3 + kXY2-4- /YX2 = cZ 3 

l'équation proposée, et supposons que l'équation 

( 6 0 ) a X 3 - f - £ Y 3 + £ X Y 2 - h / Y X 2 = : o 

admette la solution entière (m, n). En divisant le pre-
mier membre de l'équation (5$) par H X — m Y , on la 

( ' ) On ne les obtient pas toutes : ce sont d'autres formules qui 
donnent la solution complète. 
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met sous la forme 

( (nX — mY)[an*X2->r{am-+-ln)nXY 

ou, en multipliant les deux membres par a2 et posant 
na X — X', 

( ^ ( -\-a(am*-±- Imn + kn*)Y*] = ca*n*ZK 

Soient maintenant 

(63 ) Z = z\, X'- maY = ca*(nz)K 

En remplaçant, dans l'équation (62 ) , Z e t X ' — m a Y 
par les expressions que donnent les formules (63 ) , cette 
équation devient, en supprimant un facteur commun, 

X'2-b(a7?i-f- 7 n ) X ' Y -+- a(am2-^ Imn ¿ n 2 ) Y 2 = V3 , 

et l'on est ainsi amené à résoudre une équation de la 
forme ( 07 ) . En employant les formules (58 ) , on a 

X' — x3— 3a(am2-{- Imn -+- kn2)xy2 

-r- a(cun Hb Imn 4- kn*)yz, 
Y = 3x2y S 3 ( a m ~ ln)xy2 

-}-[(/2 — ak)n2-+- almn]y3, 
Y = a?2 -+- ( a/?i -f- / / i ) 

a ( am2 -+- / /?? ^ - h ¿ r c 2 ) j 2 , 

et, par suite, d'après la première des formules (63) , 

Z = z[x2-Jr(am -f- In) xy H- a(am2-\- Imn -+- kn2)y2]. 

Si l'on désigne maintenant par P, Q , R les seconds 
membres des équations (64 ) , qu'on remplace X ' par 
M X et qu'on multiplie par na les deux membres des 
formules qui donnent Y et Z, on aura, en supprimant 
na dans les premiers membres, 

( 6 5 ) X = P, Y = naQ, Z == nazK. 
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Cela posé, si l'on remplace, dans la seconde des équa-

tions (63) , X ' et Y par les valeurs P et Q , on a l'équa-
tion du troisième degré 

( 6 6 ) P — maQ = ca*(nz)*. 

( X , Y, Z), (x, JK, z) étant respectivement des solutions 
des équations (5g) et (66) , on voit que X , Y, Z sont des 
fonctions du troisième degré de z données par les 
formules (65) : le théorème est donc démontré. 

Remplaçons maintenant, dans l'équation (09), X , Y , Z 
par les valeurs que donnent les équations (65) ; on aura 

A P 3 + b(na Q) 3 H- A" P ( Q )»-T- / P 2 naQ = aa2c{nzf R 3 , 

et, si l'on met dans l'équation précédente, à la place de 
arc (riz)*, la valeur P — ma Q que donne l'équation (66), 
on a l'identité 

, . \ FLP3+ b(naQ)*-h A-P(/IAQ)«-Î- lP*naQ 
( 7 ) ( = R T ( P - M A Q ) R 3 . 

O11 peut donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O I I È M E V I . — Lorsque, le premier membre de 
l'équation (5q) étant égalé à zéro, on a ainsi une équa-
tion qui admet une solution entière (m, /?), cette équa-
tion peut être résolue en nombres entiers toutes les fois 
que c est égal ci la fonction du troisième degré repré-
sentée par a ( P ;— ma Q ) . 

Appliquons les théorèmes V et VI à l'équation 

(68 Ï X 3 -R- Y3 = crLK 

On a 
m — — 1, n = 1, k— o, / — o ; 
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alors les équations ( 6 5 ) et ( 6 6 ) deviennent 

SX = x3 — 3 xy2 -F- J ' 3 , 

. . . Y = 3x2y — 3xy2, 

( Z = z(x2— xy -+-J 2 ) , 

(70) a?3 h - 3 x2y— 6 x y 2 - + - y 3 = cz3, 

et les formules (69) permettent de passer d'une solution 
de l'équation (70) à une solution de l'équation (68) . On 
a d'ailleurs l'identité 

\ (x3 — 3xy2 -hy3)'3 -+-( 3x2y— 3xy2 )3 

(71' '( =(x3-f- 3x2y — 6xy2-hy3)(x2-hxy-±-y2)3, 

qui démontre que l'équation (68) peut être résolue en 
nombres entiers lorsqu'on a 

c = x3 H- 3 x2y — 6 xy2 -+-y3. 

L'identité (71) 11'est autre que l'identité (4^) (loco 
citcito, p. 18). 

O11 peut donner une solution plus générale des deux 
questions précédentes. Pour éviter les longues écritures, 
j'expliquerai la méthode en prenant pour exemple l'é-
quation (68 ) ; mais on verra bien qu'elle s'étend à 
l'équation plus générale ( 6 9 ) . 

Si l'on pose, suivant la notation déjà adoptée, 

P = x3— 3xy2^-y3> 

Q = 3 xy(x-y), 

R — x2 — xy-t-y2, 

l'identité (71) peut s'écrire 

(72) p3_|_Q3 = ( p_ f .Q ) R 3 , 

et l'on a d'ailleurs 

( 7 3 ) P + Q — cz3. : 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. V. (Décembre 1886.) à*] 



Posons encore 

(74) T = + 

a, ¡3 représentant des nombres entiers. Si Ton multiplie 
alors les deux membres de l'équation ( 7 2 ) par y9, on 
pourra l'écrire 

(75) ( Y 3p)3 + ( T 3Q)3 = T3(p _h ï3Q)( ïR)3. 

Or, d'après l'identité (3) ( l o c o citato, p. 4)? on a 

YR=(aar — pjK)2 

et, si l'on pose 

( 7 6 ) <xx—°>y = x\ = / , 

il vient 

(77) = x'2 — x'y' h- y'2. 

D'ailleurs, des deux équations (76) , on tire 

/ ^ ( a — 3 ) . r f — 3 v ' a / — 3 a?' ( 7 8) ^ = V ^ y — • 
1 « 

Si maintenant 011 remplace, dans l'identité (75) , x,y 
par les valeurs précédentes, qu'on désigne par P , , Q, ce 
que deviennent alors y 3 P , y 3 Q après la suppression des 
accents de x \ y \ puis enfin que l'on remarque que, 
après cette suppression, à cause de l'équation (77) , 
yR peut être remplacé par R, l'identité (76) deviendra 

(79) P 3 ^ Q 3 = = ( P i _ k Q i ) t 3 R 3 . 

D'autre part, si l'on multiplie par y3 les deux mem-
bres de l'équation (73) , on a 

(80) P,-hQ, = cY3iîs, 

et, en remplaçant, dans l'identité ( 7 9 ) , P< -h Q» par la 
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valeur que donne l'équation (80) , on obtient 

(81) P » - + - Q Î = c ( Y » R 5 ) * . 

En même temps on a les formules 

(82 ) X = Y = Q,, Z = 

les valeurs de P M Q t étant 

P t = (a3 — 3a*£ -4- p®)ar»-t- 9 aJ3 (a— $)x*y 

— 3 ( A 3 — 3 A P * H- 3A 2 P -+-

Q I == 3[—(a — 3 a ? 2 + $ 3 ) x 2 y 
— ( a 3 — 3a2f* -+- $3)xy* — (a — 

Appliquons les résultats précédents au cas ou l'on a 
a = i , P = et, par suite, y = 3. L'équation (80) et 
les formules (82) deviendront 

(83) x3—3x2y+-y3 = 3 cz3, 

Ì
X = x3— 6x'2y -4- 3xy2-hy3, 
Y = 2s?3 — 3^2JK— 3 ^ 7 2 - i - 2 j 3 , 
Z = 3 z ( # 2 — ¿ i j - f - j 2 ) . 

Ainsi, on passe d'une solution de l'équation ( 8 3 ) à 
une solution de J'équation (68) au moyen des for-
mules (84) . Ce résultat particulier avait déjà été obtenu 
par M. Lucas. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

(CONCOURS DE 1 8 8 6 ) . 

Mathématiques élèmentaires. 

On donne un cercle et deux points P et Q situés sur 
un de ses diamètres; on joint les points P et Q aux ex-
trémités A et B d'un diamètre du cercle par les droites 
PÂ et QB qui se coupent au point M; 011 fait tourner le 
diamètre AB, et l'on demande : 
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i° D'étudier la variation du rapport ^ ^ et de con-

struire la figure lorsque ce rapport a une valeur donnée; 

2° D'étudier la variation de l'angle AMB et de con-
struire la iigure lorsque cet angle a une valeur donnée-, 

3° A' et B' étant les seconds points d'intersection des 
droites MA et MB avec la circonférence du cercle donné, 
de trouver le lieu du centre du cercle circonscrit au 
triangle MA'B'. 

Mathématiques spéciales. 

Étant donnés dans un plan une droite D, un point O 
sur cette droite, et une droite D', on demande : 

i° De former l'équation générale des coniques qui 
touchent la droite D au point O et qui ont la droite 1> 
pour directrice ; 

2° De montrer que deux de ces coniques passent par 
un point quelconque P du plan. Déterminer la région 
où doit se trouver le point P pour que ces deux courbes 
soient réelles et, dans ce cas, en reconnaître le genre. 

3° Les deux coniques du faisceau considéré qui passent 
en un point P se coupent en un second point P' ; cal-
culer les coordonnées du point P/ en fonction de celles du 
point P ; et, eu supposant que le point P décrive une 
ligne C, trouver quelle doit être la forme de l'équation 
de cette ligne pour que le point P' décrive la même 
ligne. 
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Analyse et ses applications géométriques. 

Théorie. — Démontrer que, quand n augmente m 
définitnent, la fraction 

tend vers une limite T (a ) qui est une fonction bien dé-
terminée de a, pour toutes les valeurs réelles ou imagi-
naires de cette variable. 

Montrer que, si Von donne à a une valeur positive, 
la fonction Y ( a ) est égale à l'intégrale eulérienne 

Montrer que, pour une valeur quelconque de on a 
les relations suivantes : 

r ( f l + i) = a r ( f l ) r ( a ) F ( i — a ) — • » 
' bill a TC 

yipplication. — On désigne par p et q deux quantités 
réelles et l'on propose : 

i° De calculer le module de Y(qi)m, 
.2° De montrer que Y(p-\-qi) tend vers zéro lorsque 

(f devient infini, la quantité p restant comprise entre 
— oo et un nombre positif fini } 

De calculer l'intégrale / F ( i j ¿/j. 

Un solide homogène, sur lequel n'agit aucune force 
extérieure, a la forme d'un parallélépipède rectangle 

Mécanique. 
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dont les arêtes ont respectivement pour longueurs 2a, 
4a; il est d'abord en repos, mais il peut se mouvoir li-
brement dans l'espace. 

Une sphère homogène, animée d'uu mouvement de 
translation uniforme dont la vitesse U est parallèle aux 
arêtes moyennes du parallélépipède, vient choquer ce 
solide en un point M situé sur l'une de ses faces F , 
perpendiculaire à ses arêtes moyennes. 

La masse du parallélépipède est représentée par 12 et 
celle de la sphère par 4} l e s deux corps sont parfaite-
ment élastiques. 

Cela posé, ou demande : 
1" De déterminer les conditions initiales du mouve-

ment que les deux solides prendront après le choc; 
2° D'étudier le mouvement que prendra ultérieure-

ment le parallélépipède dans le cas particulier où le 
point M coïncide avec l'un des sommets de la face cho-
quée F . 

Calcul. 

Sur un cylindre droit, dont la base est un cercle de 5m 

de rayon, on a tracé une hélice qui coupe les généra-
trices du cylindre sous un angle de 3o°. Calculer, avec 
l'approximation que comporte l'emploi des Tables à sept 
décimales, la longueur du plus petit arc de l'hélice con-
sidérée, tel que les tangentes menées à la courbe aux ex-
trémités de cet arc se rencontrent. 

Épure. 

On donne : i° un paraboloïde de révolution autour d'un 
axe vertical OZ; 20 deux cylindres circonscrits à la 
sphère qui touche le paraboloïde en tous les points du 
parallèle dont le plan passe par le foyer F du parabo-
loïde. 
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Les axes des cylindres sont horizontaux et chacun 

d'eux fait un angle de 45° avec le plan vertical de pro-
jection. 

L'espace intérieur au paraboloïde étant considéré 
comme plein, on demande de représenter la partie de 
ce solide qui est extérieure aux deux cylindres. Les plans 
de projection sont opaques. 

L'axe OZ est à om, 10 en avant du plan vertical-, la 
cote du sommet du paraboloïde est égale à om, 20, celle 
du foyer F à om, 18. 
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