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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

METHODE ELEMENTAIRE POUR CALCULER LE RAPPORT
DE LA CIRCONFERENCE AU DIAMETRE;
Par M. L. MALEYX.

En étudiant la méthode inventée par Arcliimede pour
déterminer une valeur approchée dn rapport de la cir-
conférence au diamétre, j'ai éLé conduit a faire deux
remarques principales.

La premiére consiste en ce que Archiméde, en dou-
blaut le nombre des cotés d'un polygone régulicr, fait
varier 4 la fois le périmétre du polygone et les diamétres
des cercles inscrit et circonscrit; ce fait distingue sa mé-
thode de celle dite des périmétres, ou I'on suppose que,
le périmétre du polygone variant, le rayon du cercle cir-
conscritreste fixe, et de celle dite des poly gones isopéri-
métres, ou I'on suppose que le périmétre reste fixe. S'il
existe une constante dans sa méthode, cette constante
est le coté du polygone, et encore ne I'est-clle pas d’une
mamere absolue.

La deuxiéme remarque consiste en ce que appliea-
tion de ses principes peut étre rendue plus simple que
celle des principes des deux autres méthodes que je viens
de citer.

J'ai fondé sur ces remarques une étude que je me pro-
pose de publier ultéricurement, et dont jextrais ce (ui
suit.
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I. Uncoté de I’angle droit d’un triangle rectangle
est l'e/n'e'selzlé par 1, son /{)r'/)oténuse par D et le se-
cond coté par d, l’angle opposé au premier coté l’étant
par oy on se propose de calculer le second cote de
Uangle droit d, et U'hypoténuse D, d’un second tri-
angle rectangle dont le premier coté est aussi re-

: , ;s ; V2
presente par i, et oppose a un angle egal az

Soit (fig. 1) ABCle premicer triangle rectangle dans
lequel on a
A=1% ABC=2, AC=1, BC=D, AB=d.
Pour construire le second, il suflira de prolonger AB
) I g
de la longucur BBy = BC = D, et d’unir par une ligne

Fig, 1.

B B \
droite le point By au point Cj car, le triangle CBB, étant
isosceéle par construction, on a
BB, C=BCB = i \BC.
On a dureste évidemment
AB=d,=D~+d
ety d’apres le théoreme de Pythagore,
B,C=D,=yd?+1.
. Euxtraction de la racine carrée d’un nombre

donné sous la_forme a*+ R, d'aprés les données aet R,
el sans effectuer le carré a*.

Prenons a pour valeur approchée par défaut dela ra-

. , .. b . .
cine cherchée, et soit o la valeur aussi approchée par
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o N . 1 . , .
défaut, et a moins de P de la partiec complémentaire de

R |

la racine, ona
b \2 ;
<a+ —1> <(a? + R);

Io

développant le premier membre et réduisant,

< b -+ b2 ~R
2a X — + —— “R,
10% 1022%
d’oun
b R
1027 2a
N , . R I
Nous pouvons développer le quoticnt S en fraction dé-

. N . I Y . q P
cimale, a moinsde — par défaut, et, si = 1‘cpl‘eseutc ce
) 10% YT jox

développement, R, étant le reste de la division, nous
aurons

R:zaxl,—+l{.
0%

ct, en conséquence,

b _gq - R, Ry 1
10% 7 0% 2a’ 20 10%

I
rO%*

contenu dans le second
q9

10%

b , .
Tox’ Clant un multiple de

membre de'inégalité précédente, ne peut surpasser -,

. . 1
qui est l¢ plus grand multiple de o7 contenu dans le

q A ,oe
méme nombre ; E)/—ﬁ ne peut done étre que supéricur ou

. . b ye .. /. .
égal & — et, pour qu'il ne lui soit pas supérieur, il
suffit que du nombre donné, a* -+ R, on puisse retran-
cher le carré de a + 11073’ c¢’est-a-dire qu’on ait I'inéga-

lité



ou

7 9 <

2 X —— —+ <R

Jo* 10%%

ou encore
2
9_-g,.
]021

Si donc on développe le quotient de la division de R
par 2a en décimales, tant que le carré de la partie
trouvée au quotient ne surpassera pas le reste de la divi-
sion, cette partie sera égale ala partic complémentaire de
la racine, a8 moins d'unc unité du dernier ordre, ct par
défaut.

Supposons que nous nous arrétions dans la division

q . q°
= du quotient, i

sant pas le reste R, de la division, ct désignons par R,

de R par 2a a la partie

ne su r[)as—

Pexces de R, sur ; 110US aurons successivement

10227
q°
oia Ry= Ry,
. R,=R 2,
1021—5— 9 = —2a X on,

y . . e,
d’on, ajoutant aux deux membres a* + 24 < ;OL;L;

q 2

<a+ J—> -+ Ry =a2+ R.
10%*

On pourra alors reprendre le calcul précédent en

Lraitant « -+ 1%‘ ct R, de la méme maniére que a et R,

. ... ). , .
et continuer ainsi jusqu’a ce que 'on ait obtenu une
valeur suflisamment approchée de la racine cherchée.

Observations. — On pourra encore abréger le calcul
en ne conservant que la partie utile des produits qu’on
devra successivement retrancher dans les divisions
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) “opoe . . ® . . .
qu'on aura a faire, a condition de tenir compte & la fin
du calcul des erreurs commises sur ces produits.

III. Pour ne rien laisser & désirer, donnons un
exemple de ce calcul : soit a extraire la racine carrée
de la somme (3,732050807568 + 2)2+ 1, « étant un

e e . . . 1 .
nombre positif inconnu, mais moindre que —;- Agis-

1012

sons comme si o était nul, nous en tiendrons compte
ultérieurement; commencons la division de 1 par le
double de la partie entre parenthéses diminuée de a, ne
conservant dans chaque produit que la partie représen-

.oy 1
tant des unités de 'ordre et

1,000000000000000 ‘ 7,464101615136

7464101815136

2535883848640
22392304845508

0,13

2966679003232

Retranchons du second reste le carré de la partie
trouvée au quotient (0,13)*==0,0106g, puis divisons
le résultat de cette soustraction par la somme du di-
viseur précédent ct du double de la partic trouvée au
quotient, 0,26:

0,02966670003232
0,0169

0,012766790032320] 7,724101615136
7724101615136 — — O
5042688417185
4634460969078

408227448106
386203080755

0,001652

22022367351
15348203230

6574164121



(10)
Opérous sur le nouveau quotient comme sur le pré-
cédent, modifions de méme le diviseur et poursuivons :

0,00000657.1164121
(0,001652)2 = 0,00000272910

3845060121 ’7,727403615[36

3090962244 0,000000497587
734097877
695466504
58631373
54091835
$339538
3863700
675838
618192
57646
54089

/

3557

Dans les opérations que nous venons d’exécuter, les
produits que nous avons successivement retranchés du
dividende initial sont trop faibles : il en résulte que le
reste final est trop grand de la somme des parties né-
gligées dans chaque produit ; il est facile de former une
limite supérieure de la somme de ces parties négligées.

Nous avons d’abord négligé le produit de 24 (partie
complémentaire du diviseur) par le nombre formé des
trois premiers chillres des quotients obtenus, soit 0,13 1;
cette premiére partic négligée a une valeur moindre
que 0,131 TEE = l%%§%3~

En second licu, dans chacun des produits suivants, la
partie négligée n’atteint pas un nombre d'unités de

I'ordre e marqué par le chilfre employé au multipli-

cateur; donc la somme des parties négligées n’atteint
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pas le produit

m><(|3|><2+6—|—3+2+4——9—,—7+5+8+7),

ct, si nous désignons cette somme par F, nous aurons

315
E< —x.

10!3

De la résulte que, si nous désignons par R le reste
final exact, nous avons les inégalités
LY Y-S S LY.
3557 — 315 __3242_/_ _ 3557
1ols 1013

Le dernier quotient trouvé ne pourrait étre que trop
grand, puisque nous avons opéré sur des dividendes trop
grands, et il ne est pas, en tant que quotient, puisque
son produit par le diviseur retranché du dividende
fournit le reste R qui est positif'; il n’est pas trop grand
non plus, en tant que partic complémentaire de la ra-
cine, puisque son carré est inférieur & —; 25 o qui est lui-
méme certainement inférieur a R.

Donc la partice complémentaire de la racine carrée

cherchée est, 4 moins de ; par défaut,
0,131652497587,
et laracine carrée est elle-méme:
3,863703305155,
a moins de on par défaut.
IV. L'exemple sur lequel nous venons d’appliquer le

procédé d’extraction de la racine carrée exposé aun°ll
n’a pas été pris au hasard; si dans le triangle rec-
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tangle ABC, considéré au n° I, nous supposons
BC=D= 2,
nous aurons
AB=d=V3 et a=30"

Or /3 est égale a 1,732050807368, a moins de s
par défauty dés lors, ct par application des formules du
n° I, nous aurons, en partant des données,

D=2,

d—\/: =1,732050807568 a moins de L ar défaut

=y 3 =1,792000807 S > 0121 3 s
dy= 3,732050807568 » L »

= ,732050807 5

PN T U 9
D= 3,863703305155 » . »
lo12

Pangle compris entre Dy et d, étant de 15°.

On voit du reste immédiatement, e¢n unissant le
point A au point milieu de BC, ou a celui de B, C, que
D ct d sont les diamétres des cercles circonscrit ou
inscrit a ’hexagone régulier dontle coté estr, et que D,
et d, sont les diamétres des cercles circonscrit et inscrit
au dodécagone régulier ayant aussi pour coté 1.

Reprenant deux fois le méme caleul & partiv de D,
¢t dy, nous nous procurcrons de méme les diamétres
D, evds, Dy et dy, des cercles circonserit et inscrit aux
polygones régulicrs de vingt-quatre et quarante-huit
cOtés, respectivement, ct ayant chacun pour coté 1.

V. Les détails dans lesquels nous sommes entrés a
I'occasion de ces caleuls, dans le n® 111, doivent nous
dispenser de les rapporter in extenso : nous n’en don-
nerons donc que les résultats.

Toutefois, avant de les inscrire, nous ferons la re-
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marque suivante, gui nous conduira a une notation utile :
on voit que, dans chaque calcul, tel que celui du n® I,
on ne fait que déterminer la différence qui existe entre
les diameétres des cercles circonscrit et inserit 4 un méme
polygone régulicr dont le coté est 15 nous désignerons
donc, d’une facon générale, par Dy et d; les diameétres
des cercles circonscrit et inscrit au polygone régulier
dont le coté est 1, ct dont le nombre des cotés est
6 >< 2%, et par &g la différence Dy — .

Cela posé, les résultats trouvés sont caractérisés par
les égalités suivantes :

a
- s o - . 3 .
dy=Dy+di= 7,595754112723 4 moins de o Par défant.
ik pee R 1
A= 0,065513462815 » —_— »
’ 1012
’
R R oRE 1
Dy = dy + Ay = /.h()l).glf)7.)558 » m »
dy =Dy~ dsy= 15,257051688261 » 5 »
10°=
. 1
Ay = 0,032736610412 » - »
/ 10'2
e > 3 J Y x
D3y = dy+ Ay = 15,280788298673 » — »

VI. La partie la plus pénible de ces caleuls est évi-
demment la détermination des nombres A @ aussi est-on
conduit a rechercher s’il n’existe pas quelque propriéeé
géométrique de la figure qui nous permette d’atteindre
plus facilement ce résultat.

Reprenons la figure du n® I et ajoutons y la circonfé-
rence décrite de B comme centre avee BC =1 pour
rayon, elle coupe AB en B, ct en E, joignons CE par
une ligne droite; conservant les notations des numéros
précédents, nous aurons

BE—BA =D —-d=AE=A.
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Dans le wiangle ACE (fig. 2), I'angle ACE cst égal
a Pangle
BB, C = 3,
2

car ils ont lears c¢otés respectivement perpendiculaires
et sont tous les deux aigus; done, pour avoir la diflé-

IMig. 2.
s ’ V\\\\
. N
/ S
/ B hl
V/ . i
:/- ._— ) o ,‘A__/ - ‘j
B B \FE
rence AK = A, il suflira de construire CE faisant avee

CA Tangle ACE =$ABC: de méme, pour avoir la
diftérence

AF=B,C—BA=D,—d =2,

il suflira de construire la droite CF faisant avee CA
l'angle ACI" =31 A B, C. Onconclut de cetie construction
que CI est bisseetrice de P'angle ACE ct de la propriéié
connuc de cette droite, 1'égalité de rapports

A=), CE —
= = A2 .
At

Elevons les deux membres an carréd et ramenons a la

forme entiere
A2 — 9 AN+ AT = A2 (A2+1).
Réduisant et transposant.
AM?4+2A—A=o0.

Cette équation du second degré définit A; au moyen
de A par sa racine positive ; mais, comme A a générale-
ment une petite valeur, on peut calculer A, au moven
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d’une suite d'inégalités que nous allons déduire de
I’équation méme, et sans extraction de racine carrée.
Nous pouvons donner a I'équation précédente la forme

(1) Ay =13 _1aaz:
d’ou I'inégalité évidente
A< Al

Remplagons dans I'équation (1), ct au second membre

sculement, A, par le nombre plus grand $ A nous aurons
1 1
Ay>iAa—lan

Aiusi, en prenant pour valeur approchée par cexceés
de Ay lavaleur $A, I'erreur commise a pour limite supé-
rieure A%,

Si nous remplacons maintenant au second membre de
Péquation (1) A, par le nombre plus petit JA —3 A3,
nous aurons, en négligeant un terme soustractif, ce qui
ne fait qu’augmenter I'inégalité,

A < A — A - AsL

Dés lors, en prenant pour valeur approchée par défaut
de A, la différence $A — L A3, Perrcur commise scra in-
férieure a A5,

Enfin, en substituant a4 A, dans le second membre de
I'équation (1) la valeur trop grande §A—{A3 4 A3,
nous aurons, en négligeant des termes dontla somme est
certainement positive,

N P O
d’ou T'on conclut que si, dans la suite
FRETCHE VIR 02

on prend un, deux ou trois termes comme valeur ap-
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prochée de Ay, cette valeur est approchée par exceés ou
par défaut suivant qu'on s’arréte 4 un terme affecté du
signe + ou du signe —, et que, dans tous les cas, la va-
leur absolue du premier terme négligé est limite supé-
ricure de Perrenr commise.

Cesindgalités permetient de calculer un des nombres A
au moyen du précédent avee une assez grande approxi-
matiou : on pourrait méme 'obtenir avec une approxi-
mation illimitée par 'emploi de Pégalité (1) et par la
méthode des approximations successives; mais leur
emploi est encore pénible, cu égard aux multiplications
a faire : aussi ne ferons-nous usage dans ce qui suit que
des inégalités

1a—1lasca <,

et nous allons nous occuper d’établir des formules se
déduisant de Péquation (1) et permettant d’arriver au
méme résultat an moyen d’opérations plus simples.

VII. Reprenons I'égalité initiale réduite du n° VI

.

(n A—2A;— AA¥ =0,
d’ou
' 24
1) A= - .
¢ 1— A}

Appliquons-la aux dillérences d’ordre supérieur de
unc unité

(2) “A—25—AjAd =0,
d’ o

' ZAQ
2 A= ——= .
(2) =

A étant peu différent de 24, et A, I'étant peu de 2 4,,
la valeur numérique du dernier terme du premier
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membre de I'égalité (1) est sensiblement égale a huit fois
celle du terme correspondant de 1’égalité (2); retran-
chant les égalités (1) et (2) membre 4 membre apreés
avoir multiplié la seconde par 8, on a

(3) A—IOA1+I6A2—AI(A31—8A§>:O.

Transformons le dernier terme du premier membre de
’égalité (3); si nous multiplions membre & membre
Pégalité (1) et I'égalité obtenue en élevant au carré les
deux membres de I'égalité (2)', nous aurons

843

AN &— — 2 .
T —an)—a3p

Remplacons au dénominateur A, par sa valeur tirée de
ve ae ;
Pégalité (2)

A?
AA1= § 92 5 °
. (1—A3)2— 423
Dela on déduit
. .
AN —8M2=8A2| ———4M8M ———— —
M= o
6A2 — A}
= 8A3} < 2 .

. , . 25, . > . .
En substituant au dénominateur S a1— A} qui lui -
; 2

est égal, d’apres I’égalité (2 ),

o
[,
e
[
v
=
|
L
o

AA — BAZ=8A%x =P

Remplacons enfin au dénominateur de la derniére
2

fraction 1 — A7 par sa valeur —Aﬂ déduite de I'égalité (1),
on a, aprés réduction,
AB;—8AT =AM A2(6— A2):
d’ou, reportant dans ’égalité (3 ), on a
(a) A —10A;+16A —AAPAZ(6— A3 )= o.

Ann.de Mathémac., 3¢ série, t. V. (Janvier 1886.) 2
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De Pégalité (@) on peut déduire
0 (6—A3)33333
A= — (10A]— )+ ——
2= o TS G

Le premicer terme du second membre fournit une va-
leur approchée par défaut de A,, et le second terme qui
représente Perreur est moindre que

(‘A(_\>2<A>2

a2 =

2/ NAS 3 s A
16 - V<1

512 170
VII. Reprenons encore 'égalité (a) du numéro pré-
cédent, ct appliquons-la aux différences d’indice supé-
ricur d’une unité :
(@) A — 103 +16A— AAZAZ(6—A3) = o,
(b) A — 103, +163;— A A3A3(6 —A3) =o.

Retranchons membre 4 membre de V'égalité (a) I'éga-
lit¢ () dont les deux membres ont été précédemment
multipliés par 32; on en déduit

VA 4273362, — 512,

O A A2[A0(6— A%) — 3222(6 — A2)] = o.

Nous alloum réduire la parenthése du dernier terme
dePégalité (¢) en Pexprimant d’abord au moyen de A, ;
nous avons trouvé dans le numéro précédent 'expres-

sion du produit AN, au moyen de Ay ; on en déduit, en
23,
f— A{-;’

tenant compte de Pégalité Ay =

8A3(6—33)
(1—337— {3

3933 >G o iAr T
_AH—A?‘)'? (t—A3)2

|.—- 4A3 ‘|_ 16A3
(1—A3)2 (1—a3)
_ 3222 [6(1— A2)2— 4A2]
T — A3 — AP — 163 (1 — A3 )

AN (6 — A% =
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La parenthése du dernier terme de I’égalité (¢) peut
alors, par substitution de la valcur précédente, s’écrire
sous la forme

32A%

[ir—A3)2— A3 2 —1623(1 — A3 )2
60— 33— §A3—(6 — A} J[(1— AF)2— 4A3 P —16A3 (1 — A1)

Effectuons les calculs indiqués dans la parenthése;
Iexpression précédente devient
3243

[(r—A3)2— A3 2—16A3(1— A3 )2
> AJ(153 — 44243 4+ 238A% — 34545 + AS).

Transformons actuellement le facteur fractionnaire
en remplacant dans son dénominateur (1 — A}) par la

o, 2.\3
(] uantite egale _A—, on trouve
2

3243
[(r— A3 )2 — JA3]2—16A3(1—A3)2
_ 32A2
/A2 N 2 2
<i§:‘ —433) = 1633 4—5‘—‘-
27}
AR[(r— A3 —4a3]

Remplacous de nouveau (1— A7) par la fraction

. 2.A .
egalcTe;nons trouvons, pour valeur du facteur fraction-

naire,

2A% _ 2A! A%< A?

S0P T G () T oD
1

\

. . _ . 23
Substituons enfin 4 1— A} la valeur égale —_\——'

Ajx A} Aaap
233(1— A7) iz
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Il en résulte que la parenthése du dernier terme de
I'égalité (¢) peut s’écrire

u,

3 (153 — 44203+ 238A5 — 34AT+ A8),

et qu’cnﬁn l’égalité (¢) peut prendre la forme

‘ A — 4221+ 336, — 5124,

) AAZAY
() l — L2 (153 — 44243 +238A5 — 34A5 4+ A8) = o;
R
d’ou 'on déduit
Ay= 3T [(352— Ag)x< f2 + A
AAZAS

2048 (IJ3 442;&2—‘—?383'— 5.}.36 .\§)

Comme la parenthése du second terme du second
membre est évidemment positive pour les valeurs de A,
qui ne surpassent pas /252 et plus forte raison £ < /453,
que de plus, pour les mémes valeurs de A, cette paren-

thése a une valeur inférieure & 153, il en résulte que le

premicr terme du second membre peut ¢étre pris comme
valcur approchée par exeés de Ay, et quc l’errcur com-

. . . 153A
mise est moindre que la fraction 8 2, qui admet
. s . 153 A7 153 A7
elle-méme, comme limite supérieure, — =
2048 > 210 221

IX. Les formules établies aux no* VI, VII et VIII,

prises sous les formes

AlzéA_%AA‘i’7

(6—33)3.4%.43

1 .
A= — (10A; — A) +
- |l\( ! 16

f= = |(u2-—m 42 -+ A

A.\zl
— —7(;}? (ISJ— ;|9-\”*'—?3"{A'—34A"+A$)
2048
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permelttent de calculer une des valeurs A au moyen de
la précédente, ou des deux ou trois précédentes, avec
une approximation indéfinie, a I’aide de-Ja méthode des
approximations successives, et cela indépendamment
des valeurs de D et d.

On pourrait encore les appliquer en suivant des mé-
thodes diverses pour obtenir des valeurs approchées de
I'inconnue, mais le procédé qui nous parait le phus
avantageux, et celui que nous allons appliquer, consiste
a prendre pour valeur approchée du premier membre
le premier terme du second ; nous éviterons ainsi
Pemploi des logarithmes, etnous obtiendrons une ap-
proximation suffisante, pourvu que A soit assez petit.

Nous avons déja trouvé directement, aux n°* Il et V,
les valeurs

Ap=0,131652497587. ..,
Ay = 0,065543462815. . .,
A3 = 0,032736610412.. .,

’ ’ . . 1
chacune de ces valeurs élant approchée a moins de e

par défaut.

En acceptant comme valeur approchée par excés de A,
513 L(843 — Ay) >< 42 + A,], Perreursera, d’aprés la fin. .
153 >< 1327 .

221 < 102!

Mais on a évidemment les égalités ou inégalités sui-

vantes :

du n°VIII, inférieure a

153 > 1327 153 < 337

221 > 1021~ 27 10%!
- 33\ 1 I 1
=153 < ({—) X —= <183 X = X ———
<l00 2‘><10‘< 377 27107
_ 17 55
T 38x 27107 102

Si nous faisons le calcul de

ss[(835— Ag) x f2+ &),
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en prenant les valeurs approchées que mnous avons
trouvées pour Ay, A, Ay, la premiére et la derniére par
exces, la seconde par défaut, nous aurons pour valeur
approchée par excés 0,016363922185, quotient décimal

Y . I “
approché a moins de —; par excés; du reste, I'erreur
1012 bl

commisc en remplacant Ay, A,, Ay par leurs valeurs
approchées n’atteint pas

Lo ! > (336 )
—_ — 336 + f2 41
1ol? 512 2+ < 0E 012’

d’ont résulte qu'on peul prendre le quotient
0,016363922185

comme valeur approchée par exces de A, a moins dc ,

o
etle nombre 0,016363922128 comme valeur approchcc
par défaut du méme nombre, avee la méme limite der-
reur.

Si actuellement nous répétons des caleuls analogues
pour trouver une valeur approchée de A; au moyen de
As, Ay, Ay, en obscrvant quc la limite supérieure du
153A,A

/8 q
de celle du terme ueghge dans le calcul precedenl,

terme négligé, a savoir ——=-2=*, ¢st moindre que ]e
puisque A, A;, A, sont respectivement moindres que
les moitiés de A,, A,, A;. ct qu’cu_ conséquence ce
terme négligé est moindre (luc ores ques de plus, Perreur
commise en substituant & A,, Ay, A; leurs valeurs ap-
prochées, et en développant le quotient en fraction déci-

N . 1 . .
lllalt' a moims de —par exces, est momdre (lll(?
10%= :

1 I . ] 39
e X e (336 > 5T o (o ) - — L —
a1 R ) 1012 10!2
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nous en conclurons qu’on peut prendre comme valeur
. \ \ . o
approchée de A; par excés et a moins de ri;, le nombre

0,008181413437, et comme valeur approchée de A; par
défaut et avee la méme approximation le nombre

0,008181413397;
d’oun
0,016363922128 << A, < 0,016363922183,.
0,008181413397 < A5<C 0,008181413137.

X. Les valeurs de A auxquclles nous sommes actuel-
lement parvenus sont suflisamment petites pour que
nous puissions faire usage de la formule établie au.
u® VII pour obtenir les valeurs consécutives de A nous
accepterons donc, comme valeur approchée par défaut
de Aq, 5 (10A; — A,), etnousavons vu alafin dun® VII

.. . o AR 8
que la limite de P'erreur commise était — < R Cal-
/
culons % (104; — A;), par défaut, cn prenant Ay par
défaut et A, par excés; la limite de I'erreur commise

1 . 1 . 29 ,
o — A ! —_ - Y Mot
sera — (1o > 40+ 57) < 5 moindre que N Il ré

sulte de la que la valeur approchée par défaut et 4 moins

I
de 1 de

ol2

5 (0,081814133970 — 0,016363922185)

. , , N . 3
est aussi approchée par défaut de Ay 4 moins de TRED
d’ou

0,004090638236 <L A;-<C 0,004009063827 4.
On trouve de méme, par emploi réitéré de la méme
9
formule et en prenant les mémes précautions relatives a
Papproximation,

0,002045310357 -7 A;-C 0,0020453 10580,

0.,001022654206 <

A5 -7 0,001022654229.
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Nous avons ainsi trouvé des valeurs approchées de Aq
. . 38 . . 2 N .
a moins de ——, de A; & moins de 29 1 de Ag & moins
1012 jo12
23

1012

Ag est assez petit, comme nous allons le voir, pour
que nous puissions tirer tout le parti possible des
nombres que nous avons calculés, en tenant compte des
erreurs qui les affectent.

XI. Nous avons posé au n® V A= Dy— dx, nous
avons du reste vu, d’aprés le n° I, que

. dl.'-H = ])k+ (l/,l
on en déduit

div1=2d;+ Ay
Faisant varier A, on trouve

(lh = '),d;; - A;;,
ds = 2d', -+ 4,,

({,,: '),(]p_,l—i— "\I"'l'

Multipliant ccs égalités par les puissances décrois-
santes de 2 a partir de 277, on trouve, cn les ajoutant
membre & membre,

(1) dp=2P"3dy+ 204 A3 0P85 .. 28, o+ A, .
Si nous posons p = 8, nous aurons

b
(2) dy = )°d3-1'~ 2% A3+ 238, 4+ 22A5 - 2 8¢+ Aq.

Remplacons dans cette égalité (2) dy, Ay, Ay, .., Ay,
par les valeurs approchées par défaut que nous en avons
trouvées, nous aurons une valeur approchée par défaut
de dg, etla limite supérieure de 1'erreur commise sur dq
s’obtiendra en remplacant au second membre de 1’éga-
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lité (2) dy, As, ..., A7, chacun par la limite supérieure
de 'erreur commise sur ce nombre. _

Nous rapportons ci-dessous le Tableau de ce calcul,
en observant que nous n’écrivons que le numérateur de
la limite supérieure de chaque errcur, tous ces nombres
ayant pour dénominateur commun 10'2.

Sur une ligne horizontale nous écrivons séparément
la valeur approchée par défaut de d; et le numérateur
de la limite de ’erreur commise sur ce nombre. Nous
multiplions ces deux nombres par 2; les produits sont
placés sur la seconde ligne horizontale. A ces produits
nous ajoutons respectivement la valeur approchée par
défaut de Ay, et le numérateur de la limite de ’erreur
commise sur Ay; nous multiplions les sommes par 2,
el nous continuons de méme jusqu’a ce que nous ayons
fait I'addition de la valeur approchée par défaut de A; et
du numérateur de la limite de Perrcur correspondante.

15,257051688261 7
30,514103376522 14
32736610412 i
30,546830986934 I
61,093679973868 30
16363922128 57
61,110043895996 87
122, 220087791992 17
8181413397 4o
122,228269205389 214
214,456538410778 428
4090638236 38
244 ,46062904901 § 466
188,921258098028 932
2045310557 29
488,923303408585 961

De la nous pouvons conclure que dg admet pour valeur
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approchée par défaut 488,923303408585, et que la
.. , . 61
limite supérieure de Perreur est Ehiiy
[012

XIlL. Par le procédé employé au n° XI, on trouve
Végalité
m Vdpen=2nrdp+2n12, - an=2) ) -
’ { =23 pip—at+ dpin—g.
Si A est le nombre des cotés du polygone admettant
pour diamétre du cercle inscrit dp, dp,, est le diamétre
du cercle inscrit dans le polygone dont le nombre des
cotés est h>< 2%, et dont le périmétre est aussi repré-
senté par k >< 23 nous pouvons en conclure, d’aprés
Pégalité des rapports des périmétres de deux polygones
réguliers d’'un méme nombre de cotds a celui des dia-
meétres des cercles qui lear sont respectivement inscrits,

d . \ . .
que -’)'2-" est le diametre du  cercle inscrit, dans le

polygone régulier dont le nombre des cotés est b >< 2%
et dont le périmeétre est A,

Divisant les deux membres de la derniére égalité (1)
par 2%, on en déduit

d p+n

I 1 1
o :d,,—i— ;Ap—(—— ;‘;AI’+1+"’+;TLA1’+”“1'

On trouve de méme, pour le diamétre du cercle cir-
conserit au méme polygone,
)

Dy i 1 1 [
R dp+ 5 Ap+ = Apr1—+.. .+ o Aprr—1+ o7 Ap+n-
. . RT dp+
On voit facilement, d’aprés ces égalités, que 22~
o

N . D
croit avee n, landls (lllC -

2% déeroit dans les mémes

. N T N dp—+»rl bl
circonstances, toul en restant superreur a o d’unc
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quantité qui a pour limite zéro quand 2 augmente indé-

d/:+n ot =2 Dp+u

finiment ; du reste, o comprennent entre cux

le diamétre de la circoufércncc dont la longueur est k;
on peut donc considérer le diamétre de cette circonfé-
rence dont la longueur est & comme la limite vers la-

(
222 quand n augmente au dela de toute li-

quelle tend
mite, ¢t nous poserons

d p+n
on

O = lim

XIHL. D’aprés les inégalités établies au n® VI, nous
pouvons écrire

A, =4, = 4,,
2A A3 <A <4A
2=p T 8-p p+1 ~2 =
1 1 A" 1
38p41 _FA?7+1 <Apre <3dp+r,
1 T A: 1
7-\p+2 "‘EA7)+2 < -\p+3 < 2’-’5174—2’
........... e encecaccssnaesesnanny
1A —1A3 <A <A
p+rn—2 pHn—2 p+Hn—1 N2 =p+n—2,
1 1 1
Fpint—38pina= 0 =3Apin1—33pin—1.

Multiplions les nombres écrits dans chaque ligne ho-
rizontale par une puissance de § dont Pexposant soit
égal au rang de la ligne correspondante, ct ajoutons
membre a membre ces deux sériesd’inégalités ; on trouve,
en posant, pour abréger,

1 I

= -)\,+~—= A : —i-

- ) T 9 41 TT e e o 7T
o 7 02 7/

8 2n

1 T
SAp <
4

1/1 1 I A
o A3 3 i 3
o _<__ A = Abey e —A,,M_g),

14

1 I
I e S N
2 Sz -sp-i-nfvl -l = 2 A -i - By -\p+rt—~l'

Observons actuellement que les termes contenus dans
la parenthése qui donne la valeur de ¥ sont, toujours
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d’aprés les inégalités du n° VI, respectivement moindres

que les termes de méme rang de la progression géo-
métrique décroissante

1 1 1 1 1

A3 — > — A3 — A3

22 Al 23 > 23 Ay Py > (22)3 Aps .
Lo~ ay ! !

JR— — A3
938 (23)3 Pttty on = (211—2>3 AI”

il en résultera que ¥’ est inférieur au g de la limite de la
somme des termes de cetle progression, soit a

Deés lors, remplagant £’ par une quantité plus grande,
nous aurons

3
L . B
2 . 2+2 2(2v—1)
1 I
N - PRI
-~ 2 Ap —i - on+z Ap—i—w—!)
ou
1 1 A3 3 T
—Ap— —— Apypoy— — L — -z - A,— ——A —1.
2 "P T Gnaz Sptn—d 2(2"—1)<4 DR 5 P ongs mptn—i

Ces inégalités, ayant licu quel que soit n, auront lieu si
on le fait croitre au de la detoute limite, et comme, dans
ces conditions,

limS=0—d,, limi,, 1=o,

nous trouverons par cette hypotheése

I A3 3 P |
Ty 2 2a_ I
. 5 p 2 (or = D < 4(9 Clp) < > Ap?
d ou
2 2 Aj _ 2
(li’ - ;; AI’ - ? '[—!.; < (S ~ d/)'L‘ § Ap-
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On pent donce accepter comme valeur approchée par
exces du diametre de la circonférence dont la longueur
est k

dp—+ %Al,,
.. .2 A3
ct comme limite de 'erreur commise = I—g .
3

X1V. Nous reportant au n°® XI, le nombre des cotés
du polygone régulier, dont le cercle inscrit admet pour
diameétre dg, est

6 > 28 = 1536,
nous pouvons donc déduire du numéro précédent que

dg+2Ag

représente par excés le diamétre de la circonférence dont
la longucur est représentée par 1536.

D’aprés les valeurs numériques trouvées pour dy ct A,
ct tenant compte des erreurs dont elles sont affectées, on
trouve dans ce cas particulier

B8 < 488,923985179032;
la limite de 'erreur commise sur © est

1037
1012

. N . I , ~ g
Le quotient a moins de —; par défaut de 1536 par
10

488,923985179032
est
3,141592653585.

On peut prendre pour limite de ’erreur commise sur
3,2 <1037 .
12 X 1097 < TZF » d’ont

le jent 12— ——*
quotie 88,9 < 101

3,141502653585 < = <L 3,141592653593.
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. v e . . . 5
3, 141592653593 est done approché de = a moins de i

sans qu’on connaisse le sens de Papproximation.

On trouverait = en divisant @ par 1536.

NOTE SUR LA DECOMPOSITION D'UNE FORME QUADRATIQUE
A e VARIABLES EN UNE SOMME DE 72 — » CARRES;

Par M. BENOIT.

On sait que, pour exprimer qu'une forme quadratique
a m variables peut se décomposer en unce somme de
m —n carréds, il faut éerire que tous les déterminants
mincurs de Vordre n — 1 de son discriminant sont nuls;
mais les équations ainsi oblenues ne sont pas distinctes :
je vais chercher quelles sont celles d’entre elles dont
les antres sont des conséquences.

Soit d’abord le déterminant

1 2 m 1
a, (45 a |
|
1 m
a a’
A= 2 2
H 1 m
I Qm . A

Considérons 'un des mineurs de 'ordre 1 diflérent
de zéro, soit

al ai ... ahpn

N ay .. L. ayn
0 = Z 0.

1 Mnm—n

Y ap oo L. apTh
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¢t formons le déterminant suivant

al B 2

N al,
,. = - .. . .

D= . y
m--n {
' (('llll—/l M T a/)l—ll (I‘Ill——ll
! 2 . L. al
a9 i

dans lequel ¢ et j peuvent prendre les n valeurs
M—n 1, ..., M.
Posons

men+1 __ m-n+2 __ m__
DJ = 0, Dj = 0, ey Dj = 0.

Je dis qu’il résulie de ces équations que tous les mineurs
de Pordre n —1 de A formés au moyen des éléments des
m—n premiéres lignes et de la ligne de rang j sont
nuls. En effet, désignons par A4, AL, ..., AL A', les
coeflicients des éléments a\, a,, ..., a,,_,, a; du déve-
loppement de l')_'; par rapport a la derniére colonne, et
soit

I'une quelconque des colonnes des déterminants en
uestion, p pouvant prendre toutes les valeurs suivantes
1,2, ..., m. On aura, quel que soit p,

‘ . . ; )
Alal+Ayal+...+~A),_,ab,_,+ Aja; =o;

car le premier membre de cette équation n’est autre chose
que le déterminant D%, ot la derniére colonne est rem-
placée par celle que nous avons considérée plus haut.
Pour les valeurs de p plus petites que m — n ou égales A
m—n, ce déterminant est nul, puisqu’il a deux co-
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lonnes identiques, et, pour les valeurs de p supéricures
a m—n, il est encore nul, puisqu’il est alors égal au
premier membre de 'une de nos équations.

Si maintenant nous donnons a p les m — n -1 valeurs
correspondant aux rangs des colonnes de 'un quelconque
des mineurs de 'ordre n — 1 formés au moyen des élé-
ments des m — n premiéres lignes et de celle de rang j,
nous obtiendrons m — n —+1 équations linéaires et ho-
mogeénes par rapport aux m — n -+ 1 (uantités AL .,
Al,_.y A dont I'une au moins AL, qui est égale a ¢, est
dillérente de zéro; leur déterminant, qui n’est autre
chose que P'un des mineurs considérés, est donc nul.
Ainsi donc tous ces mineurs sont nuls.

Endonnantsuccessivement ajles valearsm—n—+1, ...,

m, on cst amené a poser les n* équations suivantes

m—n+y DYGER B p— m—n —
I)/n—lHl e Or ])Ill—-ll+1 = 0, LR ) D/n—n+l = 0,
m—n+1 _ m-—n —
) Dintl=0, ..c.iicivivey ooa, DOZR =0,
(1)
R R T R cescesaans
m—n+1 .- m—n __
Dm=n+l = o, ... R, D =0

m—n )

ct il en résulte que tous les mineurs de Pordre » — 1 de
A formés des ¢éléments des m — n premiéres lignes aux-
quelles on joint successivement 'une quelconque des
suivantes sont nuls.

En général, tous les mineurs de Vordre n—1 de A
sont nuls sans exception. Si, en eflet, nous considérons
Pune quelconque des combinaisons des m colonnes
m—mn—+1 am—n-+1, les mineurs de 'ordre 72 — 1
formés en prenant les m — n premiéres lignes de ces co-
lonnes successivement avee les suivantes sont nuls, ainsi
que nous l'avons reconnu précédemment, et si, dans
chaque combinaison des colonnes, I’'un des mineurs de
I'ordre n formé au moyen des éléments des m —n pre-
miéres lignes n’est pas nul, en raisonnant par rapport
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aux colonnes, comme nous 'avons fait par rapport aux
lignes, nous démontrerons que, dans chaque combi-
naison des colonnes, tous les mineurs de I'ordre 7 — 1
sont nuls; donc tous les mineurs de Vordre 72—t de A
sont nuls.

Examinons maintenant le cas ou A est le discriminant
d’unc forme quadratique & m variables. 11 cst alors sy-
‘métrique par rapport a la diagonale a}all; si 'un des
mineurs de Vordre n ayant ses ¢léments symélrique-
ment disposés par rapport a cette diagonale n’est pas
nul, on pourra 'amener a la place du déterminant o sans
détruire la symétrie. Celles des équations (1) qui sont
symétriques par rapport a la diagonale D2 #H1 D7 ont
leurs premiers membres identiques & cause de la sy-
métric du déterminant A; ces équations sc réduiront
donc aux suivantes :

M—n-+] m—n+2 ym—n —
Dihil=o. Diziii = o, LR D =0,

m-—-n+2 m--n _—
D/n—u+2 =0 o Dm—/H—.‘Z =

L | g—
B Diih=o

Leur nombre est égal i
n(n—1
b 3= LT
2

En vertu de ces équations, tous les mincurs de
lordre n—1 de A scront nuls si, dans chacune des
combinaisons des nz colonnes m — n 41 &4 m—n-+1,
I'an des mineurs de I'ordre n compris dans les m—n
premiéres lignes n’est pas nul.

Prenons, comme cxemple, le polyndme suivant

(A—=3)x24- (A= 5)y?2+ (A"—8) 52+ 2Bys+ 2B ws+2B"w);

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. V. (Janvier 1886.) 3
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il s¢ décomposera en un carré si tous les mineurs du
premier ordre de son discriminant sont nuls. Cn a

A-—S B” B’
A= B” A'—S8 B
B’ B A"—S

Soit A — S oj; si, en outre, B" ou B’ n’est pas nul, soit
B’ 03 dans chaque combinaison des colonnes deux a
deux, ’'un des mineurs du second ordre compris dans la
premiére ligne ne sera pas nulj les conditions sont alors

ou

, A—S B

(n l B’ A ‘: 0,
|A—S8 B

(2) Y B I—O,
A—S B’

(3) ) ROA—S \:°‘

La deuxiéme équation montre que B et B’ sont tous
deux diflérents de zéro ou tous deux nuls; dans le pre-
mier cas, on tirera de cctte équation la valeur de S, et,
en la reportant dans les deux autres équalions, on aura
les conditions

S :A—gﬂ =A'— .@ =A"— EE"
B B B"’
dans le deuxiéme cas, I’équation (3) donne S = A”, ¢t
I’équation (1) donne

CA— A" R”
B’ AT A
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Prenons encore comme exemple le polynome

Az?+ A'y?+ A"22+2Bys
+o2Bx3+2B2xy 4+ 2Cxt +2C'yt +2C"z¢1 + D2,

on a .
A B B C
N B A' B C
B B A" C"|
¢ ¢ ¢ ol

Pour que le polynéme se décompose en une somme
de deux carrés, il faut que tous les mineurs du premier
ordre de A soient nuls. Soient

B C

B

A B
B A’

# 0 et ‘ (#o;

alors, dans chaque combinaison des colonnes trois atrois,
I'un des mineurs du second ordre compris dans les deux
premiéres lignes n’est pas nul; les conditions seront donc

D%:O, D;;:O, Dﬁ:o

ou

A B B A B G A B C

%B” A B|=o |B A C|=o0 |B A C|=o.
B B A B B C cC ¢ D

Pour que ce méme polyndme soit décomposable en un
carré, il faut que tous les mineurs du second ordre de A
soient nuls.

Supposons qu'on ait Ao, et qu'en méme temps
deux des autres éléments de la premiére ligne ne soient
pas nuls, par exemple B” et B'; alors, dans chaque com-
binaison des colonnes deux a deux, les mineurs du troi-
siéme ordre compris dans la premiére ligne ne sont pas
tous nuls, ¢t I'on a les conditions

D}=o0, Di=o, Di=o, Di=o, Di=o, Di=o



ou
A B A B A C
= 0, = 0, = 0,
B" A i l B" B B '
’ A B I A C| A C
= 0, = 0, = 0.
B A B ) C D

SU.R UNE FORMULE D'ANALYSE;
Par M. F. GOMES TEIXEIRA,

Professeur a I’Ecole polytechnique de Porto, ancien professeur
H
a I'Université de Coimbra.

I.e but de cette Note est de démontrer le théoréme

suivant, que je crois nouveau :

Si les fonctions f(x) et F(x)et leurs dérivées f'(x),
F'(x), f'"(x), F'(x), ..., f™(x), F"(x) sont finies
et déterminées pour toutes les valeurs de x qui sont
comprises dans l'intervalle (x,, x), nous avons la for-

mule

‘ flx)—fleq) —...— (-iti—;ﬂf'(rov
- (r — xg ) !
| F(2)— F(xy) ...~ f_—“—“fk(zo)
(1) {
N (x — 2o )1+ I(:r—xn) o
' “"(-L.:)—!"——"... (I}L—H' /" (-To)—r—R
(x-—.zro)AH , Az — T )" \ ’
(A—;-])' T T T A =0T Fnt(ae) R
ou
R — (x —x5)(1—=0ym- ’f’"[z‘“—r—f)(x——:ro)]
(m—1)T
R — (:r-—xn)(l—ﬁ)" 'F"[xo—i—a(.z—xo)]
(n—n)!

H etant comp/'is entre o et 1.
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Pour démontrer ce théoréme, considérons la fonc-
tion

§(3) = f (@) + (@ =) [ (2) . . T T fi(y)

(Z‘ — 3 )m—l

T /T

k
—[F(xo)—l—(x—a'o)F’(_zo)—i— . +(i—l‘»'r°) Fk(xy)

—F(z)—(x-—z)F’(z)——...—(z“")-r—l*" -1(s )]

(=)t
S (@)= f(@0) — (@) [ () —...—— LT g (=)
@)= F (o) (2 — o) ' (srg) o A’“ Fh(rg
En lui appliquant la formule connue
(2)  e(@)=o(m) + (z — o) ¢ [ @+ 0(z — o)),
on trouve le résultat
0 = f(@n)+ (@ —a0) S (20) o T piry

(7'—""0)"

—f(@y) —(x — 20) f'(20) —. .. W:)'__fm 1 ()

— [F(z‘o) (2 — 2y) F'(20) 4. oo (—-7(—,@ F*(z4)

—F (@) —(@—a0 F (z)—..— T2l Fagay) |

J(@) = fag) = T fuy)

<

F(@) — F(20) —-..— 200 iy

. p— m— — 0 ym—
+(x_x0)3_(m x?m_l(:)! .) lf”’[.z'o—e—()(x—.7:‘,)]

(x__ zo)n—-l(l___ ﬁ)n—)
(n—r)!

f(2) = f(2g) —n..m (‘”—‘.“—")'f"(xo)

Frlzo+0(z — )|

=

— k
F(2)— F(2y) —...— 2 o) F‘(zo
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De cette formule, on tire la formule (1) que nous vou-
lions démontrer, en supposant

msi—+1, nsk 1.
I. SiTon pose, dans la formule (1),
F(z) = (x—xy)", k=n—1, {=m—1,

ct, par conséquent,

F(w,) =0, F'(xy) = o, R Frn=1(z,) = o,
Fr(zy) =n!, Felay+ 0(x — xy)| = n!,
on a
(x — )m—l .
Sf(x) ——f(mn)—...—_(;l_“]—)!fm-n(xo)
(@ — @)™

__(_n—l)!(x—xo)'"(l-—0)'”-1_/'"[1'0-;—O(x—xo)]ﬂ
T alt(m— )& —z) (1 — 0t Frlzy+ 0(z — 24)]

ct, par conséquent,

— zy )m—1
Sfx)y=f(@o) +(2—20) f' () ...+ %?_—?)T—

({1;_ xﬂ)ln(l _— ())m»n
(m—1)ln

Fri(zo)

Jrlxy+ 0(z— 2y)].

On obtient ainsi donc la formule de Taylor avec I'ex-
pression du reste de MM. Schlomich et Roche.

IL. Silon pose, dans la formule (1), i =k =n—1,
on trouve

- (_,1,- — .’IJO)”_I'/””_‘(.’L'“)

J(Z)—f(zg)—...

(n—n!
— n—1 Fn—1
CV(2) — F(zg) —. .. — ﬂio;l_llj: (@9)

. f’l[.:r.,—i—()(:l'—xo)].
T Fray+ 0 (@ — z,)]

On peut voir cette formule dans le Cours de Calcul
infinitésimal de M. Hoiiel, ou elle est démontrée au
moyen d’intégrations.
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III. Silon a

S (xy) =0, S'(xry)=o, Ceey [ zy)=o,

FI(‘TO) =0, F”('TO) =0, ey F"_l(z‘o) = 0,
il vient la formule bien connue

S(@) —f(@0) _ frlro+0(x—ay)]
F(z)—TF(z)  Frlag—+ 0(x — x)]

SUR UNE GENERALISATION DE LA QUADRATRICE;
Par M. G. FOURET.

1. Les courbes dont D'équation polaire est de la
forme

w— %
1 o =a —
() ! sinw

sont Intimement liées a la Quadratrice de Dino-
strate ('), qui correspond au cas particulier ou « est nul.
Le mode de description mécanique de ces courbes, qui
résulte immédiatement de leur équation, est analogue
de tout point & cclui par lequel les géométres anciens
définissaient la quadratrice. Une analogie plus remar-
(uable encore réside dans ce fait que ces courbes peuvent
étre considérées comme les projections orthogonales

(*) Cette courbe est célébre a plus d’un titre : on sail notamment
que les Anciens la faisaient servir a une prétenduc solution des
problémes de la quadrature du cercle et de la trisection de 'angle.
Il est trés présumable, et M. Paul Tannery a ajouté dans ces der-
niers temps (Bulletin des Sciences mathematiques, 2* série, t. VII,
p- 278) un nouveau degré de probabilité a cette opinion, que la
quadratrice est, parmi les courbes transcendantes, la plus anciennc-
ment connue.



( 40 )
des sections planes d’une méme surface de vis a filet
carré, arbitrairement choisie, sur un plan perpendicu-
laire & U'axe de cette surface.

Conformément a un théoréme bien connu dii & Pappus,
on obticnt une quadratrice proprement dite, lorsque le
plan sécant passe par une des génératrices rectilignes de
la surface de vis.

La généralisation que je viens d’indiquer du théoreme
de Pappus avait déja été signalée par Chasles, dans une
note au bas de la page 32 deVApercu historique (2° édi-
tion), sauf une légére errcur consistant a assimiler la
courbe obtenue a une conchoide de la quadratrice ordi-
naire. Il m’a paru de quelqueintérét de rectifier I'énoncé
donné par I'illustre géométre ct d’établir, par la dé-
moustration simple qui va suivre, le résultat exact.

2. La figure étant rapportée i deux plans de projec-
tion, 'un, le plan horizontal, perpendiculaire 4 I’axe de
la surface de vis, ct contenant une génératrice paralléle
au plan (P) dela section, I'autre vertical et perpendi-
culaire & ce plan (P),- cherchons 'équation polaire de
la projection horizontale de la courbe de section, en
prenant pour pole le pied O de Paxe de la surface, ct
pour axe polaire la génératrice O & perpendiculaire i la
ligne de terre.

Soient i I'angle du plan (P) avec le plan horizontal,
i le pas de la surface de vis, ct & la cote O'O” du point
(0,0”) d’intersection du plan (P)avec I'axe de la sur-
face. Imaginons un plan horizontal quelconque rencon-
trant I'axc au point (O, 0”); il coupe la surface de vis
suivant une géncratrice dont la projection horizontale
OG passe par le pied dePaxe, cetle plan (P) suivant une
perpendiculaire au plan vertical sur laquelle on obtient
immédiatement un point (M, M) dela courbe de section.
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TN
Posons OM=¢ et MOx =w.On a

-~

. . h
O"M' = 0"0" x coti=(0'0"— 0'0") coti = ( )—: — /c) cott.
Mais, MN étant la perpendiculaire abaissée de M
sur Ox, on a d’autre part

O"M' = NM = psinw;
on en conclut

. hw .
psinw = ( — — k] cot{,
\ 27
ou bien
N L
) P= e
en posan[
hcott
(2) a = ’
27
A.
3) A=27 —-
(3) 7

On retrouve ainsi 1'équation de la quadratrice gé-
néralisée, qui devient la quadratrice elle-méme, dans
Phypothése ou «, ¢’est-a-dire &, est nul, ce qui revient 2
supposer que le plan passe par une génératrice de la
surface ().

3. Il est a remarquer qu’en coupant une surface de
vis a filet carré arbitrairement choisie par des plans de
position et d’inclinaison variables, on peut obtenir toutes
les courbes que donne I'équation (1), quand on y fait
varier & volonté les paramétres a et a. Cela résulte de
ce que, pour une valeur donnée de %, on peut, en vertu

(*) II est plus exact de dire que, dans ce cas, la courbe de section
se décompose en deux parties : la génératrice contenue dans le plan
sécant, et une courbe qui se projette suivant la quadratrice.
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des relations (2) et (3), choisir 7 et k, de maniére a avoir
pour a et « telles valeurs que I'on veut.

On peut remarquer encore que les divers plans pas-
sant par une méme droite perpendiculaire a I’axe de la
surface de vis fournissent un systéme simplement infini
de courbes défini par I'équation (1), dans laquelle a
varie scul, 2 restant constant. On obtient le systeme
simplement infini répondant au cas ou o varie seul,
@ restant constant, en coupant la surface de vis par une
série de plans paralléles.

%. On pourrait construire la tangente en un point
quelconque de la quadratrice généralisée, soit en s'ap-
puyant sur son mode de génération mécanique ct se
servant de la méthode de Roberval, soit en la faisant dé-
river, comme on vient de le voir, de la surface de vis a
filev carré et appliquant les procédés de la Géométrie
descriptive. Mais on arrive a une construction plus
simple, de la maniére suivante.

Portons sur la partie positive de I’axe polaire Ox, un
segment OA = a, et supposons construite la courbe in-
verse de la courbe (1), en prenant le point O comme pble
cta® comme paramétre dela transformation. L’équation
de cette courbe inverse étant, par suite,

sinw
$ f=a :

w—a’

l'angle V, formé par la tangente en un point quel-
conque M, de cette derniére courbe ('), avec le rayon

(*) Cette courbe est la projection, sur un plan perpendiculaire a
T'axe, d’une surface de vis & filet carré, de la courbe d’ombre de
cette surface éclairée par des rayons convergents (/Nouvelles An-
nales, 3° série, t. XIX, p. 33).
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vecteur qui y aboutit, est donné par la relation

p1 asinw
t,angv:: _ = ——
o4 a cosw — py

Or, P étant la projection de A sur OM,, on a

asinw = PA, acosw = OP, acosw —p; = PMy;

d’oul’on conclut que I'angle V est égal a I'angle A/Mﬁ’,
et par suile que la tangente en M, a la courbe (4) passe
par le point I symétrique de A par rapport a OM, ().

Cela posé, linversion qui nous fait passer de la
courbe (4) a la courbe (1) transforme la tangente M, I en
une circonférence qui touche la courbe (1) au point M
inverse de M,, et qui contient les points O et I, ce der-
nier point n’étant pas atteint par la transformation,
puisque 'on a

Ol =0\ = a.

. AN . ‘
Mais I'angle OIM est inscrit dans un segment capable
de Pangle formé par le rayon vecteur OM et la tangente
en M a la courbe (1) dirigée dans le sens ou croit 'angle

. - N o )
polaire. D’ailleurs les angles OIM et OAM sont égaux,
étant symétriques par rapport a OM.

Par suite, la tangente & la quadratrice ordinaire ou
genéralisée, en un point quelconque, fait, avec le rayon
vecteur qui y aboutit, un angle égal & celui sous lequel
ce rayon vecteur est vu d un certain point fixe.

(*) Cette construction a déja été obtenue précédemment, comme
cas particulier d’'un probléme plus général (loc. cit., p. 33).
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LE DETERMINANT DE SMITH ET MANSION;
Pan M. Ernest CESARO.

,

1. Soit ¥(Z, j) une fonction quelconque du plus
grand commun diviscur de 7 et j. M. Smith a trouvé la
valeur du déterminant

F(r,1) F(r,2) F@u,3) ... F@,n)
F(2,1) F(2,2) F(2,3) ... F(2,n)
D=|F(3,1) F(3,2) F(3,3) ... F(3,n)

’

F(n,1) F(n,2) F(n,3) ... F(n,n)

dans le cas particulier de F(x)=a. M. Mansion a
donmé, cnsuite, I'expression générale de D. Ayant ima-
. giné une fonction £, telle que I'on ait, pour toute valeur
de x,

F(x)=f(a)+f(b)+ f(c)+...,
ou a, b, c, ... sont les diviseurs de ax, M. Mansion a
trouvé

(1) D=/()f(2)f(3).../(n).

Soit u(x) une fonction généralement nulle, mais
égale a (— )7 lorsque x est le produit de © facteurs pre-
miers,inégaux. Si la fonction F est donnée et sil’on veut
connaitre f, on ala formule

(2)  flx)=n (3_:) F(1)+ p (2) F(2)+ (“"g) F(3)+....
2. Les études des géométres sur le déterminant D se

bornent a la formule (1). Dans I'article Determinanti in
Aritmetica, inséré au Journal de Battaglini (1885),
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nous avons fait connaitre d’autres résultats, et, en par-
ticulier, nous avons démontré que le complément algé-
brique de I'élément F (i, j) est donné par la formule

Vo1
ct nous en avons déduit que A; j est nul lorsque le quo-
tient du plus petit commun multiple par le plus grand
commun diviseur de ¢ et ] admet des facteurs carrés.

3. En nous aidant des relations qui précédent, nous
allons chercher la valeur du déterminant

| G G(1) G(2) ... G(n) |
G(1) F@,1n F(,2) ... F{,n)|

A=| G(2) F(o,1) F(a,2) ... F(2,n)],
G(r) F(n,1) F(n,2) ... F(n,n)

que nous écrirons, sous forme abrégée, comme il suit @
oG G(i)

A= . L)

| G(/) I‘(l; /) n

Il est évident que
A= (}D—E G(i)G(j)Ai
0o
i etj variant séparément de 1 a n. On a donc, cn vertu
de (3) et en supposant, pour simplifier, C =o,

=0 3 s Bocaoun (7)x (3):

Or il est cl::i: lquc
ZG(i)G(j);x(%.) p.<}>:}G(l)p(\%)-—i—»(}(z)p(l’i) *22
irf

.
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cl, par suite, sil’on imagine une fonction g, qui se dé-
duise de G, comme la fonction f a été déduite de I, on
peut écrire, en ayant égard a (2),
; N £
S=—f ) f3) S0 X5

v=1

Par exemple,

i o ¥ii

|

I )

o =—=fD (). f(n - f(2) ...+ f(n)l.
Fij) Hl,j)“” VA YA S )+ (2) |
Autre exemple : Si I'(x) est le nombre des diviseurs
de x, et G(x) le nombre des diviseurs premiers de x,'le

déterminant '
o G(7) [

il
i |

! U

GG FU ) e

représente, en valeur absolue, la totalité des nombres
premiers, non superieurs a n.

4. Cherchons, de méme, la valeur du déterminant

!
[

n

v “ o G(7)
PG Ay

La considération du déterminant réciproque de D con-
duit immédiatement a la formule

v =_])n—'2EG(i)G(j)F(i, J)
i
Ordonnons le second membre par rapport a la fonc-
tion f. Il est clair que I'on trouve £(v) pour les couples
de valeurs de 7 et j, choisies parmi les multiples de v,
non supérieurs a n. Conséquemment

v=n

Ve—Drz Y [.fm% GO+ Glav) .G [’{J ,)H

V=1
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Par exemple, pour G(x)=1, on trouve

V=—Dn2 En[g]zf(v).

v=1
Si 'on imagine une fonction F,, définic par la rela-
tion

Fo(ey= 220, L0) (0)

. [) -+ o T eeeg
on obtient définitivement
° — n—zy:” F,( F
W Fals IOVORIEY 2_32 o =T

Comme dernier exemple, faisons G (x) = x, de sorte

que
S 2T

Aprés quelques transformations simples, on obtient

vy=n

[/ (2)... f(n)]=2 ¥ vFo().

v=1

W

CORRESPONDANCE.

Extrait d’une Lettre de M. le D™ Louis Saalschiitz,
professeur extraord. de U’ Université de Konigsberg.

Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. 1V,
3¢ série, p. 57, se trouve un petit Mémoire de M. Her-
mite sur une identité trigonométrique, dans lequel le
grand analyste démontre un résultat de M. Glaisher en
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lui donnant en méme temps une plus grande extension.
Mais la formule employée par M. Hermite, dont I'origine
est due a Cauchy, permet d’ajouter une autre relation
trigonomélrique encore inconnue, comme je le crois.
Soit donc '

sin(r —h))sin(xr—Dy)...sin(xr—0b,)
sin(Z —ay ) sin{x —a,)... sin(x —a,)’

(y  flz)=

) . . v
d’ot 'on tire, en faisant 5 = ei*

2

Yy

) =1,

(te—byi— eb,i)(/(,_ll?l‘_ ey, (te—bnf— elr,,[)
(te »a,:_eu,i)ueAu,i_eu,{'}.”(\[e ~anl— gunl) )

(2) flr)=F(t)=

Maintenant la formule connue de Cauchy énonce

(3) F(U:Erés;‘(‘m + F(z)d;.

—3 awi,) 5 —1

Pintégrale prise autour d’ume assez grande partic du
plan enfermant au moins tous les points ou I'(z) de-
vient infini et dont la circonférence est fermée par unc
courbe quelconque. Mais, si nous pesons

el = o, 2t = oy, cees o2l = g,
nous pouvons écrire
F(Z) (ze«h,i_ eby )(z(’—/’zi— ebil)y, | (ze—bni— byl

Tt B=0NGE—a)(E— ). (5 — ay) e @it

et le résidu de cette fonction correspondant au pole
N . . 1 N
z = a, ¢’est-d-dire le coefficient de ——— présde s=g,
5 —

s¢ trouve

_ (a4 e—bu eb|t')( 2y e—byt ebzi)‘ . '(11 e—bni — e”u’)
(o — ) (o — 2 ) (o — ag). .. (% — %) e~ @tautotayl

ou, en multipliant le numérateur et le dénominateur
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par eTna,

(e(a,—lz,)i_ e—ta,=b)i ). (era—b)i 0—(14,-—1),,)1‘)

T (a— ) (e @i e mayl) (gl g=ldymanll) g—2ast ?

sin(ay— by)sin(a;— by)...sin(a;—b,) 2ix
T sin(a;— az)sin(ay— az)... sin(a;— a,) a;— ¢t

En conséquence de cette expression et des expressions
pareilles pour o, «;, ..., a,, on trouve la somme des
IF(z)

;> si 'on désigne, pour abréger,

résidus de

sin(ay; — by)sin(a,— by). .. sin(a;— by,)
sin(@;—dasy)sin(a;—az)... sin(d;— a,)

par Ay,

sin(@y— 0))sin(a@,— Do), .. sin(a,—b,)
sin(a@s— ay) sin(ds—ay). .. sin(a—a,)

& . 1 (3) ./ Ayu Ao, Ay,
(6) 2 pcg,i__‘ =g (ML R Ontay,
{1 —3 %y —1 dy— 1 Ay —

Considérons maintenant I'intégrale de la formule (3)

Y ::'/‘ F(zz(]:..

par Ay,

Par la substitution qui suppose la circonférence comme
cercle

ct, en prenant R trés grand, il résulte de la formule (2)

e—(l),+l;,+...+b,,)t
F(z) ja— — = elayraAa,—by—by—...—b,)i
e—\y+agtoAapil '

et, puisque la quantité ¢ peut étre supprimée en face de
z,0n a

ds .
< = i dy,

ct, par la, cn intégrant autour du cercle ayant le
Ann. de Mathémat.. 3* série, t. V (Janvier 1886). 4
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rayon R,
T2 ls . ..
(7) Y= /1 —L_){—/ == 24w| cos(s) 4 (sin(s)],
oA
ou s est éerit au lien de

()4 Uyme e o y— Oy — Do — . . — D).

‘n combinant les formules (6) et (5), nous recevons

de (3)

‘ F(1)= — i AVE Aoty . Ay ap D
()= — 9| ——— = = e =
(8) \t— Ay — ¢ i
( -+ cos(s) —+ ¢ sin(s).
Mais
% e2a4l
o4y — ¢ = el g2’

d’ou T'on conclut facilement, en muliipliant le numéra-
teur ct le dénominateur par (=2 — e=2et),
%1 1

prsi T [t—icot(ay— )],

de méme
.2

%y T

1, .
:;“_zcouag——-t)l‘

Par cela, il vient de (7)

‘ F(ty=/(r)=—Ajcot(ay—x)— Ascol(@r—a)—. ..
(9)! — Ay cot(a,— )+ cos(s)
( — ([Ar+ Az ... Ay—sin(s)];

ce qui donne, si Pon sépare ce qui est réel de ce qui
st imaginaire,

{ sin(a;— by)sin(a,— by)... sin(a;—by)

SN (g —ay) sin(ay—ag)... sin(a;—ay,)

(10)" sin(@,— Oyp)sin(a,— 06y)... sin(a,— by)

- gin(a,l———a,)sin(a,,maz)... sin(a, — ap—y )
=sin(@+ s+ ap— 0y— by—...— by),
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ce qui est la formule de M. Hermite, et encore

sin(x — by)sin(x — by)...sin(z — b,)
sin(x — ay)sin(x —as)...sin(x—a,)
sin(ay— by)...sin(a;—by)
sin(a;— a,)... sin(a;—a,)

() ¢ si.n(ag-—l)i)... sin(az— b,)
sin(ay—ay)... sin(a, —a,)
e .
sin(ay,— b1)...sin(a,— by)
sin(@,—aqg)...sin(a, — a,_;)
G cos(@+ay+...+a,—by—by—...— by),

cot(x — ay)

cot(w — a,)

cot(z — a,)

ce qui est la formule annoncée.
Soient, pour spécialiser cette formule (11),

™ T ™
bx:fll—l—‘—a [lg:a2+—7 ey b/LZaIl+_'
2 2 2

Alors d’elle sortira

(—1)2cot(z — ay)... cot(x — a,)
= (—n[cot(ay— az)... cot(a;—az)cot(x —a;)+...

. ™
“+cot(ap—aq)...cot(@,— an_q)cot(z — a,)] + cos<n;>
ou, cn faisant x = a,,

’

([ cot(@y— ay) cot(@y— as)... cot(ag— ay,)
(1) ‘ -~ cot(a;— ag) cot(ay— ay)... cot(@j—ayp)—+...
) . nw

- cot(a,— ay) cot{a,— ay)... cot(a,— ap—y) = cos <—;—>(—1),,,
¢’est-a-dire

o si n esl impair,
= "—L - .
[ (—1)% si n est pair.

—~
04

Mettons, daus la formule ¢r1), = — a au lieu de x;

2
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alors nous aurons

" cos(x 4+ by)cos(x + by)...cos(x <+ b,)
CoS(& + @y ) COS(Z + dz). .. COS(XT =+ ap)

sin(ay;— 01)...sin(a;— b
= ! 1.) - (o) ")tang(r-;- ap)
sin(a;—ag)...sin(a; — ay,)

sin(ay— by)... sin(a,— b,)

(13) Rt : tang(z + a,
sm(((g——a,),_,sm(az_a”) o\ 2)

N sin(a,— by)...sin(a,—by,)

. - - tang(x + an)
sin(@p— ). sin(@p—=ap_y) = "

\ +cos(a+ay~+...+ap,—by—by—...—by).

. .. . . r a,
Si nous éerivons enfin, dans cette formule, =

as by by

—Trtens T S el POUL T, gy @ay ey by, by, ..., 1o

nombre 7 croissant jusqu’a l'infini, clle produira

(ay— by)(ay—b3)...(ay—by) . )
(ay—as)(ay—ay)...(ay— (1,,’)((“— bi)(ar—a)
(as—b1)(ay—b3)...(az—0by)
- (ay— a))(ar—ay). .. (ar—ay)
(@p—bi)(ay—05)...(ap— b,_y)
(14) (ap—a))(ap—as)...(ap— ay_y)
= % %((11— bl\)(al - bl -+ 2‘1‘)
+(as— by)(ar+ by=-2)
B P e

(ag—by)(as+a)—+...

(n—by)(ap—+a)

“(ap—by)(ap+ b,+2x)
+[(ay— b))+ (ag—by) +...-(a,— l),,)]izA

Voila unc formule algébrique qui contient deux rela-
tions en comparant les cocfficients de x? et de x. En
appliquant la méme méthode aux formules (11) ct (12),
il en sortira des identités culéricnnes trés connues.
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BIBLIOGRAPHIE.

Exercices DE GEOMETRIE ANALYTIQUE ET DE GEOMETHIE
SUPERIEURE, & 'usage des candidats aux Ecoles Poly-
technique et Normale et a 'Agrégation, par J.
Keehler, ancien Répétiteur a I'Ecole Polytechnique
ct ancien Directeur des Etudes 4 I'Ecole préparatoire
de Sainte-Barbe. Questions et solutions; premiére
Partie : Géométrie plane. 1 vol. in-8° de vi-347 pages,
avecfigures dansletexte. Paris, Gauthier-Villars, 1886.
Prix : gf.

Il est inutile d’insister ici sur l'importance du role que
jouent les Exercices dans 'enseignement des Mathématiques.
Cette importance est manifeste. Les Exercices ne sont pas
seulement un complément utile, mais véritablement une partie
intégrante de l'enseignement, sans laquelle le reste n’est que
lettre morte. 1lls doivent entrer pour une part égale a celle de
la théorie dans les Cours de Mathématiques, comme cela, d’ail-
leurs, a lieu dans les examens.

Les Ouvrages didactiques offrent bien, en général, en fin de
Chapitres, des Recueils d’exercices; mais ils se bornent, sauf
pour de rares exemples, & en donner les énoncés.

Aussi a-t-on dés longtemps reconnu la nécessité d’avoir des
Ouvrages spéciaux consacrés aux seuls exercices, et ou les so-
lutions se trouvent développées.

On en posséde d’excellents relatifs aux Mathématiques élé-
mentaires (Desboves, Fréres de la Doctrine chrétienne, etc.),
au Calcul différentiel et intégral (Frenet, Tisserand, Villié, etc.),
a la Mécanique (P. Jullien, de Saint-Germain, etc.), 4 la Phy-
sique méme (Chevallier et Miintz, Edme Jacquier, etc.); mais il
faut avouer qu’en ce qui concernc les Mathématiques spéciales
notre littérature mathématique francgaise présentait une lacune.
Cette lacune, un professeur distingué, auquel une longue ex-
périence de I'enseigncment avait signalé ce desideratum,
M. Keehler, vient de la combler.
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M. Kcehler nous offre un Recueil d’exercices de Géométrie ana-
lytique et de Géométrie supérieure en deux Volumes. Le tome I,
consacré a la Géométrie plane, vient de paraitre. Le tome II,
véservé a la Géométrie de I'espace, ne tardera pas a le suivre.

Bien qu’on ne puisse encore juger de I'ceuvre que par sa pre-
micre moitié, on peut dés a présent émettre a son endroit I'o-
pinion la plus favorable. Cette premiére Partie constitue, en
cffet, déja, a elle seule, un Ouvrage fort important et fort bien
fait.

L’auteur ne s’est point astreint & suivre, dans la rédaction de
son livre, les programmes officiels : il s’est attaché aux théories
(ui lui ont semblé présenter le plus d’intérét au point de vue
géométrique, a celles qui se prétent aux développements les
plus nombreux et les plus attrayants; il a particuliérement in-
sisté sur celles que 'enseignement classique, limité par les pro-
grammes officiels, doit forcément un peu délaisser et qui pour-
tant sont aujourd’hui de la plus haute importance en Géométric.

Le Chapitre I est consacré aux cercles et systémes de cercles.
Nous y remarquons des problémes intéressants sur les quadri-
latcres ct les triangles a la fois inscrits dans un cercle et cir-
conscrits @ un autre cercle.

Le Chapitre II renferme des problémes sur les coniques
(propriétés des tangentes, pdles ct polaires, dlamctrcs, tri-
angles inscrits ct circonscrits, foyers, etc.).

Le Chapitre IV est également relatif aux coniques; mais les
problémes traités ici se rapportent aux normales et aux tri-
angles a la fois inscrits dans une conique et circonscrits a une
autre conique. On trouvera la de jolis théorémes, démontrés
d’une maniére tout élémentaire.

Dans les deux Chapitres précédents, I’équation des coniques
¢tait prise sous forme réduite. Au Chapitre IV, I'auteur envi-
sage ces courbes comme définies par I'équation générale du
second degré. Il détermine divers lieux géométriques qui se
rattachent a des systémes de coniques satisfaisant a certaines
conditions données. C'est une catégorie de problémes a laquelle
appartiennent bon nombre de questions posées dans les exa-
mens.

Le Chapitre V contient des exercices relatifs aux intersec-
tions de coniques, aux coniques tangentes et osculatrices, et
donne licu a la méme observation que le précédent.
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Le Chapitre VI est consacré a Pexposition d'une méthode
importante, celle des coordonnées trilinéaires, que Pon se con-
tente d’effleurer dans les Cours et que auteur développe avec
assez de détails pour que le lecteur puisse en faire unc appli-
cation courante. M. Kehler a réuni 1a, en ce qui concerne la
ligne droite, le cercle et les coniques, un grand nombre de for-
mules éparses dans divers Ouvrages et qui se prétent a la solu-
tion de bien des problémes rebelles aux méthodes classiques.

Dans le Chapitre VII, l'auteur donne des applications trés
nombreuses, trés intéressantes, des formules générales établies
dans le Chapitre précédent. On y trouve notamment une
¢tude analytique des points et du cercle de Brocard, divers
problémes traités par les coordonnées tangentielles, des appli-
cations de la théoric des invariants et covariants d'un systéme
de deux coniques, une étude probablement inédite d’un sys-
teme harmonique de trois coniques, etc.

Le Chapitre VIII traite des applications de la Géomdtrie su-
péricure aux scctions coniques. L'auteur, en cette partie de son
Ouvrage, a pris pour guides les travaux de Chasles, Cremona,
ct, comme il nous le dit lul-méme dansla Préface, les Mathe-
matical problems de Wolstenholme. Un appendice a cc Cha-
pitre est consacré aux triangles et polygones ala fois inscrits
et circonscrits a des coniques. On y remarquera une démonstra-
tion nouvelle du célebre théoréme de Poncelet.

Enfin le Chapitre IX est réservé aux courbes d'ordre supé-
ricur. Il renferme, entre autres, des propri¢tés intéressantes des
cubiques ct la détermination du rayon de courbure, ainsi que
la recherche de I'équation du cercle osculateur ¢n coordonnées
trilinéaires, questions qui n’avaicnt probablement jamais été
traitées. :

Nous devons, faute de place, nous borner a cette rapide ana-
lyse, qui ne peut donner qu’une idée bien imparfaite de I'Ou-
vrage. Il nous est impossible d’énumérer les sujets trés nom-
breux auxquels a touché Pauteur, mais nous sommes certains
que les personnes qui, sur ces seules indications, auraient le
désir de connaitre ce Livre en apprécicront toute la valeur et
toute Voriginalité. '

I’eeuvre de M. Keehler sera utile a la fois aux maitres et aux
éléves; aussi bien est-il permis d’avancer, dés aujourd’hui,
qu’elle est destinée & devenir promptement classique.

Nous ne terminerons pas sans louer le soin merveilleux
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apporté par notre grand éditeur, M. Gauthier-Villars, a 'exé-
cution typographique de ce Volume, comme a celle d’ailleurs
de toutes les belles publications qui sortent de ses presses.
MauRrIicE D'OCAGNE.

INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS D' UNE VA-
wiasLe; par Jules Tannery, Sous-Directeur des Etudes
scientifiques a I'Ecole Normale supérieure. In-8°.
Paris, A. Hermann, 1886. Prix : 10'.

Quoique les vérités mathématiques se déduisent, dans un
ordre rigoureux, d’un petit nombre de principes réputés évi-
dents, on nc parvient point a les posséder pleinement en
commengant par ces principes, en en suivant pas a pas les
dé¢ductions, en allant toujours dans le méme sens du connu a
inconnu, sans jamais revenir en arriére sur un chemin ou
I'on n’a rien laissé d’obscur. Le sens et la portée des principes
¢chappent au débutant, qui saisit mal la distinction entre ce
qu’on lui demande d’accorder et les conséquences purement
logiq'ucs des hypothéses ou des axiomes; parfois, la démon-
stration lui parait plus obscure que I'énoncé; c’est en vain
qu'il s’attarderait dans la région des principes pour la mieux
connaitre, il faut que son esprit acqui¢re des habitudes qu'il
n’a pas, qu'il aille en avant, sans trop savoir ni ou il va, ni d’ou
il part; il prendra confiance dans ce mode de'raisonnement
auquel il lui faut plier son intelligence, il s’habituera aux sym-
boles et a leurs combinaisons. Revenant ensuite sur ses pas, il
sera capable de voir, du point de départ et d’un scul coup d'eeil,
le chemin parcouru : quelques parties de la route resteront
pour lui dans 'ombre, quelques-unes méme seront peut-étre
entiérement obscures; mais d’autres sont vivement éclairées ;
il sait nettement comment on peut aller de cette vérité a cette
autre; il sait ou il deit porter son attention; ses yeux mieux
exercés arrivent a voir clair dans ces passages difficiles dont il
n’aurait jamais pu se rendre maitre s’il ne les avait franchis;
il est maintenant capable d’aller plus loin ou de suivre une
autre direction; il entre en possession de vérités nouvelles qui
s’ajoutent aux vérités anciennes et qui les éclairent; il s’étonne
parfois des perspectives inattendues qui s’ouvrent devant lui et
lui laissent voir, sous un aspect nouveau, des régions qu'il
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croyait connaitre entiérement; peu a peu les ombres disparais-
sent et la beauté de la Science, si une dans sa riche diversité,
lui apparait avec tout son éclat.

Ce qui se passe dans I'esprit de celui qui étudie les Mathé-
matiques n’est que 'image de ce qui s’est passé dans la création
ct Vorganisation de la Science; dans ce long travail, la rigueur
déductive n’a pas été seule a jouer un role. On peut raisonner
fort bien et fort longtemps sans avancer d’un pas, et la rigueur
n’empéche pas un raisonnement d’étre inutile. Méme en Mathé-
matiques, ¢’est souvent par des chemins peu sirs que 'on vaa
la découverte. Avant de faire la grande route qui y méne, il
faut connaitre la contrée ou I'on veut aller; c’est cette connais-
sance méme qui permet de trouver les voies les plus directes;
c'est I'expérience seule qui indique les points ou il faut porter
Peffort; ce sont les difficultés, parfois imprévues, qui se dres-
sent devant les géométres qui les forcent a revenir au point de
départ, a chercher une route nouvelle qui permette de tourner
I'obstacle. S’imagine-t-on, par exemple, les inventeurs du
Calcul différentiel et intégral s’acharnant, avant d’aller plus
loin, sur les notions de dérivée et d’intégrale définie? Ne
valait-il pas mieux montrer-la fécondité de ces notions, dont
I'importance justifie le soin (u’on a mis a les éclaircir? Cette
revision méme, qu'on a faite de notre temps, ’aurait-on entre-
prise sans les questions que I'étude des fonctions et particu-
licrement des séries trigonométriques a posées d’une maniére
inévitable?

Pour en revenir & l'enseignement, il me semble que, dans
notre systéme d’instruction, la revision des principes de I’Ana-
lyse s'impose nécessairement comme transition entre les ma-
tiéres que I'on traite dans les cours de Mathématiques spéciales
et celles que I'on étudie soit dans les Facultés, soit dans les
LEcoles d'enseignement supéricur. A la fin de la classe de Ma-
thématiques spéciales, les éléves sont maitres d’un nombre de
faits mathématiques déja considérable; ils possédent les élé-
ments de I'Algébre, de la Géométrie analytique et méme du
Calcul différentiel et intégral. Un classement rigoureux de. ces
matériaux est indispensable. C’est pour faciliter ce travail, cn
ce qui concerne ’Analyse, que je me suis décidé a publier le
présent Livre, ol j’ai développé quelques legons faites a I'Ecole
Normale en 1883. Je l'ai fait aussi ¢lémentaire que j'ai pu, en
w’efforcant de rapprocher les choses des principes, mais en
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essayant toutefois d’étre particuliérement utile & ceux qui
désirent pousser leurs études mathématiques beaucoup plus
loin que je ne prétends les conduire.

Je n’ai eu qu’a me livrer a un travail d’arrangement et de
rédaction : les faits mathématiques qui constituent et consti-
tueront toujours les éléments de I’Analyse étaient acquis pour
la plupart au commencement de ce siécle; a la vérité, bien des
démonstrations laissaient a désirer; mais, aprés les exemples
de rigueur donnés par Gauss, aprés les travaux de Cauchy,
d’Abel, de Lejeune-Dirichlet, de Riemann, de M. O. Bonnet,
de M. Heine, aprés Penseignement de M. Weierstrass, divulgué
et développé par ses disciples, aprés Ie Mémoire de M. Darboux
sur les fonctions discontinues, les Livres de M. Dini et de
M. Lipschitz, il ne semble pas qu’il reste quelque chose d’es-
sentiel & ¢lucider dans les sujets auxquels je me suis borné.

On peut constituer entiérement I'Analyse avec la notion de
nombre entier ct les notions relatives a I'addition des nombres
entiers; il est inutile de faire appel a4 aucun autre postulat, a
aucune autre donnce de I'expérience; la notion de Finfini, dont
il ne faut pas faire mystére en Mathématiques, sc réduit a ceci:
aprés chaque nombre entier, il yen a un autre. Cest a ce point
de vue que j'ai essayé de me placer. A la vérité, pour étre
complet, il edt fallu reprendre la théorie des fractions; une
fraction, du point de vue que j’indique, ne peut pas étre re-
gardée comme la réunion de parties égales de I'unité; ces mots
parties de 'unité n’ont plus de sens : une fraction est un en-
semble de deux nombres entiers, rangés dans un ovdre dé-
terminé; sur cette nouvelle espéce de nombres, il y a lieu de
reprendre les définitions de I'égalité, de l'inégalité et des opé-
rations arithmétiques. J'aurais du aussi reprendre la théorie
des nombres positifs et négatifs, théorie que 'on ne dégage pas
toujours de la considération des grandeurs concrétes, et dans
laquelle il faut encore reprendre a nouveau les définitions éié-
mentaires. Mais tout cela est facile et les développements que
J'aurais du donner sur ces sujets auraient allongé mon Livre et
augmenté, sans grande utilité, la fatigue du lecteur. J’'ai donc
supposé¢ acquise la théorie des opérations rationnelles sur les
nombres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, et jai
débuté par I'introduction des nombres irrationnels. J'ai déve-
loppé une indication donnée par M. Joseph Bertrand dans son
excellent Traité d'Arithmétique et qui consiste a définir un
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nombre irrationnel en disant quels sont tous les nombres ra-
tionnels qui sont plus petits et tous ceux qui sont plus grands
que lui; c’est de cette facon que les nombres irrationnels s’in-
troduisent le plus naturellement quand on traite de la mesure
des grandeurs incommensurables avec l'unité; jai d’ailleurs
cherché 4 dégager la notion de nombre irrationnel de son ori-
gine géométrique. J'ai appris, par une citation de M. G. Cantor
(Grundlagen einer allgemeiner Mannichfaltigkeitslehre,
p- 21), que M. Dedekind avait développé la méme idée dans un
éerit intitulé Stetigheit und irrationale Zahlen ( Brunswick,
1872); je n’ai pas eu a ma disposition le travail de M. Dede-
kind, mais les développements d’'une méme idée se ressemblent
forcément, et il y a licu de supposer que ce qui est bon dans
mon exposition se retrouve dans celle du géométre allemand,
qui a d’ailleurs bien d’autres titres de gloire. D’autres points
de départ ont été indiqués : M. Weierstrass, qui ne craint
pas de s’attarder sur ‘ces matiéres dans un cours qui aboutit
a 'étude des fonctions abéliennes, considére, si mes ren-
seignements sont exacts, un nombre irrationnel comme
la somme d’un nombre infini d’éléments rationnels, en préci-
sant toutefois avec rigueur sous quelles conditions on pecut
parler de pareilles sommes et les employer; M. Heine, dans
le Mémoire déja cité, Die Elemente der Functionenlehre,
a proposé de dire qu’unc suite infinie de nombres rationnels

Uy, Ugy ooy Up,

aunc limite lorsque, & chaque nombre rationnel positif € cor-
respond un indice n tel que la différence u,p— u, soit, pour
toutes les valeurs du nombre entier positif p, inférieure & e en
valeur absolue. Cette définition admise, l'introduction des
nombres irrationnels, comme limites de pareilles suites, ne
souffre aucune difficulté; c’est Ja marche qu'ont suivie
MM. Lipschitz, du Bois-Reymond, G. Cantor. Je trouve cette
définition plus arbitraire que celle que j'ai adoptée, qui
permet, dés qu'un nombre irrationnel est défini, de lui donner
sa place dans I'échelle des nombres; cependant, comme on ne
peut se dispenser de faire I'¢tude des suites qui jouissent de
la propriété précédente, jai fait cette étude indépendam-
ment de la théorie des opérations cflectuées sur les nombres
irrationnels, en montrant comment clle permettrait de consti-
tuer cette théorie. Le lecteur ne manquera pas de remarquer
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(que mon exposition pourrait ¢tre abrégée en ne reprenant pas
deux fois, comme j’ai fait, les choses au commencement.

Les notions de nombre irrationnel et de limite une fois
acquises, les éléments de la théorie des séries et des produits
infinis ne présentent aucune difficulté; les deux fagons d’intro-
duire ces notions y jouent un role essentiel; la seconde n’est
d’ailleurs autre chose que le point de départ adopté par
Cauchy, pour la théorie des séries, dans son Cours d’Analyse
de UEcole royale Polytechnique, Livre qu’on peut encore
admirer, depuis le temps o Abel disait qu’il devait étre lu
par tout analyste qui aime la rigueur dans les recherches
mathématiques. La notion de produit infini se relie étroite-
ment a celle de série; les deux notions, a elles deux, ne tien-
uent pas plus de place dans Pesprit qu'une scule; j’ai cru de-
voir les développer concurremment.

Avant de parler des séries et des produits infinis dont les
termes dépendent d’une variable, j’ai donné quelques théo-
rémes généraux relatifs aux fonctions d'une variable; je me
suis efforcé de préciser les définitions, d'éclaircir les notions
de continuité, de limites supéricure et inférieure. J'ai fait grand
usage, dans ce Chapitre ct ailleurs, du beau Mémoire de
M. Darboux Sur les fonctions discontinues. J'ai repris en-
suite les définitions des fonctions a*, loga, ™ ; i propos de
la fonction a<, j'ai reproduit la démonstration par laquelle
Cauchy déduit la forme de cectte fonction de son théoréme
d’addition.

Dans le Chapitre suivant, je rcprends la théorie des séries
ct des produits infinis; je me suis appesanti particuliérement
sur les sérics ordonnées suivant les puissances entiéres et posi-
tives d’unc variable; a la vérité, j'ai supposé, la comme par-
tout, la variable réelle : une variable imaginaire, c’est au fond
deux variables réelles, et je tenais & me limiter au cas d’une
seule variable; mais I'exposition est faite de maniére a per-
metire la généralisation immédiatement et sans aucun effort;
il 0’y a, le plus souvent, qu'a mettre le mot module a la place
des mots valeur absolue. Dans notre enseignement, on déduit
d’habitude de la formule de Taylor les développements en
série des fonctions trigonométriques, ct 'on tire leurs déve-
loppements en produits infinis ou en séries de fractions simples
de propositions générales appartenant a la théorie des fonc-
tions d’une variable imaginaire; il me parait bien regrettable



(61)

de laisser ignorer aux ¢tudiants les procédés si simples, s1
naturels par lesquels Euler a obtenu ces développements; ils
deviennent tous rigoureux par l'application d’'un méme raison-
nement, de celui qui permet de déduire la continuité d’une
série de 'uniformité de sa convergence. Il va sans dire que j’ai
da dégager la définition des fonctions circulaires de toute con-
sidération géométrique; jai terminé ce Chapitre en indiquant
les propriétés les plus simples de la fonction I'(z), de maniére
a mettre le lecteur sur la voie du beau théoréme de M. Weier-
strass sur la décomposition d’une fonction transcendante entiére
en facteurs primaires.

Jaborde enfin les notions de dérivée et d’intégrale définie:
mon but n’était pas d’écrire un Traité de Calcul différentiel et
intégral; j'ai glissé sur les procédés de calcul, en insistant sur
les théorémes généraux. J. TANNERY.
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SUR LES LIGNES DE POURSUITE;
Par M. E. CESARO.

1. Dans les tracés graphiques, relatifs a la construc-
tion des voutes, alors que I'on cherche a déterminer la
poussée due a un ensemble de voussoirs, on rencountre
une intéressante déduction de lignes, que nous voulons
examiner de prés, en nous plagcant a un point de vue
abstrait et général. Un point M se meut, dans le plan,
suivant une trajectoire quelconque : soit s le chemin
parcouru depuis le point fixe A. Ayant désigné par ¢
une fonction de s, déposons en chaque point M, sur
I’élément ds, une masse ¢ ds, et appelons respectivement
QetM, la résultante etle centre de gravité des masses
appliquées le long de V’arc AM. Il s’agit d’étudier les
rapports existant entre les lignes (M) et (M,). Tout ce
que nous allons dire s’étend, fort naturellement, aux
lignes non planes : alors (M) doit étre considérée comme
une ligne quelconque, tracée sur la surface développable
dont (M) est I’aréte de rebroussement ; mais, pour plus
de simplicité, nous raisonnerons exclusivement sur des
lignes planes.

2. Ayantle point M, correspondant 4 M, sil’on veut
le point M), correspondantau point M’, infiniment voisin
P 0 P P ’
de M, on sait qu’il faut prendre, sur M,M’, le point qui
’ q p ) ) 1€} q
partage ce segment dans le rapport ¢ ds 4 Q. Il en résulte
que My est constamment dirigé vers M, et que le rap-
port des vitesses des deux mobiles est

ds, r
(l) K= T; = %,
Ann. de Mathémat ., 3¢ série, t. V. (Février 1886.) N
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on r désigne la distance MM,,. Ainsi (M,) est une ligne
de poursuite, relativement a (M). Il est évident, en
outre, que, dans tout mouvement de poursuite, les deux
trajectoires peuvent étre regardées comme ayant entre
clles des relations analogues a celles des lignes (M),
(My); car, le rapport des vitesses étant donné, I'inté-
gration de I'égalité (1) fait connaitre, a chaque instant,
la valeur de la fonction Q, et, par suite, celle de la
masse unitaire ¢. En d’autres termes, tout mobile, qui
cn poursuit un autre, peut étre géncralement considéré
comme étant, 4 un moment quelconque, le centre de
gravité du chemin parcouru par le mobile poursuivi, ce
chemin étant supposé matérialisé suivant une certaine
loi.

3. Soient respectivement ¢, et gy Vangle de contin-
gence ct le rayon de courbure de la ligne (M,), au
point M. Le triangle My MM’ donne

ds r _ r—dr-+ds,
e sin(0—¢g) sinf)

(2)

b

0 étant Pangle des directions suivies par les deux mo-
biles. On déduit de la

Kr d(r -+ sy)

(3) o= im0’ s = cos0.

SiTon obscrve, en outre, que la différence = — ¢, des
angles de contingence, en dcux points correspondants,
n’est autre chose que d0, on a

db 1 K

(4) Zs,—_—g—a

Ces formules sont suffisantes pour 'étude des lignes
de poursuite. On peut leur adjoindre la relation

) el — o e d K
(5) cos0 = _zl\_;-Q.[.l; 7’
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qu'il est aisé d’obtenir par une transformation simple

de (3).

4. Il est vrai que, dans tout ceci, nous avons pris M),
entre M, et M, ce qui caractérise le mouvement de pour-
suite, proprement dit; mais les formules précédentes
sont évidemment applicables & un mouvement de fuite,
pourvu que I'on remplace ds, par — ds,, dans (1) et (3),
ct, par suite, que 'on change le signe de K, dans (2)
et (4). De plus, § représente le supplément de I'angle
des vitesses. Un exemple remarquable nous est fourni
par la développée de la ligne (M), répondant au cas

ou § est constamment égal & ~- Les formules (2), (3),
> .

(4), modifiées commeil vient d’¢tre dit, donnent immé-
diatement les dgalités connues

ds
p=r==s. ’.'/0:?—”-
ds

Puis, tenant compte de ces relations, I'égalité (1)
donne facilement, 4 moins d’un facteur constant,

£ __ @,
s e?

On voit par la que, dans le cas d’'une développée,
chaque élément doit étre chargé proportionnellement a

la variation subie par la courbure, le long de ’élément
considéré.

5. De la méme trajecioire (M) déduisons une ligne
de poursuite (M, ), répondant 4 la condition, plus géné-
rale, de¢ 0 constant. Elle est, suivant la dénomination
proposée par Lancret, une développoide de (M). Au
moyen des formules ci-dessus, on trouve immédiate-
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ment

; d
ry=psind, s, = psinh — scos9, Pi:P%‘

La premiére égalité prouve que M, appartient a la
circonférence décrite sur MM, comme diamétre : ce
théoréme est dit 4 Réaumur. La deuxiéme égalité donne
la longueur de I'arc de développoide : rectitié sur MM,,
il est compris entre M, et la projection, sur MM;, du
point N, correspondant a M, sur la développante
de (M). Pour que la ligne (M,) se réduise a un point,
il faut et il suffit que s, soit constamment nul, et, par
suite, que 'on ait

(6) o = scoll.

Mais alors la ligne (M), rencontrant les rayons issus
de M,, sous I'angle constant 4, n’est autre chose qu’une
spirale logarithmique, de pole M,. Il résulte qu’une
telle courbe est caractérisée par Iéquation (6).

6. Au moyen de la deuxi¢me égalité, la troisieme

devient
p1= posin0 —pcosH.

Cette formule, due a Minich, retrouvée par M. Ha-
bich, montre que les centres de courbure des dévelop-
poides appartiennent a la circonférence déerite sur le
rayon de courbure de la développée. Ceci prouve, de
plus, que la développoide, sous 'angle 6, de la déve-
loppée d’une ligne quelconque, ne différe pas de la dé-
veloppée de la développoide, sous le méme angle, de la
ligne considérée. C'est la un cas particulier du théoréme
de Lancret, d’aprés lequel on peut, dans la recherche
des développoides successives, sous différents angles,
d’une ligne donnée, intervertir 'ordre des déductions,
sans altérer la derniére développoide.
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7. Lorsque la ligne (M) est donnée par son éguation

intrinséque
F(p,s)=o,
on a l'équation de sa développoide, sous I'angle 6, en
éliminant p et s entre 1’égalité qui précéde et les éga-
lités
do . .
pl.—_p%sm()—pcos(), s;= psinl — s cos0,

obtenues plus haut. Considérons, par exemple, I'équa-

tion
(7) p2=2Rs,
qui représente une développante de cercle. L’élimina-
tion indiquée donne I’équation

p? = R2sin2® — 2 Rs; cosb,
réductible 4 la forme (7), par le changement de s, en
R sin? — sy Alnsi les développoides d’une dévelop-

2 cosl
pante de cercle sont autant de développantes. Ce résultat

est presque évident.

8. On sait, d’ailleurs, que, plus généralement, e¢n
vertu du théoréme de M. Fouret, la développoide d'une
courbe cycloidale est une courbe semblable. Bien que
ce théoréme ait été démontré, fort simplement, par
M. Rouquet, dans les Nouvelles Annales, et par
M. Mansion, dans la Nouvelle Correspondance, nous
voulons en donner une autre démonstration, basée
exclusivement sur les formules qui précédent. Dans ce
but, il est utile d’observer, avant tout, que, si la
ligne (M) est donnée par les équations

p=u(t), s=14(0),
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les équations de sa développoide, sous I'angle §, sont
) 1y sin — b
‘!J,([)[,(l)smO L'(2)cos0],
sy =o(¢)sinb — ¢ (¢)cosh.

°1

Or on sait que I’équation intrinséque, générale, des
courbes cycloidales, est

arp+ brs? = a?b?,

P’origine des arcs étant également éloignée de deux
points de rebroussement consécutifs. Rappelons que,
lorsque @ et b varient, en conservant un rapport
constant, ilen est de méme des rayons des cercles géné-
rateurs, de sorte que la courbe reste semblable a clle-
méme. Cela posé, a I’équation ci-dessus on peut substi-
tuer les suivantes :

= bsint, s = acost.

O

- Les équations de la développoide, sous I’angle §, sont
donc

pr=— g(bsm() cost + acoshsint),
sy = b sin0 sin¢z — @ cos0 cost.
Enfin I’'élimination de ¢ donne
ajpi + b}st = a} b3,
pourvu que I'on posc

%: %: Q0529-+—;Z—Zsin26.

Le théoréme de M. Fouret est démontré. Le radical
représente aussi le rapport de similitude des deux
courbes. En y supposant § variable, on voit que les dia-
métres générateurs de toutes les développoides sont en
raison inverse des diamétres d’une ellipse. Les axes de
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cette ellipse sont les diamétres des cercles générateurs de
la courbe et de sadéveloppée. Dans le cas dela cycloide,
I'cllipse devient un cercle, et toutes les développoides
sont égales a la courbe primitive.

9. Parmi les points M,, correspondant a M, sur les
différentes développoides, il en est un, P, qui consti-
tue, pour la courbe correspondante, un point de
rcbroussement. I’aprés les constructions indiquées plus
haut, il est a lintersection des circonférences décrites
sur les rayons de courbure de (M) et de sa développée,
pris comme diamétres. Il est donc, dans le triangle rec-
tangle ayant pour cotés ces rayons de courbure, la pro-
jection du sommet de I'angle droit sur I'hypoténuse.
- La développoide, alaquelle appartientle point P, sépare
toutes les développoides en deux classes, suivant qu’elles
sont ou ne sont pas des lignes de poursuite proprement
dites. Il est intéressant d’étudier le licu (P), que l'on
peut appeler la ligne de rebroussement de (M). Voici
des exemples :

a. On a vu que la ligne de rebroussement d’une
spirale logarithmique se réduit & un point.

b. Si (M) est unc développante de cercle, la ligne
(M,) est, par définition, une circonférence : soient R son
rayon, et O son centre. Construisons le triangle OMM,
rectangle en M, et projetons My sur OM : cette projec-
tion est le point cherché P. Or nous voyons que

OP.OM = R2.

La ligne (P) est donc inverse de la développante, par
rapport au cercle directeur. Conséquemment, elle est,
comme l'a fait remarquer M. Neuberg, unc tractrice
polaire. Ainsi : la ligne de rebroussement d’une de-
veloppante de cercle est unc tractrice polaire.
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¢. Si (M) est une cycloide, on sait que ’hypoténuse
du triangle des rayons de courbure est perpendiculaire
ala base de la courbe, et que celle-ci divise MM, en
deux parties égales. Il en résulte que P est le symé-
trique de M, par rapport a la base. Conséquemment :
laligne de rebroussement d’une cycloide est une autre
cycloide, symétrique de la premiére par rapport & la
base.

10. Nous avons, du reste, des formules générales, qui
permettent de chercher I’équation intrinséque de (P),
connaissant celle de (M ). Prenons comme axes la nor-
male ct la tangente a (M), au point M, en les dirigeant
de telle sorte que les coordonnées x, y de P soient
positives. Soit ’

tangw—_-vp—oz gio—, U = pCcosw.
P ds

Les constructions nécessaires pour obtenir le point P
montrent que u et w sont les coordonnées polaires de ce

point et, par suite, que
r=ucosw, ¥ =usinow.

Lorsque M et P passent aux positions infiniment voi-
sines, en entrainant les axes, les coordonnées du second
point subissent les variations

{ Az = cosw du— usinw dw = cos?w dp — psin2w dw,
| Ay = sinw du + u cost dw = sinw cosw dp + p cos2w dw.

Les formules pour le changement d’axes montrent
immédiatement que les variations des coordonnées de P,
par rapport aux anciens axes, sont

de =3 —zy, dy=Ay-+cx—ds.



(73)
Si I'on observe que
ds d,
E= — = —
P Po
les derniéres égalités deviennent
(8) dr =— psinaw dw, dy = g cos2w dw.

On en déduit, en premier lieu,

dy
=L = cotaw.
dx
Par conséquent : les tangentes & une courbe et & sa
ligne de rebroussement, en deux points correspon-
dants, sont également inclinées sur la droite qui joint

ces points.

11. SiTon aégard a ce théoréme, la simple considé-
ration de la figure montre que l'angle de contingence
de (P) este + 2dw. D’autre part, en élevant au carré
ct en ajoutant les égalités (8), on voit que I'élément
linéaire de la méme courbe est, au signe prés,

(9) ds' = pdw.

Il en résulte que le rayon de courbure de (P) est
donné par la formule

i _pde _ p?
= 2dw—i—£~2 . ds
P e
Or nous avons
dp
dpo dw ds?
m=arctang07‘s, 7 = -————79—21
1+ (=5
(%)

pourvu que 'on prenne s comme wvariable indépen-
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dante. Donc enfin
d?o
2 D)
¢ ds?
do\* _ dip’
1+ (Z?> -+ 29 *d——s2

(r0) o=

\

12. Les formules (9) ct (10) sont suffisantes pour la
recherche del’équation intrinséque de (P). 11 faut, pour
ccla, éliminer o et s entre I'équation de (M), la rela-
tion (10), et I'égalité qui résulte de V'intégration de (9).
Voici des exemples :

a. Une développante de cercle cst représentée par
P’équation (7). Dans ce cas, les formules (9) et (10)
donnent

Ver+ R?
R

s'= Rlog

Eliminons p, et supprimons les accents. Il vient

\/2.\'
eR —

2y

e=R
9 —eR

C’est Iéquation d'une tractrice polaire.

b. L’¢quation intrinséque de la chainette est

p=a—+ —-
a

La formule (10) devient
g 2P
v= 8o —3a

D’autre part, I'intégration de (9) donne

'

aas 2.5
§'=- (= +3Jarctang— ) -
K§ a a
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L’élimination dc ¢ et s, entre ces trois égalités, con—
duit & une équation compliquée.

c. Mais il y a des lignes qui sont, & un certain point
de vue, plus générales que la chainette : on peut les
appeler alysoides. Ce sont les développées des courbes
dont I’équation générale est

2s

s=cVes—I.

Pour ¢ = a, cette équation représente unc tractrice,
ou méridienne de la pseudosphére : la développée est,
alors, une chainette. Sila grandeur c reste quelconque,
on trouve que I'équation de la développée est

ap = s+ c2.
Telle est ’équation générale des alysoides. Parmi ces
courbes il y en a une qui est fort remarquable : clle

, (22
répond au cas de ¢ = 5

- Alors les formules (g) et (10)

deviennent

de sorte que la ligne de rebroussement de cette alysoide
particulicre est une autre alysoide. Les formules géné-
rales, appliquées au cas actuel, permettent d’affirmer,
en outre, que le point de rebroussement, relatif ¢ un
point quelconque de I’ alysoide considérée, se trouve a
une distance constante de la tangente & la courbe. Sa
distance & la normale est égale & la longueur de la
courbe, comptée & partir du sommet.

d. La courbe dont il vient d’étre question est loin
d’étre caractérisée par les propriétés énoncées. 1l y a,
" 3 ’ I3 Ve M
par exemple, la ligne représentée par I'équation

s

s
as
p——;(eue ),
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qui jouit de propriétés analogues. On trouve, en effet,

~
&

’ § =S.

L’équation de la ligne de rebroussement est donc
afl & _8
(i)
6

En outre, la distance de tout point, au point de
rebroussement, (]ui i correspond , est constante. On
pourrait rechercher, plus généralement, quelles sont les
lignes pour lesquelles

Par nos formules, le probléme est réduit 2 une simple
intégration. Sans le résoudre, nous dirons que ’on doit
avoir nécessairement o« — 3 = 2. Ainsi, dans les deux
cas particuliers traités, nous avions

Il

A= 47 le =23 %= 3’ ?’
13. Pour terminer ces remarques sar la théoric des

développoides, observons que 1'égalité (1) devient

dQ d»

Par conséquent, si I'on appelle E I'angle des tan-

=cecolf.

gentes aux extrémités de I'arc AM ou, avec plus de
précision, la déviation angulaire totale du mobile M, on
trouve, i moins d’un facteur constant,

eEcotf o1 eEcotl

PR 7= 03 sin@

Q=

14. Revenons a 'étude du mouvement de poursuite,
proprement dit. Parmi les différentes formes que Ton



(77)
peut donner & ¢, il y en a quelques-unes qui présentent
un certain intérét; mais nous ne nous y arréterons pas.

. . I .. ’
Ainsi, pour ¢ = -, chaque élément se trouve chargé pro-
P

portionnellement a T'angle de contingence correspon-
dant, de sorte que le point M, est, suivant la dénomina-
tion employée par Steiner, le barycentre de courbure
de larc AM. Alors Q n’est autre chose que E. Pour
g =1, le point M, ést, tout simplement, le centre de
gravité de 'arc AM. Dans ce cas Q = s, et les formules
trouvées plus haut deviennent

K:%:;_" Po:s—:n_()’ cosQ:zK—\—s%sE-

Elles expriment autant de théorémes que nous avons
cu P'occasion d’énoncer ailleurs. En particulier, ayant
projeté N en N’ sur la normale 4 (M,), la deuxiéme for-
mule montre que le centre de courbure de (M,) se trouve
sur la perpendiculaire & MN’, menée par M.

13. Y a-t-il des trajectoires telles que le centre de
gravité du chemin parcouru se déplace avec une vitesse
proportionnelle & celle du mobile méme? — Des trois
derniéres formules, la troisiéme montre que, pour unc
telle trajectoire, § doit étre constant, ce qui réduit 1'é-
quation (4) a po= Kp. D’ailleurs, la premiére formule
donne r == Ks. Substituant ces deux valeurs, dans la
deuxiéme formule, on obtient

o =1lscotb.

C’est I’équation intrinséque de la ligne cherchée. Par
comparaison avec (6), on voit que la trajectoire est une
spiralelogarithmique, rencontrant ses rayons vecteurs
sous un angle; dont la tangente est double de celle de 6.
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16. Reprenons les relations (), (3), (4). On peut ¢n
déduire, par I’élimination de 0, d’autres formules im-
portantes. En cffet, en tenant compte de (3), la for-
mule (2) devient

(1)

\/I——(l\—!— dry Y

Au contraire, si I'on a égard a (2), la différentiation
{0 .
de (3) donne la valeur de ;l_s; en la substituant dans (4),

et en tenant compte de (11), nous parvenons a 'impor-

)

i dK azry\’
<h+d > - (da K W)

qui sert ala recherche des trajectoires, remplissant cer-
taines conditions.

tante formule

17. Quelles sont les lignes, pour lesquelles la masse
unitaire q varie proportionnellement au rapport des
vitesses? — En vertu de (1), cela revient & demander :
Quelles sont les lignes pour lesquelles la masse résul-
tante Q wvarie proportionnellement a la distance des

mobiles? — Laformulc (5) montre immédiatement que,
pour ces lignes, cosl = 2K, c’est-a-dire que la compo-
sante de la vitesse du mobile poursuivi, suivant la di-
rection de I’ autre mobile, est le double de la witesse
de celui-ci. Pour trouver I'équation intrinséque de ces

trajectoires, ecmployons la relation (11), en y supposant
r = CQ. Nous avons d’abord

. ._dSo__ _dl'
(13) K=22=Cg=2"
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Les formules (11) ¢t (12) deviennent done

rid..,_‘
ds-
(|4) o= —*—.;dr-—27
= i(Z)
dr\?
‘ I‘\/l—4<$>
(15) F= dar\? dxr
‘—4<$> T aw

Si, par exemple, 7 est donné en fonction de s, la re-
lation (15) est DIéquation intrinséque de la trajec-
toire (M). De méme, I'équation (14) représente la ligne
(M,), pourva qu’on y remplace s en fonction de sy, ce
qui est aisé, puisque, d’aprés (13), s ne dillére pas de 7.

18. Pour montrer unec application de ces formules
P b
prenons

R _. s
2

r = SIHF\'

Comme nous pouvons librement disposer de la con-
stante C, nous la ferons égale a 4, et nous aurons

Q:Rsin%, =cos%-

Les formules (14) et (15) deviennent

.3 _ R
ZCOVRy 9—3

Po=
D’aprées la derniére égalité, la ligne (M) est une cir-

, R \ ‘s
conference, de rayon 3 Quant ala premiére, observons

que, a cause de 77 = $,, on a
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et, par suite,

2

R

i+ si=(3)"

Or on sait que ’équation intrinscque
a2pr+4 b2s = arb?

représente, pour a > b, une épicycloide, engendrée par

+b

I
le roulement d'un cercle de rayon S , sur un cercle

2

5 Dans le cas actuel,

a
de rayon G

etles rayons des deux circonférences, roulette et base,

i R R
sont I'CSPCCIIVCmCDL ']-—2‘ ct 6 . Remarquons encore que,

d’apres (13),

I s 1
K= 3SR~ 3 cos0,
ct, par suite,
§ /\
0=+ = AOM,
R 3

A étant lorigine des arcs, sur la circonférence (M),
et O le centre de celle-ci. En résumé, ayant tracé la cir-
conférence (M), on déterminera M, en prenant, au tiers
de I'arc AM, le point M'; puis, au quart de M'M, le
point cherché M,. Le licu de M,, coincidant avec I'en-
veloppe de MM, est une épicycloide a deux rebrousse-
ments, situés sur le diamétre perpendiculaire a OA.
Si, ¢n chaque point M, oo charge I'élément ds propor-
tionnellement a sa projection sur M'M, le centre de gra-
vité de I'arc AM, ainsi chargé, est My, et la masse résul-
tante est proportionnelle a la distance MM,.

19. Nous terminerons cette Note en signalant la cor-
rélation remarquable existant entre (M,) ct (M). La
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ligne (M) est la trajectoire d’un point, qui se meut sur
une droite, pendant que celle-ci enveloppe (M,). Cor-
rélativement, la ligne (My) est 'enveloppe d’une droite,
qui fourne autour d’un point, pendant que celui-ci deé-
crit (M). A ce point de vue, on peut s¢ demander par
exemple, quelle théorie doit ¢tre considérée comme cor-
respondant, par dualité, a cclle des développoides. 1
suffit, évidemment, de supposcr que, au licu de 'angle
des wvitesses, ce soitla distance des deux mobiles, qui
se conserve constante. Elant donnée une ligne (M,), on
en déduira, de cette maniére, une infinité de lignes (M),
suivant la valeur attribuée a la constante 7. Pour une

quelconque de ces lignes, les formules (2) et (3 ) donnent
(16) 7= gotangh,

d'ou il résulte que les normales aux diflérentes lignes
passent par le centre de courbure de (M), et, par con-
séquent, que les tangentes enveloppent, a chaque
instant, une parabole. Ce théoréme est fort connu en
Cinématique, et nous ne le citons que pour le comparer
au théoreme de Réaumur, dont il est le corrélatif. Tous
les autres résultats de la théorie des mouvements plans
sout renfermés dans les formules générales(2),(3), (4).
Ainsi 'on démontre facilement, au moyen de ces for-
mules, que les centres de courbure des trajectoires con-
sidérees se trouvent, & chague instant, sur une conique.
En eflet, la dérivation logarithmique de (16) nousdonne,
d'abord

. ds
dh = —sinf cosh ———0;
Fo
d'ot, en désignant par o, le rayon de courbure de la
développée de (M,), nous déduisons
dh sinf cos2f
ds

Aun. de Mathémat., 3 sévie, t. V. (Février 1886.) 6

O

P
‘o
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Ce résultat, substitué dans (4), counduit i I'égalité
cherehée
e
(co— p1sinficosb)cost

o =
h

Maintenant il est aisé d’obtenir I'équation du lieu
des centres de courbure. En prenant respectivement
comme axes des x et des y les normales a (M,) et 4 sa
développée, on trouve 'équation

1
23— vy — o ¥ =0,
fo

facile a discuter.

20. Dans les applications du principe de dualité a
des questions géométriques, non projectives, on voit
surgir bien des difficultés. Cela doit arriver inévitable-
ment, puisque, dans la Géométrie euclidienne, telle que
Iexpérience inconscicmment acquise nous I'a fait éta-
blir, les modes de mesure dcs angles ¢t des distances ont
des bases essentiellement leLl‘SLS. Ainsi I'on se deman-
dera avec raison comment il peut se faire que la para-
bole, enveloppe instantanée des tangentes aux trajec-
toires des points d'une droite mobile, corresponde,
par dualité, a la circonférence, lieu instantané des points
de contact des droites d’un faisceau mobile. 11 est vrai
que la dualité existe dans les modes de génération ; mais
clle cesse d’ére visible dans les propriétés des lignes
engendrées. De méme, sous beaucoup de points de vue,
la spirale logarithmigue correspond, par dualité, a la
tractrice. La premiére ligne admet le point parmi ses
développoides : les autres développoides sont des spi-
rales. Dans la déduction corrélative, une tractrice admet
la droite parmi les lignes qui en dérivent; mais les autres
lignes dérivées ne sont pas des tractrices. Ce qui vient
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giter entiérement la corrélation dont il s’agit est la non-
existence du théoréme de Lancret, transformé d’aprés
le principe de dualité. Aussi pous proposons-nous de
reprendre 1'étude des lignes de poursuite, en utilisant
les idées et les formules de la Géométrie genérale, qui
raménent les moyens de mesure a de simples opérations
projectives, de manicre a rétablir, dans toute sa perfec-
tion, le principe de dualité.

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
SANS SECOND MEMBRE ;

Par M. E. JAGGI,

Etudiant & la Faculté de Besancon.

Soit
H Y= Pyymete Pogym 2P,y =0

I'équation dillérentielle lindaire sans sccond membre la
plus générale. Je me propose de donner une méthode
pour former I’équation aux produits u = y,y, des inté-
grales de cette équation.
Soit M V'ordre de cette équation.
Désignons, pour abréger, par S; la somme
'),(1/1)‘},(21“) 4__),.'1/.-)},(2/:)’

en sorte que
q/,- — QX
S Sy

y

¢l convenons en outre que, lorsque A =/, on écrirasim-
plement
Sh=r1y%

Al », , e - ’ - ~
Cela posé, dérivons M fois P'équation u=y,7.. Nous
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pouvons écrire

w =83,

w =89,

W =89+ 281,

uw” = 8% 38},
=S89+ 48§+ 683,
u" = S%-+58! +1083,

MM —1),

M2 0 o™

u"l = S?[—'— N[S)l[_y*—
1.2

Tout revient a trouver asscz d’équations entre les S
pour les éliminer.

Or remarquons que 3™ est donné en fonction de
I T Ly ™ est donné en fonction de 5/,
3", ™, cest-a-dive en fonction de y, 97,97, ..., 4™,
par une simple difiérentiation de 'équation (1); et ainsi
de suite. On voit ainsi que toutes les quantités S;‘; dans
lesquelles Pun des indices au moins est supérieur i
(m—1) s’exprimeront en fonction des quantités 5{ ou
les deux indices sont inféricurs a m. Les seules incon-

nues sont donc ces derniéres quantités. Leur nombre

m(m-+-1) ,. . . .
est ———— (i et j varient tous deux de o am — ). 1l
. . . mim 1)
faudra donc que le systeme (2) contienne ————— —+ 1
équations pour éliminer les S7.
m(m—1)

Par suite, il fandra prendre M =

Les équations (2) élant alors écrites et ne contenant
que les S/, ou i et j sont inférieurs ou égaux a m—1,
Pélimination de ces quantités s¢ fera immédiatement,
car il est facile de voir ue les équations sont lindaires.
Le résultat se présentera donc sous la forme d’un déter-
minant de (M —+ 1)2 éléments dans lequel lesu, o/, ... u"
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n’entreront que comme éléments de la premiére colonne;
par conséquent on peut énoncer ce théoréme:

Les produits deux a deux des intégrales d’une équa-
P -1 q

tion différentielle linéaire d’ordre m sans second
membre sont solutions d’une équation linéaire sans

m(m—+1
second membre d’ordre (——)

Ce qui précéde donne le moyen de former cette équa-
tion.

Remarque. — Sachant que les produits =3y,
peuvent étre donnés par unce équation diflérentielle, on
vérifie facilement que cette équation admet comme
solutions les carrés des y, ce qui devait étre a priori; je
dis que, réciproquement, si I’on peut amener 'équation
en 32 & étre linéaire, on aura 'équation en yy y».

En cffet, soit

=315

Je dis que « est racine de Péquation linéaire en 52,
Posons
Y =0 Ve

on a
Jr=ritaieu;

D070 5 sont solutions de I'équation linéaire, donc 2u
et par suite « en est aussi une solution.

Or il est facile de voir que Iéquation en y? sc pré-
sente immédiatement avec 'ordre m sous forme ration-
nelle et entiére, mais non linéaire. Il faudra donc dillé-
m(n‘z +1) m

S m(m—ry) . . .
rentier = fois pour arriver 4

), . o 4. .
Péquation linéaire en u. Ceci donne un second moyen
de tormer I'équation cherchée.
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES;
Par M. E. JAGGI,

Licencié¢ ¢s sciences mathématiques de la Faculté de Besangon.

Dans son Mémoire sur les équations différentielles
linéaires ('), M. Appell a donné une méthode générale
pour former V'équation différentielle linéaire qui ad-
met pour intégrale une fonction entiére des intégrales
d’'une ¢équation donnée. Cette Note a pour objet de
donner une méthode pour former I'équation qui admet
pour intégrale la fonction

Ynuv1)nv2e e Varp
de p + nintégrales de 'équation dillérentielle

. dmy dm—19- dm-2y
(1) F(y)= < 1 J -y “‘
drm dam-1 dxm—2

e .Yy = 0.

Posons
0=91)200 Ve

V=Vt Yu+2e o0 Vnvpe

On sait former les équations qui admettent respecti-
vement pour solutions les fonctions v et w. Si 'on dé-
signepar 2, 5y, .., 5 un systéme fondamental de so-
lutions de (1), on peut poser

Yi= CAI;I —+ Cpasa+...+ Crmsm,

et 'on voit que ¢ contient un nombre de termes linéai-

(1Y Annales de U'Fcole Normale superiewre. 1881.
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rement indépendants égal a

N — m(m—+1)...(m—+n—1)
tT 1.2...0

L’équation diflérenticlle linéaire o (v )= o qui donne ¢
est donc d’ordre N.
De méme Déquation 4(w)=o0 qui donne w est
d’ordre
P — mm—+1)...(m+p—1)
1.2...p

Cela posé, ayant formé les ¢quations
ox(v)=o0, {dp(w)=o,
la question revient a former I'équation qui donne

(o
= —-
w

On voit qu’il suflit pour cela d’éliminer w enure les
deux équations

(2) bp(w) =o, ox(uw) = o.

Pour cela, différentions N — 1 fois la premiercet P — 1
fois la seconde; nous formons ainsi un systeme de N + P
équations lindaires et homogénes a N + P inconnues

dw d? w dAN+P—lp
T g

ﬂ") ?l-; ) dT-xy

- Le déterminant A de ces équations égalé i zéro sera
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux
équations (2) alent une solution commune.

L’éqnation A = o est I'équation en u cherchée; c’est
une équation non linédaire d’ordre
m(m-41)...(m-+-n—1)

1.2...n
o omimn+n)..(m+p—1)
1.2...p

NP —1=




()
Elle adinet, bien entendu, comme intégrales non seule-
ment les fonctions telles que

YidYa---Van

Upp == -
Yu+1Yn+2eo - Ynt+p
n]ﬂis Loutes Ct‘.“es Ob‘.cllues €en SUI)POSQYIL dal]S 11 qlle
1, 2, 3, oo, (R+p)

fonctions ) sont les mémes.

SUR L’ENVELOPPE DE CERTAINES DROITES VARIABLES
[svrre (')]:

Par M. Mauveice p’OCAGNE.

l;\ SURFACE COMPRISYE, ENTRE L’,\ RC (l/) ET SA CORDE EST

CONSTANTE.

Dans ce cas, les aires élémentaires déerites par les
droites ea ¢l eb étant égales, on a, ¢n am)e]uul ¢ Vangle
tel ) ? te]
de contingence de Penveloppe au point e,
z.eat=cz.eb?
on
ea = eb.
Le point e est donc le milieu de ab.
Si la courbe donnée C se compose d'un systeme de
deux droites concoutantes, la courbe enveloppe est une
hyperbole ayant ces deux droites pour asymptotes.

(') Voir Nouvelles Annales, 3 série, t. 11, 1883,p. 252.— Dans les
figures du présent Avticle, les gros traits indiquent les lignes données,
les traits fins les lignes de construction, enfin les traits pointillés
les lignes qui n'interviennent que dans la démonstration.
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Li DIFFERENCE ENTRE L'ARC @b ET SA CORDE EST CON-
STANTE.

La démonstration est de tous points analogue a celle
qui a été donnée (') pour le cas ot la somme de Iare et
de la corde est constante; on trouve que le point e est,
dans ce cas, le point de contact sur ab du cercle in-
serit dans le triangle formé par cette corde et les tan-
gentes a ses cxtrémiles.

Il en résulte que, sila courbe C se compose de deux
droites concourantes, la courbe enveloppe est un cerele
tangent a ces deux droites.

La PROJECTION DE LA CORDE (t[) SUR UN AXE FIXE EST

CONSTANTE.

Soit a'b' cette projection { fig. 1). Oun a toujours

dla)  at.ae

d{b) ~ bt.be’

Fig. 1. »
t

D'ailleurs
_d(a) o d(b)
d(a)= cosa dab)= cosp’
ct comme d(a') = d (b'), par hypothése,
d{a) cosB
d(b)  cosx

(') Loc.,cit. p. 25
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Done

cosf  at.ae ae _bi.cosB bp  bm
cosa  bt.be

7

be ~ at.cosx a'p T am’

de la résulte que
uc = bm,
ce qui détermine le point e,

En particulier, si la courbe donnée est une parabole
ayant son axe perpendiculaive & '8/, la droite tm étant
paralléle a ’axe passe par le milicu de ab, et le point e s¢
confond alors avec ce point milicu, c¢’est-a-dire avec le
point o ab touche son enveloppe si cette droite forme
avee la parabole un segment d’aire constante; de la ce
théoréme :

St une droite mobile forme avec une parabole un
segiment d'aire constante, la pl'ojection de ce segment

de droite sur la directrice est constante.

L’Anc ad pETERMINE, AVEC DEUX DROITES ISSUES D UN
POINT FIXE, UN SECTEUR D’AIRE CONSTANTE.

Les aires dlémentaires engendrées par les droites ao
_etbo (fig. 2) tournant d'un angle infiniment petit au-
tour du point o, devant étre égales, puisque Laire oacd
est constante, nous avons, en abaissant du point o les
perpendiculaires o et ov sur at et bt,

d(a).on=d(b).ov;

donce
ov ae.al . ae bt.ov
= dou . — =

o belbt’ be  at.op’

ou, en abaissant des points @ et b les perpendiculaires
ap et bg sur ot,

ac _ol.bg bg _ bm

= == = ——

be —ot.ap  ap  am
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c'est-a-dire
ae = bm.

La construction s¢ réduit donc a ceci : ot coupant ab
au /)oinl m, porter ae = bm.

Fig. 2.

Si la courbe donnée se compose de deux droites con-
courantes, la courbe enveloppe est une parabole tangente
a ces droites.

Si la courbe donnée est une conique de centre o, le
point m, et, par suite, le point e, vient se cqniondre
avec le miliett de ab, d’ou 'on déduit ce théoréme :

Si unecorde ab se deéplacedansuneconique de centreo
de telle facon queletriangle oab ait une aire constante,
le secteur d’ellipse oab a égalementune aire constante.

LES PARALLELES A DEUX DIRECTIONS FIXES MENEES PAR
LES POINTS @ ET b SE COUPENT SUR UNE COURBE DONNEE.

Soient am et bm ces droites (fig. 3). Puisqu’elles
restent paralléles a des directions fixes, on a, en sup-
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posant x) tangente a la courbe décrite par le point m,

b

d(m) = my' d(a)  ax

dib) by d(m) mx

d’ailleurs

Multipliant ces trois égalités membre a membre, nous

avous
at.ae. by .mx ae bt.my.ax
— = ou —_— e T,
bt.be.my.ax be  at.by.mz

Tivons 1p pavallele & mb, 1y parvalléle & ma: nous

avons _
_ bt.my at.mx
mp = o 5 my = ———;
done
aemp
ve = mg’

expression qui fournit une facile construction da point e.

Comme application, supposons que la courbe donnée
soit un systéme de deux droites concourantes tp et tq,
que le point m doive décrire la droite pg, enfin que les
directions tixes soient précisément celles de tp et tg; la
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courbe enveloppe sera alors une parabole tangente a tp
et 74 aux points p et g. De la ce théoréme :

tp et tq étant tangentes & une parabole aux points p
et ¢, ab, tangente @ cette courbe au point e, coupant
tp et tq aux points a et b, ab est divisé par le point e
dans le méme rapport que pq par le pied de la droite
qui joint le point t au milieu de ab.

LA CORDE Il]) EST COUPEE PAR UNE COURBE FIXE EN SEG~
MENTS DE RAPPORT CONSTANT.

Soit m le point ou le segment ab est coupé par la

am
~— cst constant; done,
bm
si les normales @z et b3 a la premiére courbe, mp a la

courbe fixe ( fig. 4); le rapport

Fig. 4.

seconde, coupent c¢n 2, $ et w la normale menée par le
point e a 'enveloppe de ab, on a

olx am

ﬁl_bm.

En a élevons a ab la perpendiculaire ag qui coupe cu
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au point pj nous avous
ap . A _ am
qp B bm’
done la droite mp est parallele i by ; de la, la construc-
tion suivante :
Llever & ab la perpendiculaire apy tirer mp paral-

lele a b3, cp coupant m p. au point wu, abaisser de p sur
ab la perpendiculaire pe.

ILES TANGENTES MENEES DES POINTS @ ET b A UNE COURBE
FIXE FORMENT UN ANGLE CONSTANT.

Soient ag et bp ces tangentes (fig. 5); les normales
aa' et b ala premiére courbe coupent aux points a' et

b’ les normales ga’ et pd’ i la seconde. L’angle peg érant
constant, les ang]es de (‘ontingen(‘c aux poinls p etyg



sont égaux; par suite

D’aillears, si ea est normale & U'enveloppe cherchée,
on a

dla) az

()~ b8’
Done

axz _ bB

aa’ — b’

ou, si a'a” et b'H" sont perpendiculaires a ab,

ae be

ad ~ b
On déduit de Ja que, sia’m cst paralléle a at et 8" m
a bt, le point m se trouve sur te. On peut dailleurs re-
marquer que, le quadrilatére aga’a” étant inscriptible,
ona

//\‘\

:\’
aga’= aad o’
/l\ PR .
et comme aa' @’ = tab, punisque ces angles ont leurs
cOtés perpendiculaires, on a aussi
/'/\" RS
aga’ = tab.
De méme

On pourra done énoncer comme suit la construction
du point e :
T TN T ,
5 .
Faire aga"=tab et bpb” ='tha; mener a' m paral-
lele @ at et " parallele & bi; tirer mt qui coupe ab

au poinl e.
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Si la courbe enveloppée par ag et bp se réduit a un
point, on retombe sur un cas déja traité (*). Mais la
construction précédente appliquée a ce cas particulier
est moins simple que la constraction donnée a 'endroit
cité. Les conditions spéciales du probléme conduisent
en ellet, dans ce cas, a des simplifications qui n’ont pas
leur équivalent dans le cas général.

Si Pangle ath des tangentes en act b a la courbe con-
sidérde (2) est constant, si la droite ab touche son enve-
loppe au point ¢ et si o ct 3 sont les centres de courbure
qui répondent aux points a et b, nous avons vu (3°séric,
L, p.2538) que le point o étant tel qu'on voie de ce
point les rayons de courbure as et b sous des angles
(/roils, les ang/es aob ct toe ont meéme bissectrice.

Mais le point o peut ¢éire imaginaire; c’est ce qui ar-
rive lorsque les cercles dediamétres ax et 43 ne se cou-
pent pas. La construction qui résulte du théoreme pré-
cédentdevient alors illusoire. Voici un nouveau théoréme
qui donne la solution du probléme dans tous les cas -

St les droites 1o et 13 coupent respectivement aux
points &' et ' le cercle circonscrit au triangle atb, les
droites a s et ba' se coupent en un point g dont la pro-
jection sur la droite ab est précisement le point c.

Fa effet (*), appelons pour le moment ¢' la projection
. . . » O N
du point g sur la droite ab. Nous avons eag = bt 3 et
SN T .
ebg = ata (méme mesure); les triangles rectangles eag

(') Nouvelles Annales, 3¢ sévie, L. I, p. 256.

(2) Il est bhien entendu qu'ici, comme dans tout ce qui précéde,
cette courhe peut ¢tre un systéme de deux courbes distincles décrites
séparément par les points a et b.

(?) Le lecteur est prié de faire la figure.
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et bt 3 d'une part, ebg et ata de'autre, sont donc sem-
blables; par suite,

ae' bt he' at
ge' 08’ we' T ax’
d’ou
r
we bt.ax

be' T at.bB’
Or, cn se reportant a 'endroit cité, on voit que
ae.at o ai‘
be. bt — 03’
done
ae' ae

=
bhe' e

ct le point ¢ se confond avec le point e.

Remarquons que le cercle circonscrit au triangle ath
a pour diametre ladroite qui joint le point 7 au point de
rencontre des normales az et b 3.

SUR LE CERCLE ORTHOPTIQUE (');
Par M. Mavrick nOCAGNE.

1. Soient donnés un cercle C et deux axes rectangu-
laires Ox et Oy par le centre O de ce cercle. Il y a une
infinité de rectangles inserits dans ce cercle ct ayant
leurs cotés respectivement paralléles 4 Ox et Oy, et
dans chacun de ces rectangles une conique inscrite K
ayant ses axes dirigés suivant O et Oy. Pour chacune
des coniques K, le cercle C est orthoptique.

Prenons sur le cercle G un point fixe M («, 8), et

(') On sait que ce nom a été anciennement donné au cercle lien
des sommets des angles droits circonscrits a une conique.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, 1. V. (Février 1886.) -
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cherchons Venveloppe des polaires = de ce point par
rapport aux coniques K.
R étant le rayon du cercle C, 5 le demi-coté paralléle
a Ox du rectangle inscrit, I'équation de la conique K

est
r2 y2

o2 T Ri— g2

La polaire du point M par rapport & cette conique a
pour équation

(1) (R2— )z + 025y = s2(R2— 52

ou, ¢n posant &%= A,
22— N(aa -+ By + R2) Rz = o,
droite dont Venveloppe a pour équation

(ax — By - R2pP—4Rar=0
ou
{(ar — By)r—2R2(ax 4+ §3y)=o0;

¢’est une parabole P tangente a Ox et Oy aux pomts A
et B ot ces axes sont coupés par la tangente au cercle C
menée par le point M. L’angle AGB éiant droit, le foyer
de cette parabole s’obtient, d’aprés unce propriété bien
connue, cn abaissant du point O unc perpendiculaire
sur la droite AB; par suite, ce foyer se confond avee le
point M. Abaissons du point M les perpendiculaires M a
et Mb sur Ox et O) 5 la droite ab joignant les projec-
tions du foyer sur deux tangentes a la parabole P est la
tangente au sommet de cette courbe.
Donc : ’

Lenveloppe des polaires du point M relativement
auwx coniques K est la paral)o/e qui a pour jb) er le
{
point M et pour tangente au sommet la droite qui joint
les projections du point M sur les axes Ox et Oy
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Cette parabole est d’ailleurs tangente aux axes,
aux points A et B oi s sont coupés par la Langente au
cercle C menée par le point M.

2. Le sommet de cette parabole s’obtient en projetant
le point M sur la droite @b, mais on a ainsi le point on
la droite ab touche son enveloppe, car le segment ab,
¢égal a R, est de longucur constante, et le point M est 1o
centre instantané de rotation correspondant. 11 en
résulte que la parabole P est tangente a 'hypocycloide
a quatre points de rebroussement E qui est enveloppée
par la droite ab.

Donc :

Zoutes les paraboles P, correspondant aux divers
points du cercle C (les axes Ox et Oy restant fixes),
sont tangentes  Uhypocycloide & quatre points de re-
broussement £, et chacune d’elles touche cette hypocy-
cloide par son sommet ().

3. La polaire = du point M, relativement a la co-
nique K, touche au point M’ la polaire réciproque €' du
cercle C par rapport a la méme conique.

Or nous avons démontré () que le point M' est le
pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur sa
polaire.

Lors donc que 'on considérera toutes les coniques K
du systéme défini plus haut, on aura le licu du point M’
en abaissant du point M des perpendiculaires sur les

(') Nous tenons a dire que la rédaction de cette Note est anté-
rieure & la publication de la Note Sur quelques courbes enveloppes
de M. Weill (3¢ série, t. III, p. 377) ou se trouve ce méme théo-
réme & propos d’autres considérations (Ex. I, 1 cas).

(*) Nouvelles Annales, 3¢ série, t. Il, p. 461,
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polaires = correspondantes, ¢’est-a-dire que le lien du
point M’ sera la podaire de 'enveloppe des droites =,
par rapport au point M; or nous venons de voir que
cette enveloppe est une parabole P de foyer Mj la po-
daire de cette parabole par rapport a son foyer M est la
tangente au sommet, ¢’cst-a-dire la droite ab.

Donce :

Le licu des points oi les polaires du point M sup-
posé fixe, prises par rapport awx coniques K, touchent
les polaires réciproques du cercle C relativement d ces
coniques, est la droite qui joint les projections du
point M sur les axes Ox et Oy.

Nous représenterons cette droite par la lettre D.

%. Ainsi que nous Pavons déja vu, le segment ab de la
droite D, compris entre O et Oy, étant constant, cette
droite enveloppe Uhy pocycloide a quatre points de re-
broussement E.

5. Considérons un des rectangles ci-dessus définis,
inscrit dans le cercle G, et la conique K inscrite, comme
il a é1é dit, dans ce rectangle.

A chaque point M du cercle C correspond une droite D
définie plus haut, doni I'équation est
(2) —2 “+ é =1.

Le point M’ ou la polaire de M relativement a4 K
touche la polaire réciproque du cercle C, relativement
a K, est, d’aprés ce qui vient d’¢tre vu, a la rencontre
de cette polaire [équation (2)] et de la droite D. Or de
(1) et (2) on tire tres aisément

2

!'(s

RN
|
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Par suite, le point M, correspondant i chaque point
M du cercle C, divise le segment ab correspondant dans
un rapport constant. Quand le point M coincide avec
'un des sommets du rectangle considéré, le point M’ est
le pied de la perpendiculaire abaissée de ce sommet sur
le segment ab correspondant.

On transforme immédiatement ce théoréme en le sui-
vant :

Lorsqu’un segment de droite de lorgueur égale au
rayon du cercle C glisse entre les axes Ox et Oy, tous
les points de cette droite engendrent des coniques qui
sont les polaires réciproques du cercle C par rapport

aux coniques K.

6. En projetant les sommets de chaque rectangle in-
serit sur leurs polaires, nous obtenons quatre points ou
la polaire réciproque C' correspondante touche 'hypo-
cycloide E définic plus haut.

Done :

L'enveloppe des polaires réciprogues C' du cercle C
par rapport aux coniques K est I'hypocycloide & quatre
points de rebroussementE que chaque courbe C' touche
en qualre points.

7. Etant donnés le cercle C et les axes Ox et Oy, au
point M correspondent une droite D et une parabole P,
définies plus haut.

Si, le point M étant fixe, on fait tourncr I'angle droit
x Oy autour de son sommet O, & chaque position de cet
angle correspondent, pour le point M, une droite D et
une parahole P.
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On voil immédiatement que :

Pour le méme point M, les droites 1) relatives aux
diverses positions de U’angle droit xQ y passent toutes
par un méme point qui est le miliew du rayon OM.

De plus, pour le meéme point My les paraboles P rela-
tives aux diverses positions de I'angle droit 20Oy ont
toutes pour foyer le point M et sont toutes vues du
point O sous un angle droit.

La polaire du point O par rapport i toutes ces para-
boles estinvariable; ¢’est la tangente au cercle C, menée
par le point M.

Puisque, pour chacune de ces paraboles, le point M
est le foyer et le point O un point de la directrice, la
droite élevée perpendiculairement 4 MO en son milieu N
est une tangente.

Donc :

L’ enveloppe des paraboles P est la droite élevée per-
pendiculairement & MO en son milieu (*).

Cette droite est paralléle ala tangente AB au cercle C.

Nous avons vu que les tangentes au sommet de ces
paraboles sont les droites D, et que ces droites D passent
toutes par le milieu N de OM; d’ailleurs les sommets
s’obticnnent en projetant le foyer M sur les droites D
correspondantes ; done :

Pour le méme point M, le lieu des sommets des pa-
raboles P, relatives aux diverses positions de l'angle
droit xO y, est le cercle gui a MN pour diamétre.

8. Ltant donnds le point M et unc des coniques K,

(1) Cela résout la question 1512 (3% série, t. UL p. jof).
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nous avons appelé M’ le point ou la polaire du point M
par rapport & K touche la polaire réciproque du cercle C
par rapport a la méme conique.

Le point M étant fixe, supposons alors que la co-
nique K tourne autour de son centre O. A chaque posi-
tionde cette conique correspond un point M. Cherchons
le lieu de ces points M'.

Nous avons vu que le point M’ est sur la droite D qui
joint les projections a et & de M sur les axes Ox et Oy
de la conique K, et qu'il divise le segment ab dans un
rapport constant. Or, en faisant coincider le point M
avee le point de rencontre des tangentes en deux som-
mets consécutifs de la conique K, on voit que

aM' Y2

Mo X
Y et X étant les demi-axes de la conique K, dirigés
suivant Ox et O y.

Considérons alors Ie point fixe M et une position
quelconque de la conigque K qui, d’ailleurs, reste de
grandeur constante. ‘

Abaissons sur les axes Ox et Oy les perpendiculaires
Ma et Mbj; tirons ab et prenons sur cette droite le
point M, tel que

MD T X2’
les points a et & décrivant le cercle qui a OM pour dia-
metreet la droite ab passant constamment par le centre N
de ce cercle, on voit tout de suite que le lieu du point M’
est un cercle G du centre N.
Donc :

Pour le méme point M, le lieudes points N, relatifs
aux diverses positions de la conique K, est un cercle G
dont le centre est au milieu N du rayon OM.
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9. Cherchons maintenant I'enveloppe de la polaire =
* du point M par rapport a la conique K, lorsque cette
conique tourne autour de son centre O.

La droite = passe, d’aprés ce que nous savons, par le
point M’ et est perpendiculaire a la droite MM'; son en-
veloppe est donc une courbe dont la podaire relative-
ment au point M est le cercle G5 ¢’est, par conséquent,
unc conique ayant pour foyers les points M et O, et
pour sommets les points ou le cercle G coupe la droite
MO.

Donc :

Pour le méme point M, l'enveloppe des polaires =,
relatives aux diverses positions de la conique K, est
une conique ayant pour foyers les points O et M et
pour sommets les points oit le cercle G coupe la droite

OM.

On voit immédiatement que les asymptotes de cette
conique sont les diamétres du cercle G qui aboutissent
aux points de contact de ce cercle et des tangentes a ce
cercle issues soit du point O, soit du point M.

10. Nous avons vu (n® 3) que le point M est a la
rencontre de la droite D qui joint les projections de M
sur Ox ¢t Oy et de la polaire = de M par rapport & K,
ct, d’autre part (méme numéro), que le point M est le
pied de la perpendiculaire abaissée de M sur =. Il en
résulte, ’apres la réciproque du théoréme de Simson,
que le point M est sur le cercle circonscrit au triangle
formé par = avec O et Oy.

Donc :

Tout point du cercle orthoptique d'une conique est
situss sur le cercle circonscrit au I.rian'ﬂleformé par la
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polaire de ce point relativement a cette conique, avec
les axes de la conique.

On déduit de la que :

Le segment de la polaire d’un point du cercle
orthoptique, compris entre les axes de la conique, est
vu de ce point sous un angle droit.

11. On sait quc toutes les coniques inscrites dans un
méme quadrilatére sont vues de deux points fixes sous
des angles droits.

Done :

Les cercles orthoptiques de toutes les coniques
inscrites dans un méme (;uadl'ilatére ont méme axe
radical.

Ce théoréme a, croyons-nous, ¢té énoncé par Pliicker.

12. Appliquant la méthode des polaires réciproques
a un théoreme di a M. Keenigs ('), en prenant pour
centre de la transformation le point d’ou Pon voit les
couples de points en involution, dont il est parlé dans
ce théoréme, sous des angles droits, nous avons obtenu
cet autre théoréme :

St les contques K et H sont vues du point A sous des
angles droits, et si K, est la polaire réciproque de K
par rapport a H, le segment déterminé par K, sur la
polaire du point A, par rapport a H, est vu de ce point
sous un angle droit.

De la cette propriéié du cercle orthoptique :

(") Noucelles Annales. o~ <évie. 1. XINX, p. 71
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St dewx coniques K et W1 ont méme cercle orth-
optique Cy et si Ky est la polaire réciproque de K par
rapport @, le segment déterminé par K, sur la polaire

d’un point quelcongue de C par rapport a H est wu de
ce point sous un angle droit.

SUR LA SERIE DE LAMBERT:
Par M. E. CESARO.

I. D’aprés une formule connue, on peut écrire

,',)v_l ! L ./l(' L
() p= 3ph 5])5—‘—7[)7 N6 p—1 p-+i /)).

Dans I'égalité (1), donnons successivement a p les va-

leurs wy, s, ..., u,, et additionnons, aprés avoir posé

U,,:—-—i———q—.._L___,
(3) iy Uy u,
\7 = ¢ e s y
\ n=Vu, T Cuy ey,
Il vient
, I wy+1) (1) . (up—+1)
(i) U”__{_\r”: _10"( 1 )( 2 ) ( n !,

2 P(ug—1)(uy—1)e..(Up—1)

2. La formule (4) est susceptible de nombreuses ap-
plications. En particulier, on peut l'utiliser pour éva-
luer approximativement la somme des 2 premiers termes
de la serie de Lambert, c’est-a-dire

‘\II'_ -
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& élant compris entre o el 1. Prenouns, a cet effet,

[+=r 1 —2P

Upy = —
r 2r 11—z
de sorte que
Uy =1 .
i el =z, 511-
Up—-1 !
La formule (4) devient
. : , ' 11— at
(3) lJ/z+\,,:—log(x—:—2x——>-
2 X 11—

3. On reconnait sans peine, au moycn de I'indga-
lité (2), que, pour n indéfiniment croissant, V, tend
vers une limite finie V, supéricure a V,. D'autre part,
en vertu de la méme inégalité, on a

p:w .
o N\
VoV, <k ? (__'_ >
0 e \t),—1 Up——1 Uy
p=n+1
,7:@
SRR
T 6 < Nt
. ’):n
ou bien
.. . R B % )
(6) \-\/,’\B‘\HN—(I——.T)(.U——U,,)IA
n
Or, a cause dc
/):ac
[+2 1 ) . 1
U)> ———m — U—U,= E —
PN T e’ " up
n=n+1
on a
p=»
. 1T—7 xnr+l
U—-U,> E arr = =
T I+ —x U,
p=n-+1

On peut donc, au lieu de (6), écrire, a plus forte raison,

v V.~ pnt , . G rn+t
— VYol ETo ==Y TT T
6u, 6u,

b étant une fraction proprement dite.
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Par substitution dans (3), on trouve

1 —x i 1 — ah G 1
Sp=~log{1+2r— _——_—
== P ) [ 6u,

¢’est-a-dire

O P 1+ 2 /1 1 — xn O r20+1
(7) - = ~log = 4= X = ————————— - Const.
(—axb 1 —ux 2 T—x b=

Par constante nous entendons une fonction de x, inde-
pendante de n. Pour n infini, on obtient

p==

\ﬂ xP I 1+
_— IO" —:— conslt,.
P e 91—

ce qui nous donne Pinterprétation de la constante.
D’apres cela, égalité (7) peut prendre cette autre forme

P o®

O rp | == = 0. r2n+1
(8) 2 = Iw' / i = .
11—t | — | — 21l 61— )

p-:n+l

Si, apres avoir multiplié par 1—x les membres
de (7), on fait x =1, on trouve la formule connue

; 1 1 1 Gl (l 1 0)
=t e = =L log (- - ) e
2 3 n ‘ ‘),) 6n

Dailleurs, Papplication directe de la formule (4) a
I’évaluation ‘de la somme des n premiers termes de la
série harmonique permet d’obtenir des expressions
beaucoup plus approchées. Si 'on fait, par exemple,
wp=p -1, en ne considérant que n — 1 termes dans
les séries (3), on trouve

e = = G Iww/n(n ) L-— .

1
2 3 n 6n(n +1

Pour une valear donnée de ax, on peut toujours
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trouver la somme de la série de Lambert, avee unc ap-
proximation aussi grande qu’on le désire, en faisant
usage de la formule (8), dans laquelle on attribue a n
une valeur suffisamment grande. Proposons-nous, par
exemple, de calculer la somme

- 1 1 I 1
S = T -+ - ey

- P
10 —1 102—1 103 —1 oY —1

avec sept décimales exactes. Il suffit de prendre n =3
dans (8), apres quoi il vient

, T 1 1 11 5300

S= -+ — + — + —log=— =o0,1223242. ...

9. 99 999 18 T5ig9

Cet exemple admet une vérification facile. Le ni™ chifre
décimal doit, en effet, représenter le nombre des divi-
seursde n pour les guarante-six premiéres valeurs de n.
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»¢ édition. Grand in-18. Paris, Poussiclguc freres;
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Cet Ouvrage donne non seulement la solution de 4oo ques-
tions proposées dans les Eléments de Géométrie descriptive du
méme auteur, mais encore celle de 500 nouveaux exercices.

L’hyperboloide a une nappe, le paraboloide hyperbolique, l¢
tore, les conoides et les hélicoides v sont traités avec détail,
et 100 questions proposées 4 divers examens ont été ajoutées
aux problémes de récapitulation.

Une Table analytique permet de trouver facilement les
exercices qui se rapportent 2 une surface ou a un genre donnés.
Enfin, 659 figures sont intercalées dans le texte.

Evréments pe GEomErriE, comprenant desnotions sur
Jes courbes usuelles et de nombreux exercices; par F.
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J. J. 5 édivion. Grand in-18. Paris, Poussiclgue fréres;
1885

Ces Eléments de Géométrie exposent les connaissances
exigées pour le brevet supéricur d'instruction primaire, pour
le baccalauréat ¢s sciences et pour le baccalauréat spécial,

Quatre Livres sont consacrés a la Géométrie plane, trois ala
Géométrie dans Pespace, et un huitiéme aux courbes usuelles.
Chaque Livre est terminé par un grand nombre d’exercices,
comprenant des théorémes a démontrer et des problémes a ré-
soudre.

Un Appendice donne des notions sur diverses théories
polygones ¢toilés, transversales. rapport anharmonique, divi-
sions harmoniques, polaires, ficures homothétiques, axes radi-
caux, théorémes de Guldin, scctions coniques, méthode de
sommation pour I'évaluation des volumes, et diverses applica-
tions exigées par le programme de Penseignement spécial.

Cours oe Mecanique; par Despeyrous, ancien pro-
tesseur de la 17aculté des Sciences de Toulouse, avee des
Notes par M. G. Dar boux, membre de I’ Instltut 2 vol.
grand in-8°, de x- 45‘4 ¢t 616 pages. Paris, A. Hermann;
1684-1836. Prix : 2"

Ce Cours se recommande aux ¢étudiants de nos Facultés, non
seulement par Povdre parfait qui régne dans 'ensemble, mais en-
core par le soin minuticux qué auteur a apporté dans les dé-
tails. Les discussions des problémes y sont menées jusqu’au
bout, condition bicn précicuse pour un livee destiné a servir
de guide aux éléves,

La I'* Partie traite de la Statique, la 11° de la Cinématique,
la 111¢ de la Dynamique du point matériel, la IV® de la Dyna-
mique des systémes matériels et la Ve de PHydrostatique et de
I'Tydrodynamique. )

Les Notes de M. Darboux, inédites en grande partie, sont
relalives aux sujets suivants : la composition des forces, les
centres de gravité, le systéme de quatre forces en équilibre,
I'équilibre astatique, les lignes géodésiques de lellipsoide, le
mouvement d'une figure invariable, 'appareil & ligne droite de
M. Hart. la brachistochrone pour un point matériel pesant.
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unc loi particuliére de la force signalée pav Jacobi, les lois de
Kepler, le tautochronisme cu égard au frottement, la théorie
des forces centrales, le mouvement d'un point sur une surface
de révolution, I'extension du théoréme d’Ivory sur I'attraction
des ellipsoides, I'herpolhodic et la théorie de Poinsot, le mou-
vement d'un corps pesant de révolution fixé par un point de
son axe, les percussions et le choc des corps, les rapports de la
théoric des moments d’inertic avec celle des surfaces homo-
focales.
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DEVELOPPEMENTS NOUVEAUX SUR QUELQUES PROPOSITIONS
DE FERMAT;

Par M. S. REALIS,

Ingénieur & Turin.

1. On sait, d’aprés un théoreme de Fermat, démontré
par Euler, que : si le nombre p, compris dans la forme
linéaire 8q -1, est premier, ou composé de facteurs
/)l'enu'm'x de celle_/brnm, P est la somme d'un carré et
d'un double carré. ¥ d’autres termes, on sait que,
p étant comme il vient d’¢tre dit, on peut toujours satis-
faire, par des valears enticres de a et y, a P'équation in-

déterminde
(1) 2t --32 = p.

Un corollaire, que nous allons d’abord ajouter a cette
importante proposition, consiste en ce que : un nombre
donné p =8¢ —+ 1 étant la somme d'un carré et d'un
double carré premiers entre eux, le nombre

3(p—1)
3 e A
=R
est la somme d'un nombre triangulaire et du double
d’un nombre triangulaire.

Pour démontrer cette propriété, nous poserons d’abord

Pidentité

3(22?+)2)=o2(x +y )2+ (y —2r),

ouily alicud'observer que, I'équation (1) étant vériliée,
2 est néeessairement un nombre pair, ct ) un nowmbre
Ann.de Mathémat. 3¢ série, t. V. (Mars 1886.) 8
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impair. Nous pouvons donc poser une relation telle que
58 +1y=o(2a-+1)2=-(2b+1),

ou a et b sont entiers. ct d’ou résulte I'égalité

constituant la pl'opriété énoncée.
On aura ainsi

»_8(72. ) /R )
[y = 3 \(t == 1 5 )'._]‘

a ct b étant tels que Pexpression de ¢, ct conségquem-
ment celle de p, se réduisent a des nombres entiers.
Des relations

y+r=2a-+1, y—2r=2>b+41,
subsistant entre les entiers @, b, x, y, on déduit
r=3(a—0), y=32(2a+0)=+1,

d’on, par identité,

) , 8 —~~1))
222+ 1vEI—= @+ a + -1
' 3 2

On conclut de la que toutes les solutions entiéres de
I'équation (1) sont renfecrmées dans la formule

\’ (’2(1—9[)) __<4a—:—2b—!:§>2
) 3

| oS L

\ 2

)—:—1,

ot I'on attribucra a a et b des valeurs entiéres telles que

(2)

son second membre se réduise a la valeur de p (ce qui
est toujours possible, d’apreés ce qui précéde). La re-
cherche de a et b se trouvera d’ailleurs quelque peu
facilitée par la considération que, x et » devant étre
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entiers, les valeurs numériques de a — b et de 2a + b
doivent étre divisibles par 3.

La détermination du carré ct du double carré en
lesquels se décompose p se trouve ainsi ramenée directe-
ment & celle du nombre triangulaire et du double tri-
angulaire en lesquels se décompose le nombre plus petit
3q.

On reconnait facilement que cela ne cessera pas
d’avoir licu si, parmi les facteurs premiers de p, il s’en
trouve qui soient compris dans 'une quelconque des
formes 8¢ — 1, 8¢ =3, pourvu que chaque facteur de
celte espéce soit aftecté d’un exposant pair, et que p
renferme au moins un facteur premicr 8¢ +1 plus
grand que l'unité. En ce cas, x et ) ne seront plus pre-
miers entre eux.

Pour p == 32.17 =153, par exemple, on a, cn faisant
a =1, b =10 dans la formule (2),

2.624+92=3(2.1+5%) +1=8.19 +-1 =153,

Pour p = 7%.93 =337, on a

24224 72=5%(2.98 = 3403)+1=8. 447 +1 =353,
ce qui correspond au cas de @ = —18, b= 45, dans la
formule (2).
Pour p = 32.52. 41 =225, ona

2.60%-+ 152 =5(2.28 + 3403) + 1= 8.1153 +1 = ¢225,

ce gui correspond au casde @ = 8, b= 8a.

2. Un théoréme de Fermat, démontré par Lagrange,
établiv que : tout nombre premier, compris dans la
forme 8¢ + 3, est la somme d’un carré et d’un double
carré.

Ce théoréme, d’apreés les principes connus, s’étend a
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tout nombre p de la forme 8 ¢ 4~ 3, composé d’un nombre
impair de facteurs premiers de cette forme, et d'un
nombre quelconque de facteurs premiers 8 +-1.
D’apres cela, Uéquation indéterminée

24yt =p,
o p est tel qu'il vient d’¢tre dit, est toujours résoluble
en nombres entiers impairs r =aa -1, y = 20 41,
ct peuat étre représentée par Uidentité

b2 b
2(2(z+1)2+(21)+|‘)2:8(a?+a—5—j‘—)+}>+3.

p-—3

8

est ici la somme

On voit que le nombre g =

d’un triangulaive ¢t d’'un double triangulaire, et que
toutes les solutions enticres de I'équation considérée
sont renfermées dans 'identité que nous venons d’éerire,
moyennant des valeurs convenables des indéterminées
acth.

Nous ne devons pas omettre d’ajouter que la précé-
dente déecomposition de ¢ en nombres triangulaires avait
été signalée incidemment par Euler, quil’énonce comme
unc condition néeessaire (mais non suffisante) pour que
8¢ -+ 3 soit un nombre premier ().

3. Dans un précédent article, ou il était question des
nombres qui sont la somme de deux carrés, nous avons
{ait connaitre unc importante propriété de ces nombres,
par laquelle la racine de chacun des carrés composants
s'exprime par la différence entre le nombre considéré et

o

un nombre qui est la somme de deux triangulaires (2).

(") Voir les Nouseaur Commentaires de Pctersbourg, t. VII,
p. 22q.
(*) Voir les NYouselles Annales de Vathematiques. p. 36g: 1885,
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Nous allons signaler ici une propriété analogue, relative
aux nombres p considérés dans les n° 1 et 2 qui pré-
cedent.
Cette propriété consiste en ce que : si un nombre p,
impair, oudouble d’unimpair, est décomposable en un
carré et un double carré, en sorte que l'on ait

P =2x*--372,

les racines x, ) des carrés composants seront expri-
mables par le systeme de formules

1 o C2ni2n-—1)
r=p—,|m(m-r1)+ ——— 5
3L 2

2 ['m(m—=-1)
=D — 5| ——————— -+ nin-+1)
J / 3 2

m et n étant deux entiers convenablement déterminés.

La vdrilication est facile, et nous laisserons au lecteur
le soin de développer les calculs relatifs. Pour plus de
simplicité, ¢t puisque ¢’est le cas qu’il importe surtout
de considérer, on peut admettre que x et ) sont premiers
entre eux; mais on reconnaitra sans peine que cette res-
triction n’est pas nécessaire.

Exemples :
q ) \m= i, y@=11—g(20+10)=1,
) =8.1-+3 =11, )
! ] n=—u; {y=11—2(10+ 2)=23:
3 (l?l . 67 (ff:l/—%(_ﬁ'z—:- 3)::2_
p=28.2+1=17; ‘
| n=—1; | y=17—2(21-- 0)=3;
. {m= 6, {@=19—1(j2+ 6)=3,
p=28.2-+3=19; ? ) l ) ) .
n = 20 Y =19 —3(21- 0)=1
{m= 7 (ax=20—}56+ 1) =3,
p=2.11=22; ! ;

( n = 17 (J =22 — (20 -+ 2) = 2,
= 8= 33 {m= 8 (x=33—4(72+21)=02,
= 0.} T 1 =020, < . . .

| n==3: | »=33—2(36= 6)=5:



p=araz=35 LT 9 Lestimiges 5 =3,
L= ly=3i—3(55+ 0)=4;
p = aig = 38; m= 7, (x=238—=%(56+55)=1,
n=—7s; ay=38—-§(28+20):6;

DR R I R T P N I S I A S N

4. D’aprés un théoréme de Fermat, démontré par
Euler, on peat aflirmer gue : st un nombre donnd p,
compris dans la forme linéaire Gg + 1, est premier,
ou composé ({(:./hcleurs premiers de cette forme, ce
nombre est la somme d’un carré et d’un triple carré.

Un corollaire qu’il y a lieu d’ajouter a cette proposi-
tion cousiste en ce que : p étant comme il vient d’étre
P —

2

. . 1 ’ .
dit, le nombre 3q = est la somme d’un triangu-

laire et d’un triple tl'i{mgu[(zi/'e.

Soit, en effet, Péquation
(3) 3a=-yi= p.
subsistant, pour p= 64 -+ 1, ¢n nombres entiers x, y,
premiers entre eux; ces nombres seront néeessairement
de différente parité, et 3 sera premier avee 3.

Posons identité

F0xtyy=3(z+ )y )+ (3 —y )%,

nous cn conclurons aussitot 'existence d’une relation
telle que
1(6g-+-1)y=3(2a+1)24(20+1)?,

pour des valeurs enticres de « ct b, et nous obtiendrons

N . - a
2 =

2

ce qui démontre la propriété énoncée.

Il'y alicu de remarquer ici que le nombre riangulaire
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024 b

» qui entre dans expression de 3¢, doit ¢étre un

multiple de 35 on a ainsi une condition propre i fa-
ciliter la décomposition de 3¢ en nombres triangulaires,
et, par suite, la décomposition de p en carrés, sclon 'é-
quation ( 3). Cette condition, au reste, revient a ce que
nous avous déja remarqué, c’est-a-dire que y doit étre
premier avec J.

Les égalités

Ty =a2a -1, Se—y=2b+1
donnent
a-+b+1 3a—b+1
=, Y=
P 9

ouact b seront de différente parité (ce qui constitue
une nouvelle condition propre a simplifier la recherche
des nombres triangulaires en lesquels se décompose 3 ¢).
Par ces expressions de x et y, I'équation (3) se trouve
transformée en l'identité

,,(a—:—b+l>2 <3a-—b-1—1>'~’ ,<a‘2+a 1 O+ b>
3 — :() -5 —+1,
2 2 2 3 2

cest-a-dire

‘ 3<<z+:1+1>2+ <3a—21);|‘\)'-’

( =3(a?+a)+ b2+ b +1.

—~
e
~

On voit par la que le nombre considéré p =64 —+1
peut toujours étre représenté par la forme indiquée par
le sccond membre de cette identité, ou I'on sait que «
ct b sont de différente parité, et que b2+ b est divi-
sible par 3. Il en résulte que toutes les solutions en-
tiéres de ’équation (3) rentreront dans lidentité (4),
ou l'on pourra toujours assigner a a ct b des va]eurs_
entiéres propres a identifier son second membre avec la
valeur donnée de p.
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Il est ais¢ de voir que ce qui précéde continue d’avoir
licu lorsque p renferme des facteurs de la forme 64 — 1,
pourvu que chaque facteur premier de cette forme s’y
trouve élevé a une puissance paire, et que p renferme
au moins un facteur premicr 6¢ —+1 plus grand que
Punité. Fn ce cas, 22 cty? auront pour divisear commun
un carré qui scra également divisear de p.

323, on a

Clest ainsi que, pour p =152.13 =
302+ 5= 6(28 —!—7;‘) 4+ 1=3.56 + 156 41 = 323,

ce qui correspond a hypothese de a =7, & =12, dans

la formule (4).

On remarquera encore que la transformation de I'équa-
tion (3) en I'égalité (4) continue de subsister si, an lien
du nombre considéré p, on prend son triple, c’est-a-dire
le nombre 3 (64 4+ 1); cela tient i ce que le facteur 3,
quoique non compris dans la forme linéaire 64 —+ 1,
w'en appartient pas moins a la forme quadratique
Jaz-4-92 In ce cas, le nombre 62+ b ne sera plus
divisible par 3.

On a, par exemple, pour p = 3.19 = 37,

3.2+ 32=3.124+20+1= 57,

S

ce qui répond aux valeurs @ =3, b = 4, dans la for-
mule (4).

5. 1l nous reste asignaler, a I'égard de I’égnation (3),
la propriété remarquable dont jouissent les racines x,
A, de pouvoir s’exprimer trés simplement par la diflé-
rence entre p et une fonction linéaire dérerminée de
certains nombres triangulaires.

Cette propriété, analogue a celle que nous avons con-
statée plus haut a I’égard de I'équation (1), se rattache,
de méme que celle-ci, & un fait général sur lequel nous
ne nous arréterons pas en ce moment. Elle consiste en
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ce que : si un nombre p, impair, ou quadruple d’un
impair, est décomposable en un carré et un triple carré,
en sorte que 'on ait

p=3z%+33

les racines x, y des carrés composants seront expri-
mables par le systéme de formules

][772(711—!—-[) 3n(%n—1)]
r=p— - -+ )

1
2 2 3 2

tfmim-+~1n nl(n-+1)
y=p—- -9 s
2| 2 2
a Paide de valeurs enti¢res convenables atiribuées a m
[Q /8

La vérification ne présente pas de difliculté.

Exemples :

Cofm= 3, (2= 4—H6+o)=1,
P =4; (( n= 0; }‘y: 4—46+0)=
. { m= 4, 5.% 7—1{to+%) =1,
=7 } n=—r; (, __;(10_}_0):2:
S im= 50 {e=12—-505+%) =1,
e [ n=—2; |y=12—105-+3.1)=3;
p=13 gr)z;:: 6, de: 13— (21+3) =0,
= n [ y=13—i(214+3.1) =1t
T P
pew [ n=-—3; y=19—3(21+3.3)=4;
T R (CL R R
" ln=—r [ y=21—13640)=3;
8 {m= 7, {2=28—-}(285%) =1,
PP =g Ly a8 k(a8 3.6)=5.

Note. — Les propriétés qui viennent d’étre consi-
dérées a l'égard des équations (1) et (3), et celles qui
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font I'objet de Particle cité au n° 3, pouvant trouver
quelques applications utiles dans la théorie des nombres,
nous pourrons y revenir en étendant la question.

NOTE SUR LE CERCLE DES NEUF POINTS;
Par M. Emre LEMOINE,

Ancien éléve de I'Ecole Polytechnique.

Nous avons indiqué (voir Comptes rendus du Congrés
de Rouen, de ' Association francaise pour l'avance-
ment desSciences, p. 1263 1883) lasimplicité de certaines
équations sc rapportant aux propriétés des cercles tan-
gents aux trois cotés d’un triangle, lorsque I'on expri-
mait les cocfticients de ces équations en fonction des
rayons de ces cercles, et,d’autre part, nous avons montré
(voir Congrés de Blois, p. 495 1884) 'utilité de consi-
dérer les points associés (') : la présente Note en fournira
de nouveaux exemples.

Nous nous rapportons aux élégantes constructions
géométriques démontrées par M. Gérono (voir Nouvelles
Annales, p. 220; 1863), pour les points de contact du
cercle des neuf points avec les cercles tangents aux trois
colés du triangle, et nous adopterons ici les mémes
notations et les notations analogues que nous indiquons
icl.

ABC le triangle considéré;
a, b, c, les milieux de BC, AC, AB;

(') Sia, 3, v sont les coordonnées homogénes d'un point O, les
point associés O,, O,, O, onl respectivement pour coordonnées
—x Byt 2, — Ry B -
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a, b, ¢ les points de contact de BC, AC, AB avec le
cercle inscrit;

ayy b, c, les points de contact de BC, AC, AB avec le
cercle exinscrit tangent au coté BC; de méme a}, b},
Ch3 g bey €

H, G, M les points d’intersection respectivement de
cb, b5 de ac, a'd'; de ab, a'b;

Ha, Gay M, les points d’intersection respectivement de
ch, ¢, b),; de ac, a,c,y deab, a, by de méme Uy, Gy,
M;; Hey G, M.

Soient 7, 14y 13, e les rayons des quatre cercles tan-
gents aux trois cOtés du triangle.

Les trois droites HHa', G&', Mc’ ont pour équations
« [/ ¢
—(rore—arg)+ — (ro—re)n + —(re—ry){ =0, ...,
Tu ry re
et se coupent en d', point de contact du cercle inscrit
et du cercle des neuf points.

Les coordonnées de d' sont

r "4 7
"5(/'1)_"0)21 Z)("c“""a)?y ?(‘("u""b)"’,

ou

p—a,, o, p—b pP—c. ..,
Yoy, Lr(c—ap, L %(a—0p.

Les trois droites H,a,, G.b,, M.c, ont respective-
ment pour équations

a b ¢
F(r,,—i— re=+2r)t —+ ;_—("b—‘ re)n =+ E)(rc—— re)t = o,
(4

a b c
= (ro=+nr)t— b (2re—+r—rp)n + ’—‘b(r,,-(— ¢ =o,
C

a . . b c
;(/'c+ e+ T("c—i‘ ryn— ;I(zl'b—i—r—— re){=o,
[

et se coupent au point d,, de contact du cercle des neuf
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points et du cercle exinscrit tangent au cété BC et au
prolongement des deux autres.
d, a pour coordonnées

r, N I'»,‘ - I'e L
— o lre—=rep, Z‘u -+ )2, ?(1"‘—;“)'-’
ou
) . )— ¢ ) — 0
~——I~-(b-c)?, / — (a +c)?, 1 (a-+b)2
«@ b ¢ ’

I, G, M sont respectivement les associés du point
sitné a l'infini
b—¢ c—a a-—b
a v’ c

ct par conséquent All, BG, CM sont paralléles.
De méme, H,, G,, M, sont les associés du point situé
a 'infini
c—b a-=-c¢  a-—+=0b

2 h 2 b
7 b 4

ct par suite AH,, BGq, CM, sont paralléles.
O’ ¢’ a pour équation

de méme o', b, .. ..
’

b e,y cpa,, a, b, ont respectivement pour équations

a b c

~f+ -7 =o0,
7 re r

a, b c,
SIS ——f=o0,
r re ry

a ¢

—f— =71+ —{=o0
’” re b

Remarquons que nous avons désigné par a, b, ¢ les
milieux des c6tés BC, AC, AB ct aussi, dans les équa-
tions, par a, b, ¢ comme a ordinaire les longueurs des
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cotés BC, AG, AB, mais il ne peut évidemment résulter
ancunc amphibologie de ce double emploi de lettres.
Les trois droites Ad,,, Bd}, Cd, secoupentau point A
qui a pour coordonnées

(b—+c)? (a+c)? (a—+b)

ap—a) bp—=0b) cp—c)

Lestrois droites Ad,, Bd,, Cdj, secoupent au point i,
qui a pour coordonnées
_(b—t—c‘)? (c—a) (a—Db)?
ap | bip—c) elp—b)

Les trois droites A%y, Bhy, Ch. se coupent en d'.

Les trois droites AX, Bl,, Chy se coupent en d5 cte.

[’axe d’homologic de ABC ct de d),d}, d, qui cst aussi
I’axe ’homologic de ABC ct de .24 ). est la droite

.
SN

+ L =o,

qui joint les pieds des bisscctrices extérieures.
L’axe d’homologie de ABC et de d'd’. d), gqui est aussi
be} cb ]
I’axe d’homologie de ABC et de kh. 2y est la droite
Y

r -
L+ = 05

qui joint les picds de deux bissectrices; cte.
[équation de dy d, est

at[be—ip(p—a)]|+be(b+c)(q+7)=o,
I'équation de d'd, cst
(¢—mn)ab(a—b)-+[ab—4(p—a)(p—Db)l=o0;
Péquation de 2p A, est
alb—+c)(p—b)p—c)lép(p—a)—be]t

+plp—aybe(b—cP(q+7)=o0;
ete.
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4 .
Soient

D le point o BM coupe AC;
E le point ou AM coupe BC;
D, le point ou BM, coupe AC;
E. le point ot AM, coupe BC.

DE passcen d' et y est la tangente commune au cercle
inscrit et au cercle des neuf points; elle a pour équa-
tion

a b c

+ T -
b—c c—a' a—>b

Y —
Z=o.

vy
_*

DE passe par les points (b — ¢)2, (¢ — a)?, (a—b)?;
(b—c)p (c—a)? (a—0b)
a b [) bl P b

(ll](E]COIl(IUG de ses POilltS peuveut S,CXPI‘iﬂl(Zl‘ par

ct les coordonnées d’un

(8 —a)b—c) (8—0b)(c—a)X (c—c)a—0b)
a ) A ’ p ’

o variant avec le point.

D, E, passe par le point d,, y est la tangente com-
mune au cercle exinscrit tangent a BC et au cercle des
neuf points.

L’équation de D, E, est

a b e - v
c—b> a—-—c'  a+b>
Remarque. — Toutes les fois que, dans une équation

ou dans I'expression des valeurs des coordonnées ho-
mogénes d’un point, etc., les quantités

m p—a, p—b, p—c
entreront d’une facon homogéne, les égalités

pr=I(p—a\r,=(p—>bir,=(p—cir,
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prouvent que p. p —a, p— b, P — ¢ peuvent y etre
remplacés par ’l_, ;.l—a, ;—bn rlc('t réciproquement.
L’identité @« = p — (p — a) montre alors que, dans
toute formule. @, b, ¢ peuvent étre remplacés par

1 1 I I /1 1)
sf=——=—) ¢(=——=)> p<~—~),
. P -
o disparaissant dans les expressions homogénes.
Application. — La formule

T, _/p(p—a)
0052 A= \/————bc

donne

[
cos— A =
2
ou

cos ! A \/ rrypre s v
S— A\ = A e ——————————— 3
2 ro(re—ry(re—r) ra J(/y,-—-r)(rc——r)

et ainsi de toute formule entre les éléments d’un tri-
angle.

SUR L’EMPLOI DES COORDONNEES INTRINSEQUES;
Par M. Ernest CESARO.

1. La position d’'un point M sur une ligne est dé-
terminée par I'arc s qui le sépare d’un point fixe de la
courbe : la nature de celle-ci, au point considéré, est
définie par les rayons de courbure o et . Abstraction
faite de saposition dans I’espace, la courbe peut donc
étre représentée par deux relations (€quations intrin-
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séques) entre les variables s, g, 1 (coordonnées intrin-
séques). Il est clair qu’il W’en faut pas davantage pour
Pétude des propriétés intimes d'une ligne; mais il y a
plus : nous allons montrer, ¢n eflet, et ¢’est la le but
principal de cet article, que, par le simple emploi des
coordonnées intrinséques, on passe aisément de Iétude
des faits inhérents a la courbe a celle des faits exité-
rieurs.

2. Au point M prenons comme axes la tangente, la
binormale et la normale principale, ct supposons que
les coordonnées ., 3, z d’un point P soient données en
fonction de s. On démontre facilement que, lorsqu’on
passe de M au point infiniment voisin, ces coordonnées
subissent, rclativement aux axes primitifs, les variations

s — 0
h

e =dr —

ds,

~
7
v

(1) c oy =dy — = ds.
Y A ”
/ \
r 7
05 =d3z -+ (— - —) ds.
0 r

De méme, si 4y u, v sont les cosinus directeurs d'une
droite qu(-l(‘on([uc, relativement au méme triedre, on a

~ ~ v
\ Ch = dA — — ds,
. v
(29 ¢ ey = duv.— - ds.
! P
. AW
o o= dv + (= + =) ds.
P

Les formules (1) et (2), quoique trés simples et faciles
a établir, sont d'une importance extréme; clles consti-
tuent, a elles scules, la base d’'une nouvelle théorie des
lignes et des surfaces.
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3. Point fixe. — Pour exprimer que le point P est

fixe dans 'espace, on doit écrire, en vertu de (1)

0

(3) dr 5—0 dy s ds r )
foods T o ds — 7’ ds 9—‘_7)’
Direction fixe. — De méme, les conditions néces-

saires et suflisantes pour que la direction (%, u,v) soit
invariable sont

4 dl v dpe v v ( A 4P
4 ds 3’ ds ~ 1’ ds Vo ' or
Droite fixe. — Pour exprimer qu’une droite est fixe,

il faut. aux conditions d’invariabilité de sa direction,
joindre celles de fixité de 'un de ses poiuts.

Plan fixe. — Le plan perpendiculaire & la direction
(N, wyv), situé a la distance p de M, sera fixe si aux
conditions (4) on joint la suivante :

. dp
)) —= = A
' ds ’
que 'on obtient, soit par des considérations géométriques
directes, soit en différentiant I'équation du plan et en

tenant compte des formules (3) et (4).

4. Maintenant nous pouvons chercher la condition
néeessaire el suffisante pour qu'unc ligne appartienne a
une surface donnée : cette condition est, ¢n quelque
sorte, I'équation intrinséque diftérentielle de la surface
considérée. Si, par exemple, la surface est une sphére
de rayon R, il doit exister un point fixe P, dont les coor-
données vérifient constamment 'équation

xr++ y?r4+ 52 = R

En ayant égard aux formules (3), trois dérivations
consécutives de cette équation montrent que les coor-

Ann. de Mathémat., 3° série, t. V. (Mars 1880.) 9
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données du centre PP sont néeessairement

4]

(6) 7= 0, y=—r—>

ds

t
Il
o

Conséquemment, la condition cherchée est
ds\2
(7) <I‘—‘J>+92:R2.

in d’autre termes, § élant une variable arbitraive, les
liglms sphériques sont caractérisées par les équations

(8) s=f(0), r=f'(9), 2 = Rcos0.

Il est évident, d’ailleurs, que § représente I'angle des
normales a la courbe et & la surface.

5. On sait que, pour toute courbe, les valeurs (6)
sont les coordonnées des points de arcéte de rebrousse-
ment de la surface polaire. 11 en résulie que, pourles
lignes sphériques, la surface polaire est un cone : cela est
¢vident. Mais on peut se poser la question en sens in-
verse et sous unce autre forme en se demandant : guelles
sont les lignes dont le plan normal passe jfar un point
fixe? L'équation da plan normal est & = o : on obtient,
par dérivation, z = p. Deux autres dérivations donnent
suceessivement

\

dz ; d [ d3y
},T—I‘(—[-Eﬁ ';"."FS(\I%)-—O'

Or, si 'on integre la dernicre relation, on obtient
équation (7), et celle-ci exprime que le point M se
trouve A une distance constante d'un point fixe. Les
lignes sphériques sont donc les scules qui jouissent de
la propriété demandée.

6. Est-il possible de tracer une hélice sur une spheére?
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On doit avoir 7 = mp, ct. par suite, d’aprés (8),
s =mRsinb, r = mR cos0, s = R cos.

Les équations intrinseques de la ligne cherchée sont
donce

(9) r=mp, -p?—{»-%'::kl’.

La derniére équation nous montre que, dans le déve-
loppement de la surface des tangentes a I'hélice, cette
courbe sc transforme en une ligne cycloidale, a savoir
une épicycloide onune hypocycloide suivant quel’angle
constant 2, sous lequel T'hélice rencontre les généra-
trices du cylindre, est plus grand ou plus petit que 45°.
Lorsque o = 45°, 'hélice se transforme en une ¢y eloide.
Quant a la section droite da cylindre, on sait que son
équation s’obtient en remplacant s et  respectivement

LA, P la deuxiéme éealité | ¢ qui
par g— ¢t oo dans la deuxieme égalité {9), ce qui
donue

R s2 m2R 2
P = (R
1+ m? \E -2,

Le cylindre est donc toujours a base épicycloidale.
Le diamétre du cercle directeur est Riangas pour la
transformée de I'hélice : il est égal a 2R coso pour la
section droite du cylindre.

7. L’axe du cylindre est la paralléle menée par le
centre de la sphére a la droite rectifiante; les paralléles
menées par le méme centre a la tangente, a la binor-
male, a la normale principale, fout les angles constants
©,90° — 9, go”, avec cet axe, et, par suite, elles décrivent
deux cones circulaires et un plan. En d’autres termes,
les indicatrices sphériques des trois droites principales
de I'hélice sont deux petits cercles et un grand cercle.
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Dés lors, il est aisé de concevoir une génération simple
de la courbe. Eu eflet, le plan normal se meut en enve-
loppant un céne circulaire (le cone des binormales) ct
il coupe la sphére suivantun grand cercle, qui contient
néeessairement le point M de la courbe. Or, si I'on ob-
serve que, d'apres les formules (8), la variation d de
I'angle, que le rayon passant par M fait avec la normale,
ne différe pas de I'angle de deux binormales eonsécu-
tives, on voit immédiatement que le point M est fixe sur
le grand cercle mobile. Conséquemment : les seules hé-
lices possibles sur une sphére sont les courbes décrites
par les points d’un grand cercle, qui se meut en restant
tangent & un petit cercle. 11 est évident que Pon peut
aussi engendrer la courbe en faisant rouler, sans glisse-
.ment, un cylindre circulaire, de rayon a, sur un autre
cylindre circulaire, de rayon & : les points d’unc géné-
ratrice fixe du cylindre mobile, qui restent a la distance
2a -+ b d'un point de l'axe, décrivent la courbe de-

mandée.

8. Passage aux coordonnées extrinscques. —
Prenons comme axes des X et des Y deux diamétres de
la sphére, perpendiculaires entre cux et situds dans le
plan de base du eylindre épicycloidal; comptons les Z
sur P'axe de ce eylindre. Puisque les cosinus directeurs
de Vaxe des Z sont cos g, sing, o, il est clair que 'on a

Z =z cosg +ysing,
ou 'on doit remplacer x ct y par les coordonnées du
centre. Par conséquent,
(10) Z = Rsin0sino.
Cherchons, maintenant, la distance p de M a un plan

Jire, passant par I'axe du cylindre; clle est donnée par
Pexpression Ax —+ py vz, ou a, 1, = sont les coor-
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données du centre, de sorte que

(11) p = R(wsinl v cosb).
En outre, la direction (%, , v) doit éwre perpendicu-
laire 4 I'axe du cylindre, ct, par suite, on peut poscr
) =—sinJ sinog, » = sinJ coso, v = cos3,
ou 'on détermine J facilement par la troisiéme condi-
tion (4). On trouve

~

0
9= -+ const.
cosy

Chaque valcur de la constante correspond 4 un plan
particulier : sil'on veat considérer deux plans perpen-
diculaires, il est aisé de voir qu’il faut prendre deux
constantes difiérant de ;: On obtient ainsi les équa-
tions

. . 0 . .0
X = R< c0s0 cos —— ~+ coso smOsm——>,
coso :

CUS"AJ

Y = R(— cosf sin -+ cosgsinf cos ~O—>
\

coss cost
Eny joignant I'équation (10), on trouve, par élimina-
tion de 0, les équations ordinaires de la courbe.

9. On est amené a la considération des mémes courbes
lorsqu’on  étudie les développantes sphériques des
lignes sphériques, ¢’est-a-dive les courbes déerites par
les poinis d'un grand cercle, qui se meut en restant
tangent a une courbe quelconque, donnée sur la sphére.
Soit (M) cette courbe : relativement au tricdre principal
de (M), les coordonnées des points M, de la dévelop-
pante sont

r=—Rsin >,

R
$ 0
= — - 51 ‘_
y =R <1 cos l{) sin ),

=R (1 — 0% ;«{) cosf,
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Les formules (1) donnent
sr

~

[}
—_—= 0 —
s ’ ds

~
o

24
ds R cosf

I 0
1l
I
| &

.S .
= sin = sin9,
R

Par suite, le rapport des vitesses de M, et M ct les
cosinus directcurs de la tangente a (M, ) sont

.S .
(12) — =sin - tangd, a=o0, b=-—cosl, c=sinb.
as i\

Ainsi, la tangente a (M) est perpendiculaire au grand
cercle MM,. En d’autres termes, (Mg ) est une trajectoire
orthogonale des grands cereles tangents a (M). D’aprés
les formules (2), '

ca sinf) ch cc

-5 = 0.

72 ds

=— ’

Il en résulte que la normale a (M,) est paralléle a la
tangente a (M), et, par suite, la binormale est paralléle
au rayon passant par M, de sorte que (M) est Vindica-
trice des binormales de (M,). En outre,

(13 Rsin
. = — Sin .
1 ) fFo R

Enfin, puisque angle de deux normales consécutives
de (M,) est égal a I'angle de contlingence de (M), on a,
en vertu du théoréme de Lancret,

dso\2  [dsy\? s
(_.) ﬁ-(__) = (%
e P

\ Po . o / \

2

d’ou
(1) ro = Rsin%tang().
Les formules (12), (13), (14) permettent de chercher

(M), connaissant (M). Du reste, ces formules peuvent
étre résumées en une seule

N =

T e

N
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D’apreés (13) et (14), on voit que tangl représente, en
valeur absolue, le rapport des courbures de (M,). Par
conséquent, pour que (M) soit une hélice, il faut ¢t il
suffit que 0 soit constant, c’est-a-dire que (M) soit un
cercle. Donc : les hélices sphériques sont les dévelop-
pantes des cercles de la sphére.

10. Nous avons dit que tangf veprésentele rapport des
courbures de la ligne (M,). On en déduit immédiate-
ment que la droite rectifiante de (M) est parallele a la
binormale de (M). L’aréte de rebroussement (M,) de
la surface rectifiante de (M,) a donc sa tangente ct sa
binormale respectivement paralléles A la binormale ct a
la tangente de (M), aux points correspondants, d’ou il
résulte que le rapport des courbures de (M) est inverse
du rapport analogue de (M); par conséquent, si (M)
est une hélice, (M) aussi est une hélice, ct réeiproque-
ment. Cela étant, sil’on veut que (M,) soit unc géodd-
sique d’hélicoide développable, il faut ct il suftit que
(M,) soit unc hélice, et, par suite, qu'il en soit de méme
de (M). II faut, en d’autres termes, que (M) soit unc
développante sphérique d’hélice sphérique, comme I'a
fait remarquer M. Pirondini (*). Donc : les seules lignes
sphériques, possibles comme géodésiques sur des héli-
coides développables, sont les dewrxiémes développantes
sphériques des cercles de la sphére.

11. Loxodromies. — Soit (J, u, v) la direction dcs
perpendiculaires au plan de V'équateur. La tangente au
méridien passant par M est perpendiculaire au rayon,
ct, d’autre part, elle doit faire 'angle constant 4 avee

la tangente a la courbe : il en résulte que ses cosinus

(") Journal de Battaglini, p. 22q: 1885,
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directeurs sont
cosd, sind cos, -— singsinf.

I)ailleurs, cette tangente doit rencontrer le diamétre,
dont la direction est (X, 1, v). Cela exige que 'on ait

[ costy 0
w sinycosh  sinl | =o.
v —sindsinl  cosd

¢’est-~a-dire
Atangd = mcosh — v sind.

On trouve, par dérivation,

vtangy = ) sin0,
ct, par suite,

A 7
s sing cosdcosh 71— cos?d cos?0
(15)

y .
' 7 cos?sind cosO T \/'l__z p v‘cas'gﬂ

Une nouvelle dérivation donne facilement, au signe

pres, .
R tangf
§ = -arctang ( ——- ) ;
cosy sing
puis
R tangtd
po— _rtangy = Rcosl.

’
1— cos2d cos2h

Il faudrait éliminer § entre ces trois relations pour
avoir les équations intrinséques de la loxodromie.

12. Les formules (15) sont susceptibles d’autres ap-
plications. Ainsi, en les utilisant dans (1+), on trouve
d’abord qué la distance de M au plan de équateur

q p q

est
Rsin@

, b= V1 — cos?d cos2f

D’autre part, si £ est lalatitude du point M, la méme
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distance est égale 4 Rsing . 1l en résulte

tang0
sing

tang £ =

Dés lors, les équations intrinséques de laloxodromie
peuvent &tre mises sous cette autre forme
RL
S = —
cosd
R cos
e ———
24 qin2 4’
Vi— cos?y sin?{’
R(1— cos2d sin2 )
r = - .
sing cosy

La premiére de ces équations est évidente. Remar-
(quons encore que les coordonnées polaires de la pro-
jection de M sur le plan de Péquateur sont données par
les égalités

uw= Rcos{, %1;(3 = sind.
On en déduit aisément
— 2__.—R .
T ewceoty L p—w ot Y
Telle est I'équation de la projection équatoriale de la
loxodromie.

13, Les exemples traités suflisent pour montrer toute
Pefficacité de cette méthode, qui est susceptible, d’ail-
leurs, des applications les plus variées. En nous bornant
a celles qui concernent la recherche des équations in-
trinséques diflérentielles des surfaces, nous allons in-
diquer succinclement comment on pourrait traiter
quelques autres cas particulicrs. En général, aprés avoir
mis le probléme en équation, moyennant une propriété
caractéristique de la surface, on dillérentie 1’équa-
tion obtenue, autant de fois qu’il le faut pour en éli-
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miner les variables auxiliaires introduites, et 'on ar-
rive ainsi au résultat voulu. Par exemple, pour le céne de
révolution, il doit exister un point fixe P (coordonnées
x, ¥, z), ct unc direction invariable (cosinus ), u,v),
telles que la droite MP fasse un angle constant § avee
cette direction. L’équation du probléme est done

re + py +vs = ucosh, ou =2+ y2+ 32
T'rois dérivations consécutives donnent

P2 1 v cosf

N i Y e .
vy T T T T e
¥y u u

On en déduit

x2
p= (l+ ﬁ) ytangﬂ.
\ Y= s

1w

Telle est 'expression du rayon de courbure d’une
ligne quelconque, tracée sur un cone de révolution, en
fouction des distances du sommet au plan normal, au
plan osculateur ct au plan rectifiant. Trois nouvelles
dérivations permettent d’éliminer ces distances et de
trouver I'équation dillérentielle demandée; il suflira &’y
supposer 7 infini, pour avoir I'équation diffiérentielle des
coniques.

14. De méme, pour le ¢ylindre de révolution, on
exprimera que la distance de M a une droite fixe est unc
constante R. On a d’abord

2?4y 52— p2= R? ou P =Ar 4 uy+vs;
puis, par dérivation,

X = )\[).

va . de
y=up 3 — (= 12—,
s=vp 4 (1=——A%)z.
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Ces relations, maltipliées respectivement par %, w, v
ct additionnéces, donnent

(1—22) u.r(—l‘5~~—vo = 3Apvr.
[y (ls [y [y

Deux autres dérivations suffisent pour éliminer 2, u, v.
On arrive autrement i ce résultat, en exprimant que la
projection de la courbe sur un plan fixe est un cercle :
c’est méme celle-ci la voie & suivre lorsqu’il s’agit d’un
cylindre quelconque. Les coordonnées de la projection
M, de M, sur un plan fixe, sont

e=0p, y=pp, 5-=p.
D’apreés les formules fondamentales, on a

a
or

ds

|5
1

N
0‘}/ N <

=1— A2 = = — A, = — AV}

’ ds o ’

x
Dy

par conséquent, I'élément de la ligne (M,) et les cosinus
directeurs de la tangente a cette ligne sont donnés par
les égalités

dsl)_ 2.
i 1— A2}
a=\/x—7\1;
) b 2
Vi— )2
v
¢ =—

n 5
Gc w2

TO | -

(1— %)

En élevant au carré et en additionnant, on obtient

3
(1—2A)2
Q=27

(17) m

©

0
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Si
F(Poy Sp) =0

est Péquation de la section droite, en la diflérentiant et
en y remplacant les valeurs (16) et (17), on trouve une
relation contenant les variables auxiliaires 2, ., v, que
Pon éliminera an moyen de deux nouvelles difiérentia-
tions. Dans le cas particulier du cylindre de révolution,
il suffit de diftérentier (17), en 'y supposant g, constant.

15. Comme dernier exemple, considérons un /éli-
coide gauche a plan directeur. Un point M de cette
surface étant projeté en N, sur I'axe directeur, on doit
prendre sur NM une longucur NP constante ct exprimer
que le licu déerit par le point P est a flexion et torsion
constantes. Nous suivronsune autre voie : wélant angle
de MN avee un plan fixe, passant par I'axe, et p la di-
stance de N a un point (), fixe sur I'axe, nous exprime-
rons que la longucur p varie proportionnellement a o,
de sorte que

(18) dp = adw.

Or, si &, y, z sont les coordonnées du point fixe Q,
et %, 1, v les cosinus directeurs de 'axe, nous pouvons,
aux trois premiéres variables, substituer les coordonnées
de N, & savoir

t=a—p, =y — up, I=s—vp,

en observant que, d’aprés les formules (3), (4), (5),
ona

’

dz Z . N
SC = = ...(,_A‘l).
ds 3

dr, Z )

—_ = = =AM,

s r

14 .
{E—_(i,+< 1‘).1_\.,
s P 1y ’
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Ccla érant, considérons les cosinusdirecteurs de MN :

1
7 3
z
s

! —y
PISTPL Y, 3

ox 2% A2 —
22 = SN I
ds — Jiri gz
o8 aB + dn

-5 = s n——
ds e
.

oy af -+ Ay

ds i
En édlevant au carré ct en additionnant, on obtient
dw _ vg—ul
ds ‘/ 2 12+ 7’
au signe prés; par conséquent, si Pon tient compte de
(8), 'égalité (18) devient
ME24- 02+ 02) = a(vr, — pk).

Deux dérivations consécutives donnent

do Ny a N, a
<)\———{—z/)£ : <7\———)___)\(y,2+v2)+p,;.

ds 2hr
En y joignant la relation
M+ pr, v =0,

) sen ape N v 4 N . .
nous pouvons déji éliminer g, 7, g, ce qui nous conduit
a Iégalité

. ds N N
MV e 2ARD 3(v2—a)r+a
S

423rs
=" [A(n2+92)p + 2pal.

Au moven de deux autres dérivations, on se¢ débarrasse
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de %, w, v. Nous laissons au lecteur le soin d’achever les
caleuls, qui ne présentent, d'ailleurs, aucune difficulié.
Bien prochainement, peut-étre, nous reviendrons sur
cette féconde méthode de recherches, pour en fairc des
applications a la théorie des développoides et des po-
daires sphériques, ainsi qu’a la théoric générale des sur-
faces.

SUR LA REPRESENTATION DES FIGURES TRACEES SUR UNE
SURFACE. APPLICATIONS AUX CARTES DE GEOGRAPHIE;

Par M. M. pv CHATENET.

Ftant donnde une figure tracée sur une surface, on
peut, d'une infinité de manicres diflérentes, obtenir une
figure quiserasa représentation ou sa transformée située
sur une autre surface. Il suffira pour cela de se donner
deux relations entre les coordonnées d’un point sur
chacune dés deux surfaces.

Soient p et ¢ les coordonnées quelconques d’une
courbe située sur une surface donnée, u et ¢ les coor-
données de sa transformée sur unc autre surface. Tout
systeme de deux relations

F(p. g, u ¢)=o0,
Fiup.g,u,¢)=o0

déterminera un mode de transformation.

On peut done se proposer de délinir les fonctions ca-
ractéristiques 17 et 1Yy, de telle sorte que le systéme de
transformation qui en résultera jouisse de telle propriété
qu'on voudra lui imposer.

Notons que tous les problémes que I'on peut se pro-
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poscr sur la construction des cartes de géographie ne sont
qque des cas particuliers de la question que nous vendns
d’énoncer, puisque les surfaces considérées seront, d’'unc
part, la sphére terrestre et, de 'autre, un plan, cclui de
la carte.

Nous examinerons ct chercherons a définir un mode
de transformation par la condition suivante. Soit une
famille de courbes tracées sur une surface et représen-
tées par I'équation
(1) wo b =1,

dans laquelle 11 et v sont des constantes, ¢ et 4 des fonc-
tions quelconques de « et v. Nous voulons que les lignes
définies par I'équation (1) aient sur la seconde surface
une transformée définie par I'équation

(2) mu + ne =1,

dans laquelle m et z sont des constantes.

En d’autres termes, nous déterminerons une transfor-
mation telle que toute famille de courbes de la premiére
surface définic par une équation linéaire entre deux
fonctions de ses coordonnées soit représentée sur la
deuxiéme surface par une équation linéaire entre les
coordonnées.

Pour résoudre ce probléme, il suflira de fixer la forme
des fonctions o et .

Formons I'éguation différentielle de cette famille de
courbes, nous dillérenticrons deux fois (1) en consi-
dérant ¢ comme variable indépendante et éliminerons 13
ct v entre les deux équations obtenues et I'équation (1).
Nous arviverons ainsi a I’équation

o A ) ar T Pdude do T dwe\do ) T du @
_((ll!J o dy du)[dz'g o d?o du  d* du)z do d‘-’u]

ac Tdude )| d@ T dude & Taw\aw ) T du der |

<do do clu“) [dz | a2y de  dY <du,>2 dy d? u]
(3)
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qui n'est autre chose que P'équation diflérentielle des
lignes (1) transformées.
Or, puisque cette transformée doit étre représentée

par une équation linéaire entre u et v, larelation (3) ne

doit pas diflérer dc Sl =—=o0

) . du\3 du\2 du\" du™ 0
Les coeflicients dc (7[5) , <T> , <(—];> ’ <dv) de-

vront donc &tre nuls, ce qui fournit les quatre relations

sulvantes :

do d*d dY d2o
) T (h: T du (111:-; =
. do d?y dY d*o
) , Lo de " dv dr T
213 A2y _eru 2o
6) du dudy du du di (lv
| L dr v
\ dy du? o du? ’
‘ do d2y N Ay 2o
. ) (/v dude (/v du r/s
() ( L de &2y dy e
T duder T duder T °

I’équation (4) ne contenant que des dérivées par rap-
port it u, donne immédiatement pour solution
(8) Y=o f(v)+ F(¢),
Set Y étant des fonctions queleconques de ¢, mais indé-
pendantes de u.

De (8) nous déduisons

- VL d»
du = du
A2y d*e
duwz ~ f du?
dy  do o df . dF
(N %_‘/%—"wlv' do’

d?o A f dyp df d*F

dr = dm T T a0 T aer
a2y L d2o N d» df

:/———

dude — " dude T du dy
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En portant ces valeurs dans (5), (6), (5) de maniére
a ¢liminer ¢, nous obtiendrons

dy d? f dy El_f__ d2F >_ do (' d/ dF\
(10) & <(‘J( >do do T A e \Yav T ar > =0
v LA (deN o df | dF
try) > do (du> T dw (\9 do T dv > o
(do df  dodf dF
| \ 72 (2 a;§*4mﬁv+dv»>
(12) ¢

’ 2o ([f _
> du (lv Yadv " (lv )
Dans (11), les dérivées de © ne sont prises que par
’ i .l
rapport & u; on peut facilement intégrer cette équation,
ce qui donne
d dr M
(13) c—l—:~——= —
Yy dy -+ N

ou M et N sont des fonctions quelconques de v, mais in-
dépendantes de w.

De (13) on peut déduire par dérivation les valeurs de
ds  d?o do

Do T dy En portant ces valeurs dans (12), on

aura
(3 dF fl_/_ﬂ(l.F>(zt+N)
(g ) \dv d¢? dv dy?
S L, Ar Ay
Trde dv T Vde T

Puisqueles fonctions 17, £, M, N ne contiennent pas u,
il faut, pour que la relation (14) puisse étre véritiée,
avoir séparément

dF d2f  df d*F

(13) dv dot " dv dor =
. df dM af .
(16) 2 do dv -3 dor =

Ces deux équations s’intégrent facilement. L’équa-
tion (13) montre que les fonctions f et F sont liées entre
*
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clles par une relation linéaire. L’équation (16) a pour

solution

(17) ‘l/ = K)M2,

K étant une constante quelconque.

. d
dans P'expression de l(“‘
dy

d
Posons cette valeur de 7{
fournic par (13) : elle deviendra

M @ —+(u~+ N) ﬂ
(18 dy dy : dv
) i KMZ(w—+ N
d’ont Pon tire par dérivation
{ A}
‘ 2 [ U+ N)dlvl] )
< . )Y
2N a? '\I fl\] N
e f ——\l(u—l—V)['\I—~———1—(u Pt L (/«J\
t9) oy = KM (1 + N3

Portons enfin ces valeurs (18) et (19)dans (20), dont
nous n’avons pas encore fait usage. Elle donnera, aprés
cette substitution,

M\ 2 (/2’\1 (l‘l'\l
(20) [2(—(17> ]( +N)—M Egzo

Puisque M ct N sont des fonctions indépendantes
de u, on devra avoir, pour que cette relation puisse étre

vérifiée,

) ' dM a2 \l

(21 2(-{1—‘) M s
. A2N

(22) ' a0z O

On voit, d’apres (22), que N doit ¢tre une fonction
lindaire de ¢, ct 'intégration de (9) donne

1

(23) M=

he -+ g

I et ¢ étant des constantes.
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En substituant cette valeur de M dans (17), nous
aurons par I'intégration

f

n

_/w—:—;r—rl

ct, comme I est fonction linédaire de f,

s

Fe —— +
ho + g

t.

Nous avons ainsi calculé tous les éléments de la valeur
de o et . 1l suffirait du reste de connaitre une de ces
fonctions pour en déduire I’autre, en vertu de la symétirie
des équations.

Les fonctions ¢ et J qu'il s’agissait de déterminer

auront donc les formes suivantes :

au -+ he 4+ p

Il

(24) '

mu —+ ne — ¢ ’
(25) (y:(c'zc—:-l)'v-i—l.

mi —+ ne - ¢

En substituant ces valeurs dans (1), nous voyons que
la famille de courbes considérées aura pour correspon-
dante sur Pautre surface celle définie par’équation

p(aw + b0 +p)+o(du-+0'v-+py=mu—+ nv-+gq.

Nous examinerons quelques conséquences de lana-
lyse précédente en choisissant la nature des fonctions
v et ¥, celle des coordonnées u et v, et celle des deux
surfaces considérées.

I.

Saus rien supposer sur la nature de la surface conte-
nant les courbes que 'on veut transformer, nous défini-
rons la position d’un point sur cette surface au moyen
d’un axe quelconque OA et d’un plan OMN perpendicu-
laire 2 OA. Nous appellerons longitude et désignerons
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par « 'angle du plan passant par I'axe OA etle point m
considéré avec un plan origine AON; nous appellerons

Fig. 1.

m

(Ul N

latitude cu désignerons par ) l'angle du rayon vec-
teur Om avec le plan OMN.

Examinons la famille de courbes définie par I'équation
suivanle

(26) cot)(A cosa—+ Bsina)=r1,

et étudions la transformation d’aprés laquelle les
courbes (26) sont représentées sur un plan par des
droites.

Remarquons dés maintenant que, dans le cas particu-
licr ot la surface considérée est la sphére terrestre, si
nous prenous pour axe OA la ligne des poles et pour
plan OMN celui de Péquateur, « et i ne seront autre
chose que la longitude et lalatitude géographiques d’un
point, et équation (26) sera 1'équation générale des
grands cercles de la sphere. Dans ce cas, la question que
nous nous sommes proposée pourra donc se formuler de
la maniére suivante : Trouver tous les systémes de cartes
de géographic dans lesquels les grands cercles de la
sphere sont représentés par des droites.

11 suffira, pouravoirla solution du probléme général,
de faire dans les formules (24) et (23)

© = coszcoth, & = sinz coth, w=um, e =y,
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et nous aurons ainsi

[ axr+ by +
coszcot A= 2OV P
me —+ ny +q
(27) ¢ . ; ,
. ax+0y-+np
sinacoth = ———— = © .
mx —+ ny -+ ¢

On déduit facilement de ces formules les équations
des transformées des courbes de longitude et de latitude
. adr+0y+p'
(28) tanga = L2 T2V TP

axr—+by+p

(29) (max -+ ny + q)2cot2
=(ar+by+prR+(a'x+by—+p).

Prenons dans le plan pour origine des coordonnées
le point représentant 'une des intersections de 'axe OA
avec la surface (I'un des poles terrestres dans le cas de
la sphére). 1l est évident que la courbe de longitude
devra étre représentée sur le plan par unce droite issue
de I'origine; par conséquent, d’aprés (28), nous devons
avoir p = o, p’= o, et les équations (28) et (29) devien-
dront
(30 tang 4 ————*~
(30) °T ar—+ by
(31) (mx - ny -+ q)cot2

=(ar—+by)-+(a'x+0y)%;
d’ou I'on voit que les courbes de latitude ont toujours
des coniques pour transformdes.
1 I

Le canevas de cette transformation sera donc formé
par un systéme de droites concourantes et de courbes
du second degré.

La condition qui détermine la nature des coniques est
la suivante :

”
, S el BN T
"

\ [(an —mb)24(a'n— mb')?]cot2x
) o hyperbole,
parabole,

o ellipse.

<

(32) ' -—-(ab'—-lm’)?)

~

>

Z
<

\
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Les diverses courbes de latitude seront généralement
représentées par les trois coniques suivantla valeur de ).
On peut démontrer que toutes ces coniques ont leur
centre sur unc méme droite dont I’équation est

(33) (an—bm)(axr +by)+ia'n—b'm)yaz+by)=o.

1
17,
les courbes de latitude sont toujours figurées par des

.. ) a
La condition (32) montre que, lorsqu’on a - =

hyperboles; ce réscau ne sera jamais formé uniquement
d’hyperboles équilatéres.

La méme condition (32) montre encore que, dans le
cas ou m=n =0, on aura uniquement des ellipses
homothétiques et concentriques.

On voit aussi que, lorsque 2 g, =2, ona unique-

a b n
ment des paraboles ayant le méme axe.

L’équation générale (31) montre que les termes du
deuxiéme degré ne peuvent disparaitre pour toute valeur
de \; les courbes de latitude ne pourront donc jamais
Cure figurées par un réseau de droites.

Cherchons donc, ce qui serait d’'un grand avantage
pour le tracé d'un canevas géographique, si elles peu-
vent &tre toutes représentées par des cercles, c’est-a-dire
par la courbe la plus simple aprés la droite.

Pour que I'équation (31) donne un cercle pour toute
valeur de ), il faut que les conditiouns suivantes soient
vériliées :

m=n=o, ab+a' b'=o, a4+ a?= 02+ 0",
ct alors I'équation sc réduita
(34) (a?+ a?)(x?+ y2)= g2cot? r

Ainsi, quand les courbes de latitude sont toutes repré-
sentées par des cercles, ces cercles ont pour centre com-
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mun le point correspondant a I'une des intersections de
la surface avec I’axe choisi et un rayon proportionnel 4
la cotangente de la latitude.
Des conditions nécessaires pour obtenir des cercles,
on déduit b ===a', b'==zz a; en portant ces valeurs
dans (30), on aura '’équation des droites de longitude

a'xxFay

(35) tanga:m-

7

a
S1 nous posons == tang9 el 5= tangy, nous aurons

0 =02 a

Les lignes de longitude feront donc entre elles sur le
plan les mémes angles que sur la surface.

On peut donc dans le cas des cartes de géographie, en
tenant compte de la forme des relations (34) et (35),
énoncer la proposition suivante :

La projection centrale, c’est-a-dire la perspective
obtenue du centre de la sphére en projetant sur un
plan perpendiculaire & la ligne des péles, est le seul
systéeme de cartes dans lequel les grands cercles sont
représentés par des droites et les paralléles par des
cercles.

Il est un cas qui a échappé a l'analyse précédente,
puisque nous avons pris pour origine le point de con-
cours des droites de longitude: c'est celui ou ces droites<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>