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SCR LES COWPLEXES DE DRO!TES DU PREMIER DEGRE
ET SUR LEURS CONGRUENCES;
Par M. Eaxgst JAGGI,

Etudiant & Ta Facult¢ des Seiences de Besancon.

1. La définition donnée par Plicker des complexes
du premier degré est la snivante :

« [.’ensemble des droites dont les six coordonnées ho~
mogénes satisfont 3 une équation homogéne et du pre-
micr degré constitue un complexe de droites du premier
degré. »

J¢ me propose de transformer cetle définition ana-
Iytique en une définition géométrique et de tirer de
cette dernicre des conséquences géométriques.

A Taide de la définition analytique ‘précédente, on
démontre successivement les propriétés suivantes :

Tatorkve 1. — [l v a une infinité de droites du
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complexe qui passent par tout point de lespace, et ces

droites sont dans un méme plan appelé plan f{ocal du
point donne.

Tutorkme 1. — Dans tout plan de Uespace, il y
a une infinité de droites du complexe, et ces droites
passent toutes par un méme point du plan qu’on ap-
pelle le foyer du plan donneé.

Tneorime 1. — Le liew du foyer d’un plan mobile
passant par une droite D est une seconde droite A,
lorsque D ne fait pas partie du complexe, A n’est pas
dans un méme plan avec Dy lorsque D fait partie du
complexe, A coincide avec D.

Réciproquement, tout plan passant par la droite A
précédemment définie a son foyer sur Dj en sorte que
les deux droites D et A, jouissant de propriétés réci-
proques, peuvent étre appelées droites conjuguées.

Tutorive IV. — Toute droite qui fait partie du
complexe et s’appuie sur une droite D s’ appuie aussi
sur la droite A conjuguée de D, et toute droite qui
sappuie & la fois sur deux droites conjuguces D et A
Sait partie du complexe.

Les théorémes qui précédent permettent de construire
géométriquement le foyer d'un plan donné ct le plan
focal d’'un point donné connaissant deux couples de
droites conjuguées (D, ) et (1), Y). Je rappelle ces
constructions, qui résultent du théoréme suivant :

Tutonkme V. — Les pieds de deux droites conju-
guées sur un plan sont en ligne droite avec le foyer
du plan.

1° Le foyer d’un plan sera déterminé comme point
commun aux deux droites joignant les pieds de D et
de My de D) et de X sur le plan donne;
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2° Le plan focal d’un point sera détermine par le

point donné et par la droite joignant les foyers de
deux plans quelconques passant par le point.

Ces constructions montrent qu'un complexe linéaire
est complétement déterminé quand on connait deux
couples de droites conjuguées. Or, on démontre encore
le théoréme suivant :

Tutorime V1. — Deux couples de droites conju-
guces (D, A)et (1Y, A") sont quatre genératrices d’un
méme mode de génération d’un hy perboloide dont le
second mode est formé par des droites du complexe ;
et Yon en déduit immédiatement le théoréme suivant :

Tutorive VII. — Cing droites du complexe deter-
minent géomeétriquement le complexe, car elles déter-
minent dewx couples de droites conjuguées et, par
suite, permettent de construire geometriquement le
complexe. (Ceci était intuitif, car I’équation du com-
plexe dépend de cing constantes, et ces cing constantes
sont déterminées par les cing relations qui expriment
que les cing droites données font partic du complexe).

2. Considérons maintenant un systéme de droites
défini ainsi qu'il suit et que je désignerai, pour abréger,
par la letwre S.

(A) Par tout point de I'espace passent une infinité
de droites du systéme et toutes ces droites sont dans un
méme plan, que nous appellerons plan focal du point;
dans tout plan de Pespace existent une infinité de
droites du systéme, et toutes ces droites passent par un
méme point que nous appellerons foyer du plan.

Je dis que le systéme de ces droites n’est autre qu’un
complexe linéaire. En effet, de la définition géomé-
trique précédente, on déduit que les théorémes précé-
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dents sur les droites d’'un complexe sout vrais aussi
pour les droites du systéme S, car lous se tirent des
théorémes I et I,

On arrive donc a cette conclusion :

Cinq droites du systéme S déterminent ce systéme
d'une scule maniére, de méme qu’elles déterminent un
complexe et un seul.

Les plans focaux d'un point par rapport au systéme S
¢t au complexe déterminés par cinq droites dounnées
coincident et les foyers d’un plan par rapport au sys-
ttme S et au complexe coincident.

Donc, le systéme S et le complexe linéaire définis par
cing droites coincident ; en d’autres termes, tout systéme
de droites qui répond a la définition géométrique (A)
précédemment donnée est un complexe linéaire.

Applications. — 3. Considérons un corps solide
mobile dans I’espace et dont le déplacement soit assu-
jetti a cinq conditions; on sait que les divers points de
ce solide décrivent des courbes trajectoires. On sait aussi,
d’aprés les Mémoires de Chasles, de M. Charles Brisse
¢t de M. Mannheim, qu’'a chaque instant les normales
aux trajectoires des points d’un plan qui sont dans ce
plan passent par un point fixe du plan; d’ailleurs les
normales a la trajectoire d'un point, en un point de
celte trajectoire, sont dans le plan normal a la trajec-
toirc en ce point. Donc, d’aprés ce qui précede :

Tutorime I. — Les normales aux trajectoires d'un
solide de forme invariable dont le déplacement est as-
sujetti & cing conditions forment & chaque instant un
complexe linéaire.

On déduit facilement de la toutes les propriétés géo-
métriques du déplacement infiniment petit du solide.
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%. Considérons un solide mobile dans I'espace dont
le déplacement soil assujetti 4 quatre conditions ; on sait
que, dans ce cas, les divers points du solide décrivent en
général des surfaces trajectoires. Or, ajoutons une cin-
(uiéme condition arbitraire aux quatre conditions don-
nées pour le déplacement : les points du solide décriront
des courbes trajectoires sur les surfaces précédentes, et
a chaque instant les normales relatives & ce déplacement
formeront un complexe linéaire; parmi ces normales,
seront les normales aux surfaces trajectoires en tous les
points du solide. Changeons la cinquiéme condition que
nous avions ajoutée : les courbes trajectoires changent
sur lessurfaces trajectoires, et les normales relatives au
déplacement correspondant forment un nouveau com-
plexe linéaire.

Ainsi, A un instant donné, les normales aux surfaces
trajectoires en tous les points du solide apparticnnent a
deux complexes linéaires; par conséquent :

Tatoreme 1. — A chaque instant, les normales en
tous les points d 'un solide assujetti & quatre conditions,
a leurs surfaces trajectoires, Jorment une congruence
de complexes linéaires.

On peut déduire immédiatement de la toutes les pro-
priétés géométriques du déplacement infiniment petit :
par exemple, ce théoréme fondamental démontré par
M. Manvheim

Les normales aux surfaces trajectoires des points
d’une figure de forme invariable dont le déplacement
est assujetti ¢ qualre conditions rencontrent toutes
deux mémes droites (directrices de la congruence).

Les surfaces focales de la congruence trouvent facile-
ment aussi lear application, mais je ne veux faire ici



(85)
e 1 . .
qu indiquer les moyens d’appliquer les complexes et les
congruences linéaires.

5. Les réciproques des deux théorémes I et I sur les
normales relatives aux déplacements d’'un solide assu-
jetti a cing ou A quatre conditions sont faciles A démon-
trer.

Je dis d’abord que tout complexe linéaire peut étre
considéré comme formé par les normales aux courbes
trajectoires d’un solide de forme invariable dont le dé-
placement est assujetti a cing conditions. En effet, pre-
nons cing droites du complexe et cing arcs élémentaires
de courbe normaux respectivement a chacune de ces
droites en des points quelconques, ces arcs étant, en
oulre, normaux aux plans focaux des points choisis. Ces
cing trajectoires définissent le déplacement infiniment
petit du solide; le complexe des normales relatif a ce
déplacement coincide avec le complexe donné, car cing
droites déterminent d’une scule maniére un complexe
linéaire.

Je dis maintenant que toute congruence de complexes
linéaires peut étre considérée comme composée des nor-
males a un instant donné aux surfaces trajectoires des
points d’un solide soumis & quatre conditions. En effet,
chaquecomplexelinéaire auquel appartiennentlesdroites
de la congruence peut étre considéré comme composé des
normales aux courbes trajectoires décrites par le solide
dont le déplacement infiniment petit serait soumis aux
quatre conditions précédentes et & une cinquiéme con-
dition arbitraire.

6. Comme derniére application, je me propose d’ex-
pliquer géométriquement I’analogie constatée par M. Ap-
pell, qui existe entre le systéeme des poles et plans po-



(86)
laires dans une cubique gauche et le systéme des foyers
ct plans focaux dans le déplacement infiniment petit
hélicoidal (¢’est-a-dire assujetti a cinq conditions). Nous
savons que les normales aux trajectoires des divers
points d'un solide assujetti a un déplacement hélicoidal
forment un complexe linéaire.

Or les droites, appelées droites conjuguées d’elles-
mémes par M. Appell, dans sa thése, sont telles que
toutes celles, qui passent par un point de Iespace, sont
dans le plan polaire du point, et toutes celles, qui sont
dans un plan, passent par le pole du plan (voir la these
de M. Appell, I'® Partic). Elles forment donc un com-
plexe linéaire (définition géométrique du complexe li-
néaire) : de la I'analogie indiquée.

Dans la scconde Partie de sa thése, M. Appell dé-
montre par analyse qu’il existe toujours un déplace-
ment hélicordal et un seul dont le systéme des foyers et
plans focaux est identique au systéme des poles et plans
polaires dans une cubique donnée; ceci est évident géo-
métriquement d’aprés ce qui précede, car cing droites
conjugudes d’clles-mémes par rapport a la cubique dé-
terminent un complexe linéaire d’une seule maniére, et
tout complexe linéaire répond a4 un déplacement héli-
coidal infiniment petit et & un seul.

La réciproque, démontrée analytiquement par M. Ap-
pell, se démontre géométriquement de la maniére sui-
vante :

Les normales relatives a un déplacement hélicoidal
infiniment petit forment un complexe linéaire. Or cinq
droites arbitraires, que nous pouvons d’ailleurs prendre
parmi les droites du complexe précédent, peuvent tou-
Jours étre considérées comme cing droites conjuguées
d’elles-mémes par rapport 4 une certaine cubique (voir
la thése de M. Appell, I'* Partic), et alors le systéme des
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poles et plans polaires de cette cubique coincide avee
le systéme des foyers et plans focaux du déplacement
hélicordal, puisqu’un complexe linéaire est déterminé
d'une seule maniére par cing droites. Si 'on déplace la
cubique trouvée parallélement a son axe et qu’on la fasse
tourner autour de cet axe d’'une facon quelconque, le
systeme de ses poles et plans polaires ne change pas;
par conséquent,

1l existe une infinité de cubiques gauches, égales et
ayant méme axe, dont le systéme des péles et plans po-
laires est identique au systéme des Soyers et plans fo-
caux d’un déplacement hélicoidal infiniment petit
donnée.

Il n’y a d’ailleurs pas d’autres cubiques que les pré-
cédentes répondant a la question, car deux cubiques,
qui ne sont pas égales ou qui n’ont pas méme axe, n’ont
pas le méme systéme de poles et plans polaires.



