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NOTES SUR LE CALCUL ISOBARIQUE;
Par M. E. CESARO.

I. — ALGORITHMES D ALGORITHMES.

1. Sur un algorithme de poids variable r, de degré

m
constant 1, répétons I'opération algorithmique S Un

, r
terme quelconque du résultat

v e
y

SS ...b, (I“+I'2+r3+..-+rm:17)
"m

S

s¢ compose d’une série de termes, dont chacun est

constitué par pm facteurs dout les indices ont pour

somme 7’y = rot. oo =Ty = p. Tout terme du résultat
lJ."l

appartient donc a S I est évident, d’ailleurs, que 7ous

»
wm

les termes de S sc trouvent, sans répétition, dans le
P

résultat. Par I’emploi successif de ce raisonnement, on

est autorisé a écrire

moppop myp .
0 §888--"§"
p r r r 14

en convenant d’opérer successivement et de droite a
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gauche. En outre, on doit rappeler que, par convention,
m

S = o lorsqu’on n’a pas 1Z2m Zp.
P

2. En particulier, soit « une fonction quelconque
de x, et considérons 'algorithme

/1 d
1 dru
Upm(x)= S (ﬁ (h—">’
’7
étudié dans la Note Dérivées des fonctions de fonctions.
On aura, en vertu de (1),

m

S( Dl‘,p. )= Up“u,m-
l’

Cette égalité permet de généraliser les cxpressions
isobariques obtenucs dans la Note citée. Ainsi nous

avons trouvé
m

1 . Anz<0p)
S F,)_ pl

r

Nous aurons, plus généralement,

Q[ AB(0n) | Abm(on)
S »! J -
,)

Par exemple, pour p = 2,

m

o — o A2 (op)
S 7! - p! ’
P

3. De méme, les dgalités

m

m

1 ]}I}”“"Z
S [(r — I)Y] - p—m.’ S(C“”_" r=1) = Cmotp-1, p-m
r 14
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donnent

m m

1 mp—pm
S r—wil T p—pm)?’ S‘CW"""!*)zcumw-a pppm:
r n

4. Comme dernicr exemple, I'égalité
m
S l) - Sp—m, p-1
r (m+1)(m+2)...p

14

dans laquelle s, , représente la somme des produits m
a m des p premiers nombres entiers, se généralise
ainsi

m

S[ Sr—w, r—1 J - Sp—wm, p—1 .

(1) (o +2)...r (pm—+1)(pm—+2)...p
r

En particulier, pour =2, on a

m
i 1 I 1 Sp— _

S = -+ — — p‘2m,p1 :
r 2 r—i/. 2™ (2m —1)(2m—+2)...p

I1. — Sur LA DERIVATION DES FONCTIONS DE FONCTIONS.

5. Dans la méme Note, nous avons montré que, si
y=29(u),u=Y(x),ona

i=p )

. .‘y(P) ?(,)(u\ .

() 1.2.3...p _'2[1.2.3...4[""'(1)]‘
i=1

Cette formule s’étend aisément aun cas ou y s’exprime
en fonction de x, par l'intermédiaire d’un nombre

quelconque de fonctions. Soit, par exemple,

y=ylu), u=g(v), v=4{(),



ct posons

m . . m

N 1 du
NEIENGE RS
,I ’I

m , m

Y[ LodreN
b rt | roder ) T Vom-
r 4

1] est visible que

,},(,, /(t
= 2 (W, + q’H—l,z Wy, i1

1=1

+ P Wp ja 4+ ‘I)p,i\pp.p)]'

Cette relation nous sera fort utile dans d’autres re-
cherches.
6. lci, nous n’aurons besoin que de la formule (2),
. . 1 .
dans le cas particulier de ¢(x) = - - Soit
' ax

U=1—0C X+ C:— 33 +...= - -
=YL+ Y2 22—y 23

D’aprés (2), on a

p—2

p -1 1
(3) (/l—S(CI)'—S((‘:)+S(C)— ...“'::S(z’,.).
»

Supposons que
u=(1—a;z)(1—ayr)(1—asx)....

La formule (3) donne ’expression générale des coef-
ficients vy, moyennant les sommes c, des produits r & r
des quantités a. Il est, parfois, utile de connaitre
Pexpression des mémes coefficients en fouction des
sommes s, des 1 ™ puissances des mémes quantités.

I
Dans ce but, posons = e, de sorte que

§a
=850 — ' ——
2
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Dans le cas actuel, la formule (2) donne, pour

2(x) = e

N

1 2 3 P
, (s,. L QN Sy 1 8
1) ‘{[':S\';)T;b —?_,_)TFS —; —l—‘\—P—‘ 7)'
r r 4

,)
Les relations (3) et (4), qui nous seront utiles dans
la suite, fournissent de nombreux théorémes.
III. — DiFFERENCES DES FONCTIONS.

8. On sail que

1= p A
r\ P [
2N QL) s
Ax r! der
=00 p+i

Or, il est évident que 'on peut écrire, plus générale-

ment,
== 14 d 1
. Amy\p ] rooAm—1 4.\ X
(5) — ] = ? — —— ——— ] Azt
Agpm dd rlodrr Axm-l
=01 p+e

Cette formule donne licu a beaucoup d’égalités inté-
ressantes; mais il est utile, pour appliquer, de con-
naitre l"cxprcssion de A™jy. La question est aisée a
résoudre, et, d’aillcurs, le résultat est connus mais,
comme nous en aurons besoin ultérieurcment, dans la
recherche des différences des fonctions de fonctions,
nous allons I'indiquer en quelques mots.

9. Par le théoréme de Taylor, on a

r M "
—}LAx—y— L—Az‘2+ L—Ax3+....
I 1.2 1.2.3

.\]:

En partant de 1a, calculons, de proche en proche,
A%, A}, .... Nous sommes conduits & poser

‘},(m) N
_\m)» — o So,m Aoxm
},(nt-H) plm+2d
—_ ("T:T)_' Siom Apm+1 m Sa.m Apmt2_ s
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les nombres ¢ étant indépendants de la nature de y.
Pour les déterminer, faisons y = x™*, puis x =o,

Ax = 1. ]l vient
_\Ilr(ollt+z) — 81,”“

Conséquemment

A”ly (”I'FI
(6) 2 Am(onu»t) At
Az (m—+)!
1=0

10. Soit, par exemple, 3 = e, et posons Ax = z. La

derniére formule devient

>

L=
es— m Alﬂ U”l+l
) ( > - ( 2 ) =

3 (m+1)!
)

(

N1

g

Par la comparaison de cette égalité avec (6), on voit
que Von peut toujours écrire symboliqguement

Amy = (g)Ax__ 1)m,

11. De méme, pour y = sinx, on trouve, en faisant
X =0, Ar = z,

. ms . _\m(om+2z+1)
(m pair) am Rm’"; sin — = E (G ) L= ——- 7L TR

. z ”
(m impaury 2™ <™ - cos
2

(&)

(9)

(m—20—1)!
=0

1=«

T ~ Am(()m+21 )
= 2 (— 1) g2

(m—=20!

.

-0

tandis que la formule (5) donne

s ( m~>l’
25111 —(‘(l‘ -_

2
(m pair) — » Cos(r—l)t—l—(m—l)z )

:2 apt S‘ 2 I
\ 7!

=0 p+t

[ 3 mszs\pP
> 8In - sin —
> i

/

(m impair)

r—nT—+(m—1
I3 Gm( ( )3 ‘

;E::p ,S r')l

=) n+i
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12. Revenons a la fonction y = x®, et employons la
formule (6), en supposant Axr =1. On obtient, sous
forme symbolique,

Am(zm) = [z + Am(0)]7,

en convenant de remplacer la /¢ puissance de A™ (o)
par A™(of). Sil'on introduit ce résultat, presque évi-
dent, dans la formule (5), on trouve, pour x = o,

[Am(om‘ ]p =

: S[Cm,.Am—l(oU—’]}.

Par exemple, pour m = 2,

V4

(25— 2) II_S(CB’ S(Cm,,.)—l—é(cm,,‘)—}—...,

p+1 p+2
13. Derniére application : pour y = % etAxr=—uxz,
la formule (6) devient
1.2.3...m
m m—+i l
(o) (1—3)(1—23)...(1—m3) EA omt) &t.

Conséquemment, en vertu des formules (3) et (4),

t=p

t

Am(01n+p )

I [N
])

1=1
i=p i
O 1 S(l’—‘—2"—‘—...+l7l"
- 2‘ 7! »
1=1 P
1V. — ALcORITHMES ISOBARIQUES COMPOSES.

14. Nous appelons ainsi toute combinaison linéaire
Qalgorithmesisobar iquesélémentaires d’'une méme fonc-
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tion, quelles que soient, d'ailleurs, leurs degrés. On a
vu, précédemment, que ces algorithmes composés inter-
viennent dans I’expression des dérivées des fonctions
de fonctions : nous les rencontrerons dans un grand
nombre d’autres questions.

15. On sait (ue plusieurs géometres ont imaginé des
algorithmes, propres i réglementer, pour ainsi dire,
V' Analy se partitive, cetteimportante et féconde branche
de I'Algébre, que M. Sylvester appelle, avec beaucoup de
raison, I'dme de toute I’Analyse. Or il est curieux de
constater que tous les inventeurs, en agissant les uns
a I'insu des autres, ont été d’accord dans le choix de
I’algorithme isobarique composé comme basc du calcul
des partitions. Nous montrerons, en eflet, qu’'un tel al-
gorithme ne difiére pas de celui qui a été étudié Pannée
derniére par M. d’Ocagne dans les Nouvelles Annales.
On sait, d’ailleurs, que le méme algorithme, précédem-
ment étudié par Wronshi, sous le nom de fonction
aleph, a été Vobjet de recherches de beaucoup de géo-
métres. Icl, nous voulons seculement signaler & 'atten-
tion des jeunes inventeurs les travaux, injustement mé-
connus, de plusieurs savants professeurs de I'Université
de Naples: MM. Trudi, Fergola, Torelli, etc.,qui ont pu-
blié, a dilérentes reprises, dans leJournal de Battaglini
ct ailleurs, d’intéressantes Notes sur D'algorithme c¢n
question. De plus, on trouve dans les Comptes rendus de
U Académie des Sciences de Naples quelques impor-
tants Mémoires de M. Trudi sur le méme sujet. Ils sont
surtout a recommander pour les renseignements biblio-
graphiques et les Notices historiques, nombreuses et
intéressantes.

16. Les mathématiciens, avons-nous dit, ont taché de



(67)
prendre comme basc de I’ Analyse partitive I'algorithme
isobarique composé, c’est-a-dire une somme d ’algo-
rithmessimples, deméme poids,maisdedegrés différents.
L’algoril.hm&élément semble étre resté inconnu jusqu’a

présent; mais ¢’est évidemment cet algorithme élémen-

m
taire S qu’il faut, désormais, considérer comme élément
»
primordial dans le calcul des partitions : ce sont ses
propriétés que I'on doit rechercher et étudier, afin
qu’elles constituent le fondement de I'Analyse partitive;
car cet algorithme est le seul qui posséde la propriété
d’etre ala fois isobarique et homogéne, et de ne pas souf-
frir une ultérieure décomposition en éléments d’une
plus grande simplicité.

17. M. d’Ocagne représente par [a,asa;...an |'P le
résultat que l'on obtient en remplacant par I'unité les
coefficients numériques, dans le développement de
(ay+ as+az+4.. .+ a,)P. Tout en nous conformant a
cette notation, nous écrirons, plus briévement, [a,]7,.
M. d’Ocagne donne cnsuite la formule

|
(1r) ‘ (I— a1 L) (1— @y x)...(1— @)
t =1+ [ay]he+[ay]h22+|ay]hxd+. ...

En vertu des égalités (3) et (4), on voit que P'algo-
rithme [av]f; est composé et isobarique; car il peut
ttre mis sous 1'une ou I'autre des formes suivantes :

l:]) 1 I:p 13
. . W 1 Sy
w3 [0 |- S8 (2) |
=1 P 11 p\

Vaturellement, les sommes ¢, doivent étre considérées
comme nulles, lorsque r surpasse m.
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18. Si a,=v, I'examen simultané des formules (10)
et (11) montre que

Am(om—kp)
[v15 = -

Cette formule, qui sera généralisée plus loin, a éié
remarquée par M. d’Ocagne, qui I’a obtenue par com-
paraison avec une formule donnée par M. Schlomilch,
dans un Mémoire Sur les facultés analytiques.

19. Faisonsremarquer aussil’expression des nombres
d’Euler sous forme d’algorithme composé isobarique :

) E,p _{4\” I »
(o 1.2.3...2p _<§> [(2\1—1)“],, )

On y arrive immédiatement parla décomposition de la

fonction cosx en ses facteurs primaires, et le dévelop-

‘ . . sinar
pement connu de sécx. L’emploi de la fonction —

conduit, au contraire, a la représentation des nombres
. . 117
de Bernoulli, moyennant I’algorithme I:;'_‘] .

E'

20. Désignons, pour abréger, par(a,, as, as,...,an)
le premier membre de (11), et imaginons que Iélé-
ment @, augmente de Aq;. On trouve aisément cette
égalité

Alan, ag, oo, ay) = (a,az, ..., @y, a,+ Aa,) xAa;,
contenue dans les Mémoires de M. Trudi. En égalant,
dans les deux membres, les coefficients de x?, on obtient

. 0
(13) (—)—a—\a,az...(z,n]l’:[a,a.z...a,nai]l’*l.
1

Par conséquent, en suivant la marche indiquée
par M. Torelli dans sa Note Sulle funzioni simmetriche,
complete e semplici, on a

d
o [Qlp=[Q.x--a, |P=14-[Q, z+ay P~ 1+...4+ |Q, Z + ap )P,
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pourvu que, pour abréger, on représente par Q P'en-
semble des éléments x + @y, x + asy ..., x +an. Or
il est évident que tout terme

; (x4 a)pi (2 + a)pr. .. (T + @y, )om
i) (Zp=p—1, pi=0,1,2,...)
du second membre est un termede [ Q]P~*. D’autre part,
il est clair que le terme (14), considéré comme un terme
donnéde [Q]P~1, se lrouve p;+-1 fois dans [Q, x+a,]P !,
ct, par suite, p + m —1 fois dans la dérivée de [Q]7.
Il en résulte cette importante formule

(13) %[Q]”=(P+m—1)[9]1’4.

Par dérivations successives, on trouve, plus générale-
ment,
1d

T‘ m‘—‘ [‘T -+ av]fl)l = CI)-‘-m—l,I{T‘F av]%—,'

-

~

Conséquemment, par le théoréme de Maclaurin,

[ +ay]h =[ay]) + Cprm—1,1 [“v]fi:_l”'

(16) _
—+ C[J+”l—l,2[av]£:l 2'7'2""'- LR

21. Taisons, par exemple, a,=v. On obticnt

m! I X v I’/iz = Am(()m-}»p) —+ C[H—m—l,l r Am“,nz-r p=t)
— C]H»mél,zm‘l Am(omEp=2) 4, ..
Si 'on observe que A (of )= mA"=1(1r~1), la der-
ni¢re formule prend la forme symbolique

(m—1)' [z + v]h, =[x 4 Am=1(y)]p+m=1= Am=1[(z + [)p+m=1],

Par le changementde m enm +1 etdex +1 en o,
on en déduit la formule

_\m(xnz+p)

[ryr—1v 229, ....: rmp = —
1.2.3...m

due & M, Fergola.
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22. La formule (13) se démontre plus aisément en
observant, avee M. d’'Ocagne, que

[av]f:)n =[ay oy~ a/n[av]{)ni"
@n pouvant, du reste, étre considéré comme un quel-

conque des éléments a. De cette identité, appliquée plu-
sieurs fois de suite, on déduit

(17) [av]ﬁz = [alez—l - am[av]xz_—’i -+ a?n[av]ﬁz:? +en
La dérivation de la méme égalité donne

0 _ 0 _q.
’—’Z[aV]ﬁl =[ay]h l+a:,)71[“v]x: 5

puis, par applications successives,
o —1 s 3
(18) l’):l—la*/u:L: lﬂv]ﬁ, - ’ll[alel 2"*‘“?[“\']5:2 i S
L

1l suflit, maintenant, d’avoir égard a la relation (17)
pour obtenir immédiatement (13).

23. Il y a, d’ailleurs, une formule facile a établir qui
rend presque intuitive la relation (16). En effet, dans sa
Note Sur un algorithme algébrique, M. d'Ocagne a
démontré que, si 'on pose

f(s)=(z—ay)(s—ay)...(sa—ap)

on a
ap+m—1
I"vm:’f 'f,([l) *
Si chacune des quanlités a croit de x, la fonction
f(z) devient f(z — .r), etla derniére formule donne
~ (2 + q)p+m-1
[z -+ ain’;.ZZ(“-,—)——* .
J(a)
Oun voit immédiatement que le coefficient de x?, dans
le développement du second membre, est

Cp m—11 [ ”v]’/;r'-
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24. Sil'on pose
g5)=(—a13)(1—ays).. .

la formule de M. d’Ocagne peut prendre la forme

ap+1
lath =— ¥ ~—>

] ,< 1
& a
plus utile au pointde vue des applications, surtout dans

. . I
le cas de m infini. Par exemple, pour a,= ——,
pi¢, [ (2v —1)2

on a

Bl
l

(5) = cos 2=,

oy

et 'on trouve

1 "_/ I 1
(2‘1—1)”' w““l 1_32P+l - NS ‘.—”. '

25. Dans (18), faisons varieri de 1 a m, et addition-

nons. D’aprés (15), la somme des premiers membres
est
(p+m—n[ay ]t

Si l'on change p en p <1, on trouve donc
9y playlh = “"1[“\1]5571 —‘“32[av]z:2+53[av]gz~d+~ ce

C’est ]a une identité remarquable, que U'on peut rap-
procher de celle-ci :

(20)  Jaylh =ci[ay]l ' —calaylh 2+ cslav)hn® —. .\,

point de départ de I'étude de M. d'Ocagne Sur les séries
récurrentes. Pour en montrer une application, obser-
vons que, en vertu d'une célébre formule d’Euler,

qP
U—gq)1—¢q?*)...00—qP)

[g9")2 =
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La relation (19) devient

_ =g  (—gqr)i—gqr

1—q 1—q?
L —=gr)—gr)(1—gr2) _
—r

26. Les formules que nous avons données, ailleurs,
pour la résolution des récurrences, permettent de dé-
duire des égalités (19) et (20) les relations isobariques

l:p 12
O
:-I,,—z (— )P+t SHaV];"; >
I)

=1
l—l) 1
N a4 P { |
.s,,:z‘ () 1._L..S'[ny]j"‘ .
=1 p

qui intervertissent, pour ainsidire, les formules (12). En
particulicer, pour m infini et @, = ¢". toutes ces relations
acquierent de I'intérét. Par exemple, si, pour abréger.
on pose

I
Q, = )
YT —g)0—gq?). . (1—q")

(/L: Qp—= S‘:; (— 1)p+e S [,]’E Q]]:»
»

on obtient

=1\
=pn !
Lo N s
RN N
1 -1 P
V. — AL(,-QR[TH’\IFS HOMOGLENES COMPOSES.

27. Nous venons de rencontrer des algorithmes com-
posés, isobariques, mais non homogénes. Il en est
d’autres qui sont homogenes, sans ¢&tre isobariques, et
nous allons les voir paraitre dans une importante ques-

tion, & savoir le développement, suivant les puissances
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de x, de l'a/goril/un(' elémentaire de x 4 z,. On peut
toujours poser sy mboliquement

n

Al

219 S(l EVRE IV Y N
K
,7

¢n e€n l(’ll(]all[ (lll(" l(' second ll'lcl\ll)l'(" l‘('l)l‘t’S(‘l] le

\(m)
s pyne

Apo.’m - Clll‘l '\;rl,)m b Cm ZA;;Z,m 2o
Il s’agit de calculer les coellicients A. Par une mé-
thode analogue a celle qui a été employée pour le déve-

loppement de Talgorithme isobarique composé, on

trouv e
) opom ,
~
( .
\p m - \ Con o 71y S (:f)‘
;o p omie g

Le coeflicient A, est done un algorithme homogéne.

da degré i.
28. La formule (21) sc généralise aisément. Nons
laisserons au lecteur le soin de démontrer Ja 1relation

m —m ] p—i i

m
~\ Y Y

(22) S‘:l r.l) Z le z b/:,) b “:I’ M
JT0 g i

P 0 R
Signalons, comme cas particuliers, T formule
g s

m{” Jopom

o

\ B W

p o } Com s \ [IJ/l[
=0 ] 0

>m pP~t1+7 nmo1f

et d'intéressants développements. que Pon obtient en
employant la relation (22) pour transformer les seconds
membres des formules (8) et (9.

29. Du reste, on est conduit, par uneyoie aisée, aux
relations qui précédent, lorsqu’on cherche a établir cer-
taines propriétés fondamentales de Palgorithme élémen-

Ann. de VMathem.. 3¢ sevie, t. IV, (Tevrier 1885.) 6
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m m

. i \1G
laire. Désignons par b Pensemble des termes de S
r P
qui ne renferment pas I'élément ¢,. Puis, distinguons,

m

\ . . . .\
dans N, les termes qui contiennent ¢, a la premiére

>

puissance, au carrd, au cube, ete. On a visiblement

n—1 —2
n
(23) S S -Gz, S -+ Cpy al] S -
IlA)l
On en déduit
m —m 1 m 2 m 3
] () t , R (
‘—‘S"’“ S Con 11:IS - Gy, 1&!:/‘S -+ . B
dJz,
I p ot P pon

ou bien, en vertu de (23),

Sme
():,,

En conséquence, si Pon ajoute x 4 chaque élément e,

on a
m

1 od o
=

P

m—1 m—1

—_S(r -zp) b('r—,,)»—S(x——w,\—
pot

p--3

Plus généralement, on trouve, par dérivations succes-

sives,
m

! = Qa—=)
717(1)1-«—1).. (m—t+1) dat o
14

m—t m—i

= S (r—-25)+C, 4 S (x=~¢,)+C, 2 S (x+g)+...

p o=l p—r=2
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1l suffit de faire ax =o0 pour obtenir Iexpression

(]ﬁ qu)

pJII'

30. Les derniers développements sc prétent a d’autres
considérations. Remarquons, en eflet, que si Pon posc,

pour un moment,
v

§ -
\ v

pom Y

on a, en vertu de ce que nouns venons de dire, I’dgalité
symboligue

(21 Ty — |+ .

Les regles du calcul symbolique permettent d’invertir
cette relation, en éerivant

(3) =1 .

Cest-a-dire

m—1 ”m-2 m—3
-3
q S" ‘III'I"[S_" Cm"-l S—‘ “am3 S— v
n—t p=2 p—3

31. On peut donner une interprélation facile de la
formule (25), dans le cas de e,=1. On voit alors
que la mréme différence du premier terme de la série

$§ § 8§

porm o p—rm—4) p—im=2 p wm—3
m
, . \
n'est autre que la partie de b indépendante de z,.

P

32. Les dgalités (24 ) et (25) nous intéressent surtout
parce qu’clles permettent d’¢tabliv des relations entre
les algorithmes de fonctions différentes Dans ce but,
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supposons i =1, et observons que, si 'on veut négli-

m

ger, dans S, les termes contenant ¢;, on doit résoudre
P

en nombres entiers, supérieurs a unité, 1’équation

Tr=p, ce quirevient i poser r==r'+1, et a résoudre

en nombres entiers 'équation X7'= p —m. On a donc

7

n m
1)

() = S(sH_,).

P p—m

Conséquemment, en nous reportant a ce qui a été dit
plus haut, st lCon considére la série

[4] 1 2 3
Q
S(s,v). b(s,i, S(a,), S(s,.). .
P p+1 7+2 Py
on a
m 0
Al
l\ (57~+1) = Am (S)v
14 ' l4

pourvu que ¢, =1. Par exemple, dans notre article
Propriétés d’une fonction arithmétique, nous avons
étudié certain algorithme u,, , qui ne ditfére pas de 'al-

m
1

gorithme S relatif & la fonction
»
vient d’¢tre dit, et en nous rappelant Dexpression de

’ A} .
P IVaprés ce qui

1 ’ ~
S(—)» donnée au commencement de ces Notes, nous
r
p Y
pouvons affirmer que u,, , est la miéme dgﬁerence du
premier terme de la série

Sp.p s Sp.p+1 , Sp.p+2
2.3...(p—+1) 3.4..(p—2) foe.up+3)

0,

33. En outre, pour i =1, les égalités (24) et (25)
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deviennent

L =m i

§(E,.) = E Cm.ielin‘[ S (2141),
p

=1 p—m

t=m ]

A .
b (5l'+1 ) = E Gy (—q)m=t S (2r)-
I’

i=1 P+

Dans le cas particulier, considéré en dernier licu,

nous aurons donc

=m

Zp-prmo) = z Chiu
(m +-1)(m —+ 2)..(m + p) mi Y py
=1

i=m

-
m A= 1) (1 ——2)ec (M = Dp) Uy p = 2 (*41)[71Cp+m,i—lsp,p-i—m—l-

=1

34. Nous avons la des relations entre les algorithmes

des fonctions ¢, et e,,,; mais on peut en établir entre
les algorithmes dedeux fonctions quelconques. Voici, par

exemple, comment les algorithmes de

. I
au moyen des algorithmes de =

I ’ .
i s expriment

i Amg 0m+1))
m (2p—+1)(2p + 2)...(2p -+ m)
Spap 1 Spap-2 Spa2p 3
= o C2P~1 oD 1 CZP.ﬂ D —m—
2P+ m 2p -+ m-—1 2P~ Mm—2

Les mémes algorithmes sont donnés en fonction des

1 .
par la formule
a1

algorithmes de =

(—)p—t Am(om+p)

m (m—+p—1)

= Cprm ,p— Cprmit,2Us,p+ Cprmrzallap—....

Les formules (24) et (25), bien que fort particuliéres,
nous serviront a développer, suivant les puissances de =,
la fonction algorithmique U, ,.(x); car, par 'emploi
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des mémes formules, la fonction U se raménc aisément
a la fonction W, dont nous avons donné le développe-
ment dans un de nos articles sur le Calcul isobarique.

35. Nous ne devons pas terminer ces Notes sans si-
gnaler unce importante généralisation de 'idée méme
de I'algorithme élémentaire. On y est conduit inévitable-
ment quand on cherche i mettre le sccond membre de
I’égalité (23 ) sous forme d’algorithme d’algorithme. On
reconnait que cela est possible sculement pour ¢, =7,
mais, en général, on doit d’abord imaginer, dans I'idée
Q’algorithme, Pextension suivante : les différents élé-
ments apparticnnent a différents systémes de nombres,
de telle sorte que les éléments du méme systéme occu-
pent Lou_ioul's.. dans (‘ha(lut: terme, le méme rang. Si
l'on convient de distinguer par un indice supéricur les
éléments de (‘]1aquc systéme, on a

C'est sculement en vertu de cette extension qu'il est

possible de donner une forme algorithmique au second
membre de (23), et, plus généralement, de résoudre le
probléme de la représentation de l'algorithme élémen-
taire d'une somme de fonctions, en nombre quelconque,
moyennant les algorithmes des mémes fonctions. Nous
nous cn occuperons bhieutot.




