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QUESTIONS PROPOSEES PAR M. E. CESARO
[sure (1)].

28. Dans tout triangle, de périmétre donné, il y
a 23 aparier contre 4 qu'il existe unce médiane, et une
scule, moindre que le quart du périmétre. S'il n'y a pas
une médiane moindre que le quart du périmétre, il y
en a deux, ou bien il n’y en a pas, et ces deux cas sont
également possibles, ¢’est-a-dire que T'on peut, pour

chacun d’cux, parier 2 contre 23.

() Voir méme Tome, p. Y45
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29. Dans un triangle de périmétre donné :

1° On ne doit jamais parier plus de 6 contre 1 qu’un
seul des cOtés est moindre qu’une certaine fraction du
périmétre. On peut faire le pari maximum quand cette
fraction est 2.

2° On ne doit jamais parier plus de 7 contre 6 que
deux cotés, ni plus ni moins, sont moindres qu’une cer-
taine fraction du périmétre. On peut faire le pari maxi-
mum quand cette fraction est 5.

30. Ayani brisé une barre en trois morceaux :

1° On ne doit jamais parier plus de 3 contre 2 qu'un
de ces morceaux, ct un seul, est moindre qu’une cer-
tainc fraction de la barre. On peut faire le pari maxi-
mum quand cette fraction est §.

2° On ne doit jamais parier plus de G contre 1 que
deux morceaux, et deux seulement, sontmoindres qu’unc
certaine fraction de la barre. On peut faire le pari maxi-
mum quand cette fraction est 3. '

31. La moyennc géométrique de deux quantités
quelconques est égale, en moyenne, aux % de leur

moyenne arithmétique.

32. 1° L’équation

(1) <(/sdx>2+ <./.sdy>2:%s"

ne représcnte des lignes réelles que si § est une fraction
proprement dite.

2° Si § = cos?o, I'équation (1) représente les spirales
logarithmiques, qui rencontrent leurs rayons vecteurs
sous un angle V, tel que

(2) tangV = 2 tange.
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3° Donner I'interprétation géométrique des équations

() et (2).

33. Sur les ¢otés d'un triangle ABC on prend trois
points A’, B/, €/, tels que les droites AA’, BB/, CC’ con-
courenl en un méme point. Démontrer que le rapport
des aires des triangles A’B'C/, ABC, toujours compris
entre o et 1, a pour valeur moyenne

2

)

1
- =0,1168....
2

(=2}

1

34. Le rapport de l'aire d’un triangle a Vaire du
cercle isopérimétre est égal, en moyenne, a

4
o8 = 0,3758....
Remarque. — Le rapport en question est toujours
compris entre o et
L —0,6046....
3

35. Si gg(x) est le nombre des fractions irréduc-
tibles, de numérateur x, supérieures a K, on a

oR(@)+ ok(b)+ ok (C) .. = [%],

a, b,c, ... étant tous les diviseurs de n.

36. La probabilité que, dans la division de la ra-
cine carrée du plus grand diviseur carré d’'un nombre,
pris au hasard, par un nombre fixe «, on obtienne, par
excés ou par défaut, le reste r, est

5

. T
22 sin2—
o
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37. Les probabilités que le plus grand diviseur
carré d’'un nombre, pris au hasard, se termine par o
ou 3, ou par 4 ou 6,. ou par 1 ou g, sont respective-

ment
I 6 18
—zy =<y —%x°*
25" 25 25

38. Il y a 7 a parier contre 3 que la racine du plus
grand diviseur d'un nombre, pris au hasard, est com-
posée d'unnombre pair, plutdt qued’un nombre impair
de facteurs premiers, égaux ou inégaux.

39. La probabilité que, dans unedivision quelconque,
le mi®m¢ chiffre décimal soit 7, est

I om ! 1I—

—_— e — - =1+ .

20 2 Jy 1 —x!?

40. Dans toute division, le moyen rapport du plus
petit reste au diviseur est

1

g+ log 2= 0,245782.

vz
41. Dans toute division, le dernier chiffre du quotient

est moyennement égal au logarithme naturel de \/ 10.

42. On partage n, de toutes les maniéres possibles,
en parties égales a 1, p, ou p+ 1. Ces partitions étant
rangées en deux classes, suivant que le nombre des par-
ties est pair ou impair, démontrer que la différence
entre les nombres des partitions des deux classes sur-
passe de 1 le plus grand nombre entier contenu dans 1—';,

lorsque p est impair.

43. Soit N, le nombre des solutions entiéres et po-
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sitives des équations simultanées
TPy TyYate o BYYy= R, Ty Ta .. By =P
L’expression
Ny— N;— N3+ Ny —N;+ Ng— Ny — Ng+ Ng—+....

égale le nombre des décompositions de n en une somme
de v carrés.

N.-B. — Chaque N, a été affecté du signe + ou du
signe —, suivant que p est décomposable en un nombre
pair ou un nombre impair de facteurs premiers, égaux
ou inégaux.

4%. Soit A, un déterminant de (n —1)* éléments,
dans lequel I'élément général w;; est égal a la somme des
carrés des diviseurs communs de ¢ + 1 et j + 1. Dé-
montrer que, lorsque 7 augmente indéfiniment,

43. n ct v édtant deux nombres entiers, démontrer
que la somme des plus grands nombres entiers contenus
dans les quantités

1 2 v—1
nRx, n{xr—+ -, n(xr—+ —Jy «++y N{r+ M
v v

est égale 4 la somme des plus grands nombres enticrs

contenus dans les quantités

1 2 n—i
v.r, \/<x+—>, v<2‘+—>’ ceey v(.z‘+ >
n n n

6. La somme des inverses des termes de la séric de

Lamé n’atteint pas 2,36.
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¥7. 1° Les poles d’une droite D, par rapport & une
série de coniques homofocales, se trouvent sur la per-
pendiculaire a la droite, élevée au point ou celle-ci est
touchée par une des coniques.

2° Les points dc contact des tangentes aux coniques,
paralléles a D, se trouvent sur une hyperbole équilatére,
concentrique avee les coniques, passant par les foyers
et ayant une asymptote paralléle a D.

3° Lorsque D change de direction, les sommets et les
foyers de I'hyperbole décrivent des lemniscates de Ber-
noulli.

48. On a
172 4+ 2P22 4+ 3Px3+. . .4+ NP = al — "1 (a - n+1)P,
a condition de remplacer chaque puissance a* par le

. ok , T
cocflicient de ———— dans le développement de ———.
1.2.3...4A 1—e+*L

49. Sé p est premier avecn et n—1, etsi p—1est
premicr avec n— 1, G, , est divisible par n(n —1).
50. Démontrer que I'équation

mh(m —1)-
1.2

mh
xrm 4 — gpm—1_ arm-24, =o0
I

a toutes ses racines réclles.

51. Soit
Uy=—-"-
Démontrer I'identité

U+ U+ Us+. = ud—wud+uuul—uuruzul+.. ..

52. Soient respectivement A, B, les coefficients de
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xP dans les développements de la fonction
(1—ax)(1—bx)(1—cx)...
et de son inverse. Démontrer la formule

aP 4+ brcP+...=BjA, 1+2ByAp 5+...+ pB,.

53. Démontrer I’identité

1

© — + ZIESY

2 xt _ 11— 11— 22 — 2t a2
(1+axf)2 (+z)1+22)...(1+a) 1—a
1 1

54. La somme des pim® puissances des racines de
P p
I’équation

S(a)zr+ fll(ﬂx'l—l—i— f:(:)xnﬁ—i—...: o
est égale a
— ;—2;—1', di%logf(a),
pourvu que p ne surpasse pas 7. .

53. Si les coefficients de 'équation
M- Ayrm—t- Apzm—24 ...+ A, =0
satisfont aux relations

i=p

___m
Al=2 E (—1) 1A A pes <xzpz—2—>,
i=1
la somme des puissances 2p*™®, (Zm), de ses racines
estnulle, tandis que la somme des puissances (2 p — 1)i¢mes,
(Zm) est représentée par
i=p

2(— DP+=1(2i — DA p_;Apiioa.

=1
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56. On calcule une double série de fonctions, d’aprés

la loi

Eng=1— &1 +ie, 41+ Z3+2e, 44— 2b+3e, g 34.. .,

avec les conditions initiales ¢, ;= 1. Démontrer que la
somme
xr xr?

1— Eng - —— B
I—z ™ Tz 1—a2 &t

x x? x3

Tz i i

cst identique avec la ni™ puissance de
(1—z)(1—2?)(1— x3)....

57. On a une suite de fonctions arithmétiques
J1(2), fo(2), fa(@), ..oy
liées par les égalités
Jfi(z) — fir(z) = fi(® — T +1).

La premiére fonction, généralement nulle, est (— 1)+
3ty

lorsque x a la forme - Démontrer que la somme

Ji(2) + fo (@) + fs(@) +...
est égale au nombre des diviseurs de x. [On suppose

fi(x) = o, lorsque i surpasse x.]

88. Soit E,le p*m nombre d’Euler. Démontrer que
les sommes, dont les termes généraux sont

241 —1)"E
En logtang <E + ) (=1)" Ean arctang e**"*!

(2 n41)! 4 2 > (2n+a)!

(n variant de o a =+ % ), ne différent que par une con-
stante.
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59. Les sculs nombres entiers qui dillérent de cing
unités, et dont la somme des carrés soit un cube, sont
47 et 52,

60. Sila diflérence de deux entiers est un nombre
premier, la somme de leurs carrés n’est pas une cin-
qui¢me puissance.

61. Si p est un nombre premier, de la forme
18 == 7, I’équation
24 (z+pP=y?

est impossible en nombres entiers. :

62. Soit B,. le mi™ nombre de Bernoulli, c. P,
)
le mim polynéme de Catalan, ¢ est-a-dire
1')"1(_,1;.) — (1 — z)m+1 [([”’ oM e M2 )] ;
démontrer la relation symbolique

[(1—2)B+P]m—[(1 —2)B]"r=mPm-1,

63. Soit
Quz)=(1—qxr)1—@?z)(1— q*2z)...(1— q"x).
Démontrer I'identité

n=a nin—1)

n—ow
V qu-—l xrh Q L) ~ -+ q 2 xrn

s Qn—s(1) nﬁlQn—l(l)Qw(‘tﬂ)‘

n=t

6%. Ayant posé
Sp=1P4 2P+ 3P ... 4-nP,
démontrer la relation

sy An(on+p-—l ) 4 s9 A2 (0""’1"‘2)
-+ 53 An(on+p—3) +...=p An (On—i-p)'
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65. Soit u, =1+ % Démontrer que, pour 2 infini,

n
3
- u s ", " —
lim \/l‘x' Wit u =Ge ¢

66. Démontrer aussi que

. 7 LR 3 T
lim \/u'{'uff’uf{‘..‘ltjﬁ;::/,“c v,
- .
67. Soit
¥ T 1
Sn +....

= -+

(1L2+1)I'+ (r24 )~ (n2+g)P
Démontrer que, lorsque p tend vers Punité, le produit
(p—1)(S1+ S2+S3+...)

™
tend vers = -
4



