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PROPRIETES ELEMENTAIRES DES FAISCEAUX EN INVOLUTION,
ET LECR APPLICATION A QUELQUES PROBLEMES RELATIFS
AUX COURBES DU SECOND ET DU TROISIEME DEGRE:

Par M. J.-B. POMEY.

Soient y = xtanga, y = xtanga les équations de
deux droites passant par 'origine des coordonnées, Tes
axes étant supposés rectangulaires.

Si, entre o et o/, il existe la relation

(1) Atangztanga'—+ B(tanga + tanga’) + C = o,

ou A, B, C sont des constantes, ces deux droites sont
dites rayons correspondants d’une inyolution.

L’angle  deviendra égal a I'angle o, et le couple de
rayons correspondants scra dit se réduire a un rayon
double, pour les valeurs de tanga racines de I’équation

(2) Ar24o2Bxr+ G =o.

Si les deux valeurs de tang« ainsi obtenues sont ima-
ginaires, clles sont conjuguées si A, B, C sont réels.
Soient a, et «, les angles dont les tangentes sont les ra-
cines a', a” de (2). Silangle 2, + a2, cst réel, il en sera

A+ A

)

de méme de angle » et cela alicu en réalité, car

la formule

.

tang 2y —+ tang ay

tang (o) + %) = ——————
] — tang o tang a4y

ne contient que la somme et le produit de deux quan-
tités imaginaires conjuguées.
Si, dés lors, on prend pour axe des x la direction dé-

Ag 1 Ay

finic par I'unce des. valeurs de Pautre étant
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oLy —+ % ™ ’ . .
200 i; l’('qnauon (1) se changera, comme on le voit

aisément, cn une relation de la forme
A tangx tanga'-+ C = o.

En eflet, la nouvelle relation entre tanga ct tanga’
doit encore ¢tre du premier degré par rapport a cha-
cune de ces quantités; car si, auparavant, a un rayon
5 = xlangan’en correspondail qu'unscul y = x tang
ce v'est pas un changement d’axes qui peat lui en faire
correspondre plusicurs. La relation ne doit pas non plus
perdre sa symétrie. De plus, la nouvelle équation (2)
doit manquer du second termes; car, sil’axe des x est la
bissectrice des rayons doubles, les valeurs de @ (x' et 2”),
réclles ou imaginaires, doivent, en tous cas, éire égales
ct de signes contraires.

Soit maintenant ¢, 4 ot = o Péquation d'une co-
nique, mise sous forme d'une somme de termes homo-
génes en x et j, ¢, du second degré ct ¢, du premier
degré, ¢ étant une variable introduite pour 'homogé-
néité, cette conique passant par Iorigine.

Soit alors ma —+ ny =+t D'équation d'une droite.
L’équation 92~ o, (max +ny)=o est I'équation des
dcux rayouns joignant lorigine aux points d’interscction
de la droite et de la conique. Soit

y =axtangx, y =axtanga
ce couple de rayons. On a

tangz + tanga' = MT,
: A'm+B'n+ G

Aim~+Bin+C

tangatanga’ = —————un =,
e ° A'm—+—Bn+(

A, B, C, AL, UL A, By, G it des constantes; ct
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si la droite passe par un point fixe, on aura
Asm+ Byn + Cy= o0,

A, B,, C, étant des constantes.
Eliminons m et 2 entre ces trois équations, il vient

\’'langa tanga’'— A B’ tanga tanga’— B C'ltangztanga' — C

\'(tangx+tanga’') — A,

~

A, B, C,
ou
<A ‘ B'tangx tangs'— B C'tanga tang2' — G (
YA, = 0,

B'(tanga + tang«') — B; C'(tangx — tanga') — (4

ou enfin

B'(tangx+tanga’) —B, C'(tangz-tanga’')—C,

‘_“»

B O
3 \,langatanga'(tang 2 + tang ') W (:,
—B C'tangx tang '
+ A, ' o °
— B, C'(tangxz + tanga')
B'tangz tanga’ — G —B - G
-+ ’\g | , ° ° , -+ Az .\ = 0.
| B'(tangz + tanga') — (, —B;, —C
"o
)

étant nul, cette rela-

Le premier déterminant
b B

tion est de la forme (1), et le couple de rayons fait

partie d’unc involution. En faisant tourner les axes, la
relation (1) peut ¢tre ramenée & la forme

tangz tang 2’ = const.

1l y a lieu de remarquer que, pour 2 =0, on a o' = go*,
¢t que les nouveaux axes sont un couple de rayons
correspondants rectangulaires. Cela prouve, en pas-
sant, que le couple, ordinairement unique, de rayons
correspondants rectangulaires est formé par le systéme
des bissectrices des rayons doubles réels ou imaginaires.
Si nous supposons que, cn dehors de ce couple, il y en
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ail un autre qui soit rectangulaire, on aura

tangx tanga' =—1,

et la constante devenant égale & — 1, tous les couples
sont rectangulaires. Mais parmi ces couples rectangu-
laires se trouve celui qui est formé par la tangente et la
normale a la conique. Or cette remarque prouve que le
point fixe par ou passe la droite mx + ny =t est sur
Ja normale.

Réciproquement, si les deux droites représentées par
2y—+ @ (mx + ny) == o sont rectangulaires, en remar-
quant que les cocfticients de x* et de 3 2 sont du premier
degré en m et n, on a une condition de la forme

Am—+Bn+C
A'm+Bn+0C

’

relation qui, étant du premier degré en m et n, prouve
que ma 4+ ny =t passe par un point fixe, lequel est
¢videmment sur Ja normale (théoréme de I'régier).

Considérons maintenant une courbe du troisi¢me degré
a point double. Mettons 'origine au point double, et soit
03—+ 92t = 0 I'équation de cette courbe mise sous forme
d’une somme de termes homogeénes en x et j, ©; étant
du troisicme degré, o, du second, et ¢ étant unc variable
introduite pour ’homogéndéité. Si ma + ny =t est unc
droite queleonque, 'équation

93+ (mMr +ny)=o

est celle des rayons vecteurs menés du point double aux
points d’intersection de la droite considérée avec la

courbe. Si a. o/, o

sont leurs angles avee 'axe des x et
qu’on pose

S = tanga + tanga'+ tanga’,

S, = tanga tanga' + tang 2’ tanga” - tang« tanga.

S; = tang 2 tanga’ tang
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on aura
Am+Bn+C
T Am+Bny+C’
Sy = A,m—f—B,n+C1‘
A'm+ B'n-+C
Sy — Aym 4+ Byn + Cg,
A'm—+ B'n+ G

A, B, C AL B, C, Ay, By, Cy, Ay, B, G, étant des con-
stantes qui dépendent de I'équation de la courbe; d’ou

A'Si— A A'S;— A, A'S;—A,
B'S;—B B'S,—B, B'S;—B, | =o.
€S8, —C C'S—0Cf C'S—0C,

Le premier membre se décompose en une somme de dé-
terminants particls. Le premier

A'S, A'S, A'S,
B'S, B'S, B'S,
'S, 'S, 'S,

est nul, comme ayant les éléments de ses trois colonnes
proportionnels. Les déterminants qui contiennent, dans
deux colonnes, respectivement S, et S, ou S, et §; ou
S; et S, sont nuls, comme ayant les éléments de deux
colonnes proportionnels. 1l reste done une relation dela

forme
MSI—I— NS, + PS3+ Q =o,

ouM, N, P, Q sont des constantes. Si je suppose o
constant, un des points d’intersection de max + ny =t
ne varie pas, et la relation entre o ct o’ est une relation
d’involution. De plus, on conclut de la que, si, par un
point d’une courbe du troisieme degré a point double,
on peut faire passer deux cordes qui, limitées a leurs
deux antres points d’'intersection avec la courbe du troi-
sieme degré, soient vues du point double sous un angle
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droit chacune respectivement, il en est de méme de
toute autre corde. J'ajouterai que ce point existe et qu’il
est unique. En eflet, la relation d’involution peut prendre
la forme A tanga tanga’ + C = o. Or, comme dans cette
relation tanga” n’entre qu’au premicr degré, la condition
A + C = o est du premier degré en tanga”. Il n’y a donc
qu'une direction «’, et a cette direction ne correspond
(u’un point sur la courbe du troisiéme degré, puisqu’il
est évident qu’on doit faire abstraction du point double
lui-méme.

Supposons maintenant que lorigine ne soit pas au
point double et soit pourtant sur la courbe. On aura
pour équation

Gy G2l + G182 =0,
©3, 92, ¢y €tant homogénes en x et y et respectivement
des degrés 3, o, 1. 8i je suppose que ¢ y représente le bi-
nome mx -+ ny, cette équation représentera I'ensemble
des rayons vecteurs d’'interseetion de max + ny =1t avee
la courbe du troisi¢me degré. Si, cntre les inclinaisons
de ces rayons vecteuars, il y a la relation

2+ 2 2" ==,
on aura

tang % + tang &’ + tang 2" = tangx tang 2’ tang a’,

relation linéaire par rapport aux coefficients de I'équa-
tion cubique des rayons vecteurs et, par suite, du second
degré enmict n. 1l en résulte que la droite ma +ny =t
enveloppe une, conique.

Si, par un point M d’une conique, on fait pivoter un
angle droit, la corde d’intersection des cotés de cet angle
ct de la conique pivote elle-méme autour d’'un point
de la normale. Si O est le centre de la conique, la droite
ON est Vune de ces cordes. Clest un diametre AB de la
conique, tel que, si I'on construic sur lui comme dia-
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meétre un cercle, ce cercle passera par le point M, et les
droites AB et MO sonl un couple de sécantes communes
au cercle et a la conique. Il en résulte que ces droites,
¢’est-a-dire OM et ON, sont également inclinées sur les
axes.

§i X, Y et .x, y sont les coordonnées de N et M par
rapport aux axes de la conique, en supposant que celle-
ci est une ellipse, on aura

P 2
Z; 4—%ﬁ =1
ct
X—2z Y—y
z y
a b2
avec
X_ Y
r - =y’

car le point N est 'interscciion de lanormale en M ct de
la symétrique de OM par rapport aux axes. Soit ¢ la va-

X Y
leur commune de S et de — En vertu de

on aura I’équation

(a2 + b))t = a2 — b?

X2 Y2\ 1
@ Tr)a=h

X Y2 /a2 02\
az 02 T \ar+ 02

On en conclut que, lorsque le point M parcourt la co-

avee

d’ou

nique, le point N parcourt une conique homothétique ct
concentrique.

I’ ¢quation de cette conique, lien du point N, donne
trés aisément comme conséquence les rayons de cour-
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bure situés sur les axes. En eflet, soit P le point ou MN
coupe OX. on a
N
OM — PM

En supposant que O, P, M, N viennent en ligne droite,
cette relation devient, en désignant par p le rayon de
courbure,

a?— 2 a?— b2
d—— a—p—a——
az-- b2 e a—+ b2
« T a—(a—p) ’

d’ou 'on tire aisément

p.—'_.

2T

Ce caleul peut plutot étre considéré comme une vérifica-
tion.

Ce théoréme permet encore de construire les axes
d’unc conique, d'une ellipse par exemple, donnée par
deux diamétres conjugués OA, OB.

Fn effet, soient OB la droite égale et opposée a OB,
B'AN un angle droit, N le point ot la droite AN coupe

la conique donnée, ct P le point ou la corde B'N coupe
la normale en A. Les axes OX, OY sont les bissectrices
de 'angle AOP. Pour avoir le point N, il suffit de se
servir d'un hexagone de Pascal, par exemple celui dont
les cotés sont : la tangente en A (c6té n° 1), ladroite AN
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elle-méme (n° 2), la corde cherchée B'N (n° 3), le dia-
métre B'B (n° 4), la tangente en B (n° 5), et la corde BA
(n° 6).
Le paint d’intersection de 1 et 4 est a I'infini sur BB,
de 2ct 5 estenU,de 3 et 6 est en V, UV étant parallele
a BB/, et enfin B'V est la corde cherchée.

Remarque. — Les théorémes précédents donnent un
moyen facile de déterminer I'équation des axes de la
conique, dont I'équation est, par rapport a des axes for-

mant un angle 8
9

xrr  y?

a2

=1

En effet, si, par un point fixe d’une conique, je méne
les deux cordes qui aboutissent aux extrémités d'un dia-
métre quelconque, ces cordes sont les rayons correspon-
dants d’une involution. Mais, siune droite a pour équa-
tion y = ax, 'angle o de cette droite avee I'axe des a
est donné par la relation

sin w

T sin(d—uw)’
d’ou
cotw = coth +~ ——;
asinf
. , . .
de sorte que, si « est ’'angle que fait avec ox la bissec-
trice de y = ax et dey = a’x, on aura

I 1 I
2 cotfh + — (—'—i— —-,)
sinh\a  a

coth /1 1 1
cot20 4 -+ =)+

i — s — 1
sinf \ a a aa' sin?0

tangzac =

d’apres la formule

cotw = cotw’

tang(w + ') = ——4m8M———.
& ) cotw cotw' — 1

Or cherchons, dans I'involution précédente, le couple
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de rayons rectangulaires. Il est obtenu pour les bissec-
trices des rayons doubles; mais le rayon double est ob-
tenu lorsque le diamétre est devenu tangent a la conique.
Or les tangentes a une conique menées par son centre
sont ses asymptotes. Leur équation est

s b2
2@
Y

La somme des Jeux racines en= est nulle, lear produit

T
.rl.[ﬂ
cga 35;-

Dans la formule écrite plus haut, o désignera done
Pangle d’un des rayons rectangulaires avec ox, si 'on
i a2

1 I ’
mmp]a(c (—; -+ (-? Pal zero et —, l)al 52

, - On a ainsi
aa

b2 sin2 B

. tang2qd = ———————,
& a? + b2 cos26’

mais les directions de ces rayons rectangulaires sont
celles des axes; car 0 X, paralléle a 'un d’eux MA | coupe
f"autre MB en son milicu et lui est perpendiculaire. 0X
est done le diamétre conjugué des cordes MB et est per-
pendiculaire a cette direction de cordes. o X est done un
axe. De méme MDB est paralléle a ’autre axe.




