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THÉORÈMES SIR L'ELLIPSE ET L'HYPERBOLE ÉQUILATÈRE;
PAR M. JUHEL-RÉNOY.

THÉORÈME. — On joint un point M d'une ellipse aux
extrémités A, A' du grand axe. Soient P, Q les point s
dyintersection de MA' et MA avec la directrice relative
au fo) cr F.

L'angle PFQ est droit ( « ).
Réciproquement, sz **/? segment PQ rfe /<? directrice

est vu du foj cr F sous zm angle droit, les droites QA,
PA' se coupent sur Vellipse.

En eiïet, l'équation de l'ellipse étant

les équations des droites MA, MA' peuvent s'écrire

6 \ a f b A \ <7 /

(M Le lecteur o t prié de faire la fii;ure.



Soil C le point d'intersection du grand axe et de la
directrice, on a

PC = - ( i -4- - ) et

donc

par conséquent, l'angle PFQ est droit.
Démontrons la réciproque.
Soient PC =j> , et CQ = — j 2.
On a, par hypothèse,

jriy-2 = ~ -f

L'équation de PA' est

y x -J- a

et l'équation de QA

a*
\- a

c

y x — a

— — a
c

On a donc, pour le lieu du point de rencontre des
deux droites,

équation de l'ellipse considérée.

THÉORÈME. — Soient M et M! les extrémités de deux
demi-diamètres conjugués OM, OM' d'une ellipse, et F
un foyer.

La droite M'̂ H parallèle à MF e5£ tangente au cercle
décrit sur le petit axe comme diamètre.

En elïet, soient a2y--\-b* x2 = a? b2 l'équation de
l'ellipse, et acosep, is iny l'abscisse et l'ordonnée du
point M ; les coordonnées de M' seront — a sincp, b cos s,



( 4Ö2 )

et l'équation de M'11 sera

(i) bx sincp —(bc -\- ay )cosfj> = —{ab -+- cy).

Pour avoir l'équation de l'enveloppe, prenons la dé-
rivée de l'équation (i) , par rapport à <p,
(•2) 6a?cos'sp-h(6c-f-a^)sincp = o.

Elevons au carré les équations (1) et ( 2 ) , et ajoutons-

les*, nous aurons, pour l 'équation de l 'enveloppe,

; r 2 _ u j 2 = Ö-2— C2 = 62,

ce (jui démontre la proposition.

THÉOUEYIE.— Soit un triangle rectangle inscrit dans
une hyperbole écjuilatère :

Les côtés de l'angle droit AB, AC interceptent sur
les asymptotes deux segments dont les milieux sont sur
le cercle des neuf points du triangle.

Prenons pour axes de coordonnées les deux cólés AB,
AC $ et soient AB = a, AC = h.

L'équation d'une hyperbole équilatère circonscrite au
triangle sera

x2 — j 2 -\-lxy — ax -\- by = o.

Soit r = ex -f- d l'équation d'une asymptote ; c et d
vérifient Jes équations

1 — c2-r- Xc = o,

(\-—ic)d — a -\-bc = o.

De ces deux équations on déduit, en éliminant).,

(i) (c2-f- ï)d-±- ac—bc-—o.

Or, pour démontrer la proposition énoncée, il suffit
de faire voir que le point, dont les coordonnées sont

d d y
J '1 1C C

est sur le cercle des neuf points du triangle.



(463 )
Remplaçons dans la relation (i) à par (zy, et c

p a r — - , nous aurons entre les coordonnées .r, y l'é-

quation
•2(a72-}-jK2) — eux — by — o,

qui représente le cercle des neuf points du triangle rec-
tangle ABC. •

La proposition est ainsi démontrée.


