NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

MORET-BLANC

Composition mathématique pour
I’admission a I’Ecole centrale (seconde
session, octobre 1883)

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 4
(1885), p. 454-460

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1885_3_4_ 454 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1885, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1885_3_4__454_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

COMPOSITION MATHEMATIQUE POUR L'ADMISSION A L'ECOLE
CENTRALE (SECONDE SESSION, OCTOBRE 1885)

{voir 3* série, t. III, p 2q1);

SOLUTION PAR M. MORET-BLANC.

Ondonne dansun planunrectangle ABCD et un point
quelcongque Py par ce point on méne une droite de di-



(1455)
rection arbitraire PR; des quatre sommets du rec-
tangle, on abaisse des perpendiculaires AA’, BB, CC/,
DD sur cette droite.

Cela posé, on demande de démontrer :

1° Que, parmi toutes les droites PR issues du
point P, il en existe une, PR', pour laquelle la somme r?
des carrés des distances des quatre sommets du rec-
tangle a cette droite est maxima, et une autre, PR,
pour laquelle cette somme est minima;

2° Que les deux droites, PR" PR” sont rectangu-
laires;

3% Que le liew géométrique des points P pour
lesquels le maximum de r? conserve une waleur don-
nce @2 est une conique, et que la tangente « cette co-
nique, au point P est la droite PR’y que, de méme, le
lieu des points P pour lesquels le minimum de r? con-
serve une valeur donnée )2 est une conique, et que la
tangente ¢ celle conique, aw point P, est la droite PR

4° Que ces deux coniques sont homofocales et que
leurs foyers communs sont indépendants des valeurs
attribuées aux deux parameétres p*, 1\*. Donner la po-
sition de ces foyers et examiner en particulier le cas
ou l'une des dimensions du rectangle s’ annulerait.

1° Je prends pour origine des coordonnées rectangu-
laires le centre, O, du rectangle, et pour axes, des pa-
ralleles Ox, Oy, aux cotés AB, BC, dont je représente
les longueurs par 2a,256; a > b.

Les coordonnées des sommets A, B, C, D sont respec-
tivement

(—a,“b); ((l,—])); (a7+[)>; (—(l,+l)).

Soient a, 6 les coordonnées du point P, I'équation
’ l ) '
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d’unc droite PR, issuc de ce point, st

y—6=mir—a);

d'on
T [(b— ma):ﬂ—(G — maz)]-’
m2—1
=2 [(b+ ma)+(6 — ma))?
BB = ’
m?—4-1
—2  [(b—ma) —(6—m2)]?
ol = ) ,
m2—1
DD — [(b+ ma)—(6 — ma)|?

m2z-—1

en remarquant que P'on peut changer le signe de la
quantité élevée au carré.
Il s’ensuit

——2 ——2 —2 ——2
AA" 4- BB — CC" —DD
__/;(a2~—1?))772~—82(’3/11-—1([)‘-'—‘—6‘2)__

;2
mr—1
ou, en chassantle dénominateur,
r2 2
i(al«:(? —)m2—8abm | (02 —062 - =) =0
3 .
/ 1
ou
22\ , , ;2N
((1-’ %2 —) m’— 2zom <[/-’ 0 — ) — o,
> 7
\ 1 b/

(-(luati(m qui donne

GabH —re = (a2 a2 — B —i6(atbr - bia2 o g6
——— —— - ,‘2 .
P2+ — —
4

Décomposons en facteurs la guantité sous le radical,

m -

et acet effet cherchons les racines 72 de I'équation
Pt— (@ D2 a2 62)72-16 (a2 2+ D222 4 @282y =0

Le coeflicient de 7% étant négatif, la plus grande ra-
cine sera un maximum. ct la plus petite. un minimum.



On a

2= (@t b4 22 - G2)

SN e

Done
a4 b2 a2 62) Loy (a?— b2 = a2 — 622w farh2

est un maximum @2, et

2(a@2= b2 a2 82) —o/(a?— 2 22— 62)2+ fa262

un minimum %* ().
Si le point P coincidait avee le point O, le maximum
serait 4a* ct le minimum 45?%; en général, le point P
oy . R
s’¢loignant, le maximum sera plus grand que 4a? et le
minimum sera compris entre 452 et fa®.

(') Pour que les valeurs de m soient réelles, il faut que la quan-
Lité
— @ -8 —a6 (a0 + brar - a6?)

soumise au radical soit positive ou nulle, ce qui revient &
r— (@ =04 = &) 16 (@O Dt a2 6) o,

En désignant par u* et %? les valeurs de 7# qui annulent ce dernier
polynome, on a

r'~—’;,(a3+b“—'- o2 - 6‘)[‘2—I—Iﬁ(ft"f)3+ b“'le‘l—(l’g‘)
= () (72— ),

ol p? et A*sont des quantités réclles, positives et inégales.
Soit 2> »*; alors la relation

r—f( @+ )16 (P b+ a6 o
entraine ¢videmment les suivantes :

(rm—w) 2

0, 12— N_o ou 7r~7lu et o

2

¢'est-i-dire que w- est un maximum. ¢t A* un minimum.
(G.)
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2° Pour le maximum, le cocfficient angulaire de PR’
st
m' = (5
- ja? 4+ 42— w2

226

ar— b2y a2— 62— \/(a?— b2 a2 —62)2 1 {4262

_ar— b a2 G2 \/(aﬂ—lﬂ—‘r—a?—si)?—'—ﬁ a262?

— 226
Pour le minimum, le coefficient angulaire de PR” est

P
" [| 20

a2+ 62—

I

FEN

&

226

at— 02+ 2 — G2 (a2 — b2+ a2 —62)2 4+ {4262)

A= b2 262 \/(a2— b2+ 22— 62)2 4 {262

0

—216

Lot m! m" = — 1, ce qui prouve queles deux droites PR,
PR’ sont rectangulaires.

3° En regardant A2 et p? comme des constantes
a ct 6 comme des variables, ct faisant disparaitre les

2

radicaux des valeurs de 12 et 22, on a

(2= 400w 4 (wi— fa2) B2 = (2 — fa?) (W — §0%)
et
4O — 402 a2+ (02 — fa2)82=(02 — fa2)(k2 — 402).

Ces deux équations représentent deux coniques dont
les axes sont dirigés suivant les axes des coordonnées.
D’aprés la remarque faite plus haut ('), la premiere est
unc cllipse, et la scconde une hyperbole, le grand axe
de Vellipse et 'axe transverse de hyperbole sont di-
rigés suivant Oy .

(') Cette remarque cst que le maximuin p2 est plus grand que §a+,
ct le minimum A* compris eutre 46* et ja.
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_ Le cocflicient angulaire de la tangente a Pellipse au
point 1> est

(22— 402)a

(p2—jar)b

Désignons, pour abréger I'écriture, par R le radical

\/(az__ b2 42_62)2+ 42262,
on a

p2—4b2 2624+ a?2— 02+ R
WE—ja? a2 62 (a?— h2)+ R
_(124—624(12-—1)24—11)[1‘-’—&—62—((13—1)3‘)—R]
[12_;62#(,12__52)]2*[{1
_«(7'3—/)2—1—1‘1——52—‘7— 3

2 %2 ’

et par conséquent

(n2— 402)a

(22— fa2)b

a?— b2 7.2—-—62—‘7\/((LQ——113~~12762)‘24— ja262 ,
= e — = nm,
— 2496

Pour I'hyperbole, il suffit de changer u? en 22, et R

en — R ee qui donne

02— (b))
T (R—f4a*)6
a?— D22 B \(a2— b2 a2 — 62)2 0 [ 2262 ,

— 216

Les tangentes aux deux coniques, au point P, sont
donc les droites PR/, PR”.

4° L’ellipse ct Yhyperbole étant concentriques et se
coupant orthogonalement, on pourrait déja conclure
qu’elles sont homofocales ; c'est ce que démontre aussi
la détermination dirccte de leurs foyers.

, ro. . 22 — 4 b2
Les carrés des demi-axes de P'cllipse sont l—,4—,
4
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pl— faz

4

tance de chacun des foyers au centre, ces foyers sont

; leur différence (a®— b2) estle carré de la dis- .

situés sur I'axe Oy, leurs ordonnées sont
y="=yar— b2

On trouve les mémes valeurs pour les ordonnées des
foyers de 'hyperbole.

Lorsque & == o, les ordonnées des foyers sont == a.

Lorsque « == o, les foyers sont sur Ox, et leurs
abscisses sont = b.

Note. — La méme question a ¢Lé résoluce par MM. Barvisien ; et Gail-
lardon, Jacques, ¢léve en Mathématiques spéciales au lycée de Rouen.



