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DERIVEES DES FONCTIONS DE FONCTIONS;
Par M. E. CESARO.

1. Fonctions de ¢*. — Soit, avant tout, ) = o (e*).
Si P'on calcule, de proche en proche, 5/, 37, 3", ...,
on est conduit a poser

’ "y "

o'(ex) " (ex «"(e?)

) e 5, £ gre 5, , £
.2

VA
Yy =29 e3xr 4. ..,

1.2.3
les nombres ¢, indépendants de la nature de y, étant
nuls lorsque le premier indice est supérieur au second,
ou inférieur a I'unité. Pour ¢(x)= x, la derniére re-
lation devient
(6 —1)n=mpr,
y ~ ~ , .

pourvu que 'on remplace o7 par 6, ,. Il en résulte im-

médiatement
A 8m,p: Am(op)’
puis

r
o'(e®)
() = X
y =

( + w"(ex) wlll(ex)
1.2 3

exA(or)
(1

e2TA2 (o) + T e AY(0P) .

2. Il est aisé d’invertir la formule (1), en opérant
comme mnous l’avons fait dans notre article Sur une
équation aux différences mélées. On trouve l'égalité
symbolique

(2)  erxolp'(er)=y(y —1)(y —2)...(y —p—+1).

3. Applications. — Dans le tome V1 de la Nouvelle
Correspondance mathématigue, M. Leinekugel a dé-
montré la formule (1) pour I'appliquer au développe-
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1 . . e
ment de Tz Suivant les puissances de w. Si 'on

» ’ / — ! . o 3 Y —
prend 9{x) = a7 la formule (1) donne, pour x = o,

al(oP) a?A2(oP) add3(or)
(1—a)? (1—a) (1—a)*

}/!p) —

r . at ,
Iel est le coefficient de - » dans le développe-
.2.3...p

1
ment d¢ ——— -
1 — aer
4. De méme, pour g(x)=(x—1)", on voit que
1P (1), généralement nul, est égal am! lorsque p = m.
D’aprés (1), on a done, pour & = o,

]’("’)Z Am(op)'
Il en résulte

Y/ m-+1
(ex_ l)’" = z‘_'iAm(Om) — _Z‘_______ A"l(o’]‘—f l)
3 m! (m—+1)!
3 rm+2
' +— _ Am (Unl+2) “+. ..
(m =+ 2)

5. Inversement, d’aprés (2), Uexpression symbo-
ligue
AA—nA—2)...(A—p+1)

dans laquelle on remplace A" par A™(0'), est nulle
sim est différent de p.

6. Voici une autre application des formules (1) ct(2).

o .
Prenons ©(x)= ——- On trouve sans peine

1~ 22

(1) 1P e
maop o (m ) Se-ng

D’autre part, on sait que, E, éiant le p'é™¢ nombre
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d’Euler, on a

T e

) r? r3
y=e~—_—~J+e—*—l+E' —1—E2-————+—h&I.20
Cela posé, la relation (1) fournit cette remarquable

formule

E,=— < [2A2(0P) — 2A%(0P) -+ A(oP)]
1
-+ ;—2[236(01') — 2A7(0P) + A8(oP)]

— 5 [2810(00) — 2811 (o) -+ 312 (07)] ...,

que I'on peut mettre sous la forme symbolique

Bp=— o
Py oA - Az’
en convenant de remplacer, aprés développement, A™
par A™ (oP). Par exemple,
Ejo=—(511—"27 990 + 204 630)
—-(2054430) — 3704400 + 1890000) —113400 =— 50521.

. Inversement, d’aprés (2), on peut écrire I'égalité
syméolzque
E(E—1)}(E—2).. (E—p+1)
1.2.3...p T
= (—1)Pt ———Lsin(p—1)--
(=1 a)! (p 7

8. Intégrales définies. — Multiplions les deux
membres de I’égalité (3) par sinpw dw, aprés avoir fait
x = ei®, el intégrons entre o et ©, en négligeant, dans l¢
second membre, la partie réelle. Pour rappeler cela,

nous remplacerons par = le signe d’égalité. 11 vient

ki
/‘ (e¢'® — )™ sinpw dw

g Am(Om-LV) T T A’"(O/’)
= ; sin (m + v )w sinpw dw = t—- —
(m v\ p!
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d’ou
Am(op)

. [ 1
21 . .
(4) ]__m 2= — ?‘/‘ (ecos® +esin®  ym sin pw dw.
T A
Par substitution dans (1), on obtient, plus générale-

ment,

Ap) T
32_31__7):-_%—_1 f ?(er+cosw+zsinw) sinpw dw.
2T
Par exemple, pour ¢(x)= —— et x=o0, on

trouve

1 T (peos - cosw) gj 3 i
5 , e — e sSin(Ssmmw) sSmmpw
I'.p:-—ix‘z.i...pf (H — ) sin ) PY .
= ) ERCOSW - eTEC0sW 9 cos(2sinw)
9. Fonctions de logx. — Soit encore y = o (logx).
En opérant comme ci-dessus, on trouve la formule

symbolique

(%) 2Py W =0(p—1)(3 —2)...(¢ —p +1),

ot T'on doit remplacer, aprés développement, ¢ par
%) (logx). Inversement
zy’ 72y =y
W (logr) = == A(oP) + —= A%2(0P) + —=— A3(0P) +. ...
I 1.2 1.2.3
10. Intégrales définies. — En employant (4) et en
remplacant logx par x, la derniére formule devient

™

olP) () 21 .
il — o(r + et®)sinpw dw,

1.2.3...p A

Cette formule, & peu prés évidente, a de nombreuses
conséquences.
11. Cas général. — Aulieu de nous arréter a I’exa-

men d’autres cas particuliers, considérons, en général,

y=g(u), w=y(x). .
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Pour cela, il faut que nous démoutrions quelques
propriétés d’un important algorithme. Rappelons d’a-
bord que, ayant toutes les solutions entiéres et posi-
tives de I’équation

ry-—reo+ry+...+ryp=p,

on appelle algorithme isobarique d’une fonction f(r),

m
ct Uon désigne par Sf( r), la somme de tous les pro-
. .P
duits analogues a

F(r) fCre) firs) .. f(rm).

Or ¢’est I’algorithme

e ulr
Up,m(@) = S (m)

14

que nous voulons considérer d’une maniére spéciale.

12. Propriété fondamentale. — Pour plus de sim-
plicité, désignons par ¢, la fonction soumise au signe
algorithmique. Prenons un terme

€py EpalrgereSrm (P Ta4.. .4 rp=p)

de Up n(x). A causede e, =(r +1)e.y,, il est clair que
sa dérivée est

v=m
(6) 2 (Py4+1)&p Ery o o By 1 Bt Epytl e o« Eppye

v=1

Pour que I'un de ces termes coincide avec un terme
donné

(7) €, €ps €ps + + +Epm (p1+pat...+-pm=p+1)
de U,y m(x), il faut que

P1= Q15 vovs Py—1= Py—1, v = Pyv—1; Tv1 = Qv+1; oy 'm = Pm;
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el, par conséquent, p, doit étre superieur a Uunité. Si
cela alicu, le terme (7) se trouve p, fois dans U}, ,, (x),
comme on le voit par (6). Il en résulte que le terme (7)
est contenu dans U, , (x) un nombre de fois égal ala
somme des quantités p supérieures & lunité, c’est-
a-dire p +1—N fois, N étantle nombre des quantités p
égales a U'unité. D’autre part, considérons les termes

€r EryBrg-Bpy_y (P T+ . =Ty y=p)

de Up m_s(x), et multiplions par ¢, chacun d’eux, en
écrivant ce facteur aux m places qu’il peut occuper, de
la manicére suivante:

L R ST T % I

®
[S)
I3}

P RS

Dans lc Tableau ainsi formé, le terme (7) se trouve
N fois, tandis que la somme de tous les termes est, évi-
demment, mz; Up 4 (). En résumé, le terme (7) est
contenu p + 1 fois dans U},J”(.T) +me, Uy oy ().
Conséquemment

(8) Ulp,m("r) =(p-+ l)[’ll+1./11(«7') — ﬂ?u’Up.m—l(x)'

Pour que cette relation subsiste sans limitations,
nous conviendrons de supposer Ui, , = o, lorsquc mest
supéricur a p ou inférieur a 1.

13. Formule générale. — Revenons a la fonction 1,
et démontrons que

, (» )
\ ._V.____ A Upa(x)
(IR T 2 1
(9) < '”(ll) ‘,,m(")
( - " 5 17,;.2(f)+¢l 5 317,,.3(.1’)4—....

¢’est-a-dire
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Admettons, pour un iustant, que cctte formule, évi-
dente pour p =1, soit vraic pour les valeurs 1, 2,
3, ..., p de p, ct démontrons qu’elle subsiste pour la
valeur ) + 1. Pour atteindre ce but, il suffit de prendre
les dérivées des deux membres el d’avoir égard a la re-
lation fondamentale (8). On doit observer que cette
démonstration ne suppose aucunement que les fonc-
tions considérées soient développables par la formule
de Tay lor.

. I .
14. Exemple. — Soient u= - et, par suite,
T

(=1
= .

1-/'+l
Un terme quelconque de U, ,, est

(=Dn (=yr: (= 1)m (=)

i prt rrmtl T gpeptm

Tous les termes de Uy, sont donc égaux : leur
nombre est, d’ailleurs, cclui des solutions enticres ct
positives de Véquation ry+ry~+...4r,=p, c'est-
a-dire Cp_y ;m_y. Conséquemment

m o)
Upon(2) = § [(;-l:' ] = (ot
P

La relation (g) devient

P' l\
apyp) ¢ <:r)
(—1)p J =

i.2.3...p r

-G

<l_) v<1>
x Cpo1a ¥\ 7
+ L

1.2 x? 1.2.3 a3

o Cp—l.l

Telle est la formule qui donne la pieme dérivée des

. . .
fonctions de — -
£
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15. Lorsque P'expression de la pi‘me dérivée d’une
fonction de fonction est connue, la comparaison avec
les formules précédentes donne lieu a des égalités iso-
bariques, plus ou moins intéressantes. Ainsi. pour
u=—e% on a

m z m
Upon(2) = S < 1 .2.63. . ./'> =ene S(i—;——l>'
P P

La comparaison des formules (1) et (9) donne, pour
les ditférences de 0P, cette intéressante expression iso-
barique

m

= =S G

P

De méme, pour u = log.x, on a
m m

) o p)r+1T (—1)p+m [
l’P»”l(‘T):S[( 1'.1)'" J = £ S<7>.
P »

La comparaison des formules (5) et (9) montre, en-
suite, que la somme des produitsv av des p — 1 pre-
miers nombres entiers est égale a

p=v

plp—1)(p—2)...(p—v+ I)S(;)
])
D’aprés cela, on a

M[5§(1)] - e thtemrmn,
P

v=1

En particulier, pour 2 = 1, on retrouve une formule
donnée par Cauchy dans ses Exercices.

16. La relation (9) comprend comme cas trés parti-
culiers, pour diflérentes formes de la fonction o, toutes
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les formules contenues dans notre article Algorithme

isobarique, et démontrées, par une autre voie, dans le
Journal de Battaglini. Par exemple, pour

il vient

v

1.2.3.. =}..[(—')“f““ Upv(®)]-

\ . . 1
Fn parllculler, pour u = - (e*+ e *) et xr = o,

v=p v
Esp \ i
1.2.3...2p A[(—I)VS< .)..3...2]‘)].
v=1 P

1
Pour u=-(1—e*)ct x =o,
@

V=
B, 5\

v
B N .
1.2.3...p v:l(( l)+p§[x.2.3...(l"+x)]\

Telles sont les expressions isobariques des nombres

d’Euler et de Bernoulli.

17. Autre exemple, bien remarquable. En faisant suc-
pic, q

cessivement o(x) = e*, o(x) =logx, et x = o dans la
formule (g), on obticent

ENEII]

V=t

o S )

v=1

Cela posé, désignons respectivement par s, ¢, les
sommes des 17 puissances et des produits r a r de

Ann. de Mathémat . 3¢ sévie, t. 1V. (Janvier 1883.) f
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(quantités quelconques 2, 3.+, .. .. Soit
Y=+ 2r)(1+ )+ yx) = el
H est clair que, pour x = o,

(! ul sy

Les formules précédentes deviennent done

V] 4 ( ) v .
—1)PtY Sy
== S(5))
v=-1 P
‘/;,l v .
sp :Z [(— I)P+‘/‘/—’)S(c,,) ] .
v -1 P
I8. Interpréiation de Ualgorithme U. — Soit a la

valeur de u, pour x = £.Si Pon fait ;(r) =(xr—a)",
et =5, laformule (g) devient
};l[u

(R

Par conséquent, entre les limites d’application du
théoréme de Taylor a la fonction uw = (x), on pourra
éerire

‘ [Y(r)—= 4| =(z =&y Up (k)
(10) + (2 — MU,y ()
Q +(r—2)*2U,pgam(8) +....

La formule (3) se trouve ainsi généralisée.

19. Intégrales définies. — Multiplions les  deux
membres de (10) par sin po dw, aprés avoir fait

r—F = et®

et rempla(:é 13 par .. Intégrons ensuite entre o el =, en
négligeant, dans le second membre, la partie réelle.
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1 vient

w
[ [&;«(1, -+ L’“")-':J(.I‘)J“' >ill]1w dw
o
V. > P _
SN , . . .
1z U,, W‘,,,(.r)/ sin(m ~-v)wsinpw dw ==, ,(r)
2
=0 0
, .
d’ou

PYA

K13
an Upm(r) -— - f [4(r+ etw) — L (r)|m sinpuw dw.
0

T

1

20. _llgorithme isobarique de = La fonction

r—+
dont nous avons par]é dans notre article Proprictés
d’une fonction arithmérigue n’est autre que I'algo-

m
D, = >
f r—1 )
’)

que Pon rencontre dans la dérivation des fonctions

rithme

I ~ > .
de u = ;I()g(l + ). Fn eflet, pour cette forme de w,

on a
Q[ (=0
— )
l"p,m(“) = S [(I:ITJ =(— l)pgll‘lll‘
I’

Par COllSé(lllGl]l, en vertu de (9 >$

"
¢
Op,2+ 31;'3—“.—‘....

ye o 8 ")
1.2 1.2.3

I A o
1.2.3...p P!

(—1)»

Par exemple, pour ¢ (x) = ¥, on obticnt le dévelop-
pement

V=
1
— Y Ty Gy.2 Gy.2
I+x)r=e Z ~1V<——'+—‘—+ e s K24
( ) (=1 1 .2 1.3 !
VY0

donné dans Varticle cité.
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21, Algorithmes V et W. — Nous ajoutcrons quel-
(ques mots sur deux autres importants algorithmes, a
savoir

m

, - w)
Vi) =Sl Wouo) =§ [0,
r r

Dans cette Note, ¢'est le dernier algorithme qui ati-
rera spéci.llcuu'nt notre attention. Quant au premier,
nous nous hornerons a faire remarquer la relation fon-
damentale

V’],',,,(-Z') = /"'[\[)4—1,/11(‘1') - v/),/n—l ('L')]y

que Yon obtient par des considérations fort simples,
analogues a celles qui nous ont servi a établiv I'éga-
lité (8). Clest de la méme maniére que 'on obtient la
relation

(12) W;,,,,L(J')z(p—lrz—'r—l)\V,,J,,,,,l(x).

I suflit d’observer que, si 'on continue a représenter
par ¢, la fonction soumisc au signe algorithmique, on a
¢\.= rspyy, el, par suite, le terme (7) se trouve, dans
W, (), un nombre de fois égal a la somme des quan-
tités p supérieures ¢ Uunité, diminuée du nombre
des mémes quantites, c'est-a-dire a

(p+1—N)—(m—N)y=p—m—+1.
22. Laformule (12) permet de développer W, , (.x)

suivant les puissances ascendantes de x, lorsqu’un tel
développement est possible. En eflet, il est évident que

(13) W ‘,",,,(:L)..—(p——m-'.—|)(p—~m—r2)...(p~m+l.)W,,H,,,,(:r).
Par suite, s’il est permis de poser

a 3
(p \ , < py 1) Bt -
pm(l‘>—\om l"l +’\""; +A«""l 2.3
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on a nécessairement

AP =(p—m4+1)(p—m—~42)...(p—m-+Lk)APLE.
Il en résulte la formule symbolique

m
Ao.m

\‘T 1‘\ = —_—
-”,"'( ) (1— Ay gz )p—m+i

Fn d’autres termes,

§ [(q:(l_/—(f%] = E: Cp—m—w’vx" S [Zq:(r_)_(?j)l ]2
V= p+v ]

23. Pour montrer toute 'utilité de ces formules,
commengons par appliqucr la formule (13) a la détermi-
. , .
nation de Palgorithme

m

Al I
“pom = b [(,—_15“] .
P

Pour u = e, 1l est clair que

m

ex
\Vp',,,(.z') = S [m] = e”“t’:p,,,,‘
P

Par conséquent, en vertu de (13),
mhtp = (p—m—+1)(p—m-+2)...(p— e+ k)piim.
On en déduit facilement

mp—m
T.p,,”_ =

1.2.3...(p——m)'

24%. De méme, soit




—
<
FEN

i
Pour « = —, on a
T

W)= (=1)r- "

M AP )l', m

puis, la formule (13) donne

’)p.m: Cp-wna( 1,p me

C’est 1a un résultat curicux an point de vue de la
partition des nombres. Si 'on considére toutes les solu-
tions, entiéres et positives, de I'équation

PL== Py oo Py = p,
on trouve d’abord, pour 2 =0, que lear nombre est

Cpoa,m_v- Onvoit cnsuite, pour z =1, quel'on a

Eriraccory=0G, rp—1,2m-1, CLC.
25. Ces résultats trouvent, cn outre, une application
utile dans la recherche des dérivées des fonetions de

fonctions. Ainsi, pour u = xe® et x = o, la formule ()

donne, en tenant compte de la valeur de Palgorithme =,
§P = Cp1P718%0) 4 Cp 2226 (0) 4+ Cpp 3 3P-3¢" (0) + ...

De méme, par Palgorithme 4, on obtient, en suppo-

x
sant 4 == ———— ¢t x = 0,
(11— )4+t
) 2'(0)
T3 T O
" E "
o"(0) . <" (0)
Zp peat - Cpaga—y p—g—7 .-
+Cl’.+m Lp=2 oy SpHSA=LPTITTTS - ’

26. Pour finir, nous ferons observer que chacun de
ces algorithmes peut étre mis sous forme d’intégrale dé-
finie, moyennant la formule (11), pourvu que le déve-
loppement (10) soit légitime. \insi, en cherchant i



(35)
exprimer Ialgorithme =, on trouve
T
mp—m

eMeoto sin(mw + msinw) sinpw dw = = ——— |
1.2.3...(p—m)

¥13a



