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GENERALISATION DE L'IDENTITE DE MM. TCHEBYCHEW
ET DE POLIGNAC;
Par M. E. CESARO.

1. p(x) étant le produit des nombres premiers, non
superieurs a xy soit

) v, (2)=p () (7) p (7). .

on aidentiqguement
(2) P, ['—:] l’,[ ]v [;‘lzn’[_]'['Js 5],

Dans cette égalité, I, (1) représente la quotité des
nombres entiers, non supéricurs a ., et n’admettant
pas de diviseurs, autres que 1, qui soient des puissances
rimes parfaites.

2. Soit f () unc fonction de x, généralement égale
a 'unité, sauf lorsque x =™, w étant un nombre
premier quelconque, et m étant divisible par 7z : dans
ce cas, f(x) = . Celaposé, désignons par a,b,c,. ..
tous les diviseurs de a, et évaluons, en tonction des
facteurs premiers u, ¢, w, ... de x, le produit

Sla)fio) fey....
Soit x = u*vBwy. ... On a
f(ll')—f(ll"’\—f(ll“)-..._—f\u['_] ):u.
81,
f(‘n )—f("” )—j(p}l ) =. =, (9[7] >:‘Aq

Il est évident qu’il 0’y a pas d'autres diviscurs de a
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pour lesquels la fonction f soit différente de 'unité;
par conséquent
(51, (5] (2]

fa)f(b)yfle)..=ulrolrlwlr]... =d,.(2),
pourvu que P'on représente par d(x) le plus grand
diviseur de x, puissance r*™¢ parfaite. Si I'on observe

xr xr x ,

que les nombres =5 2 7200« sonl égaux, dans un cer-
tain ordre, aux nombres @, b, ¢, ..., on peut écrire

1(3)7(5) 1 (5) = o

3. Dans la derniére relation, faisons successivement
X=1,2,3,..., 0, ct multiplions membre & membre
toutes les égalités obtenues. Le nombre ¢ entre, dans
le premicr membre, en dénominateur, pour les valeurs

n
i, 2t, 3t. ... ~ ¢,
o [

ct, par conséquent, il donne lieu au produit

suivantes de .,

f[{]f[ﬁ]”‘f [—7,—]: :f<n>f<-;,)...f[g],

? ¢
, . n .
égal a b, [—,] » sil’on pose

(3) Po(ry=f) f(2)f(3)... fur).

I’aisant varier ¢, depuis 1 jusqu’a 22, on obtient

(i P,['%] P, [’_;] P, [’;‘] = dp (1) dr(2) ... dr(n).

%. La fonction P, est définie par la relation (3), que
I'on peut mettre sous une autre forme. A cet cllet,
distinguons parmi les @ premiers nombres naturels :
1° cenx uisontdes puissances £ parfaites de nombres
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premiers, et dont les racines rimes sont, par conséquent,

tous les nombres premiers, non supérieurs a x"; ces
nombres donnent licu, dans le second membrede (3), au

1

produit p <.r"); 2° ceux qui sont des puissances (27 )me
parfaites de nombres premiers, ¢t dont les racines
(27)™esont, par conséquent, tous les nombres premiers,

I
non supériewrs & x’"; ces nombres donnent licu, dans

1
le sccond membre de (3), au produit p (.1:'"); 30 cte.
D’aprés cela, on peut éerire
P

P.(xr)=p (1’_‘)1) <.r’_")p(\z‘“—"). .

ainsi que le suppose la relation (1).

5. Transformons aussi le seccond membre de I’éga-
lité (1). A ceteflet. observons que, pouravoird, (x) =t,
il faut d’abord que a soit un multiple de ¢ : il faut,
ensuite, que le quoticnt de & par ¢ n’admette pas de
diviscurs, autres que 1, qui soient des puissances ritmes
parfaites. Le nombre des valeurs de a, non supérieures
a n, pour lesquelles d,(x) =1, est donc égal a la

s .. «n
quotité des nombres, non supérieurs a T n’admettant
pas de diviseurs autres que 1, qui soient des puissances

riemes parfaites. L'identité (2) est done démontrée.

6. Remarque. — Pour r=1, on a F,(x)=1,
pourvu que x ne soit pas nul. Dans ce cas, on a tou-
jours',(0) = 0. Conséquemment, I'identité (2) devient

l',['—l‘J P,l“iz‘j] l,l%J =1.2.3...n.

C’est 'identité de MM. Tchebychew et de Polignac.
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Il est probable que Pidentité (2) conduit aussi a
une généralisation des intéressants résultats auxquels
MM. Tchebychew ct de Polignac sont parvenus, dans
le cas particulier de » =1. Il convient, toutefois, de
faire observer que P, n’est pas une fonction essentiel-
lement nouvelle, car clle dépend de Py par la relation

N
P, (x) =P, ({x).

La formule (2) exprime donc une propriété de la
fonction P, (x) = ex®, sur laquelle nous reviendrons
ultérieurement, en la considérant comme le plus petit
multiple commun des x premiers nombres naturels ().

7. On reconnait aisément que, si ’on représente
par @, Wy, @y, ... la série des nombres premiers 2, 3,
5,...,ona

A Sl
( *Z[m;‘ivzj“xlm:;};mg]““

Asymptotiquement,

i — __I ._...L _L ..-:3{-
i =e(i—) (1~ o) (=) =%

Nous déduisons de la ce théoréme :

La probabilité qu’'un nombre entier n’admette pas
dediviseurs, autresque 1, quisoient des puissances rié¢mes
parfaites, est exprimée par linverse de la somme
1
s

1
1+ +§‘+....

En particulier, pour r = 4, on trouve qu’il y a envi-

(') 72(x) est la fonction de Tchebychew. D'aprés M. Halphen.
elle est asymptotique a .
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ron douze & parier contre un gu'un nombre entier,
pris au hasard, n’admet pas de diviseurs bicarrés,
autres que Punité.

8. Laformule (5) peut étre mise sous la forme

Fo(a)= [li] w(1) + [;] n(2)+ [;] w(3) +...(1),

ct 'on peut alors en déduire, avec plus de rigucur,
Pexpression asymptotique de IS.(x). Observons, a

cet elfet, que, dans le second membre, les termesdont
1

le rang cst supéricur a x” sont nuls. On peut donc, a

. x . x ’ . .
chaque quotient [t—;} ’ subsmuert—r; car, en opérant ainsi,

on vient a négliger une quantité certainement infé-

ricure ala valeur absoluedep (1) +u(2) +... 4+ 1 <x;>,

et, partant, I’'un ordre non supéricur a celui de a7,

Conséquemment, si rsurpasse 1, on peut éerire

=0
E p(y)y _r
s,

t=1




