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DE LA PARTITION DES NOMBRES,

Par M. J.-B. POMEY.

Soit proposée I'équation
M+2 43034 ...+ md, =n,

Kishay ooy hy ne pouvant recevoir que les valeurs o ou 1.
Jappelle A% le nombre de systémes différents de va-
Vapy " y

leurs pour Xy, hsy ...y hy qui vérifient cette égalité.

\utrement dit, A}’ est le nombre de solutions de I'équa-

tion

i=m

(1) Ei)q: n.

i=1

Voici quelques propriétés des nombres A :

Premiére proposition. — A tout systéme de valeurs
Kty hay Agy «« oy Ay correspond un systéme de valeurs X,
Nyy Nys o vvy oy tel quelon a, quel que soit 4, k4 ;= 1.
”Lb lms, a la solution %y, Xay ..., Ay de lcquauon (1)
correspond une solution de I'équation

m(m —+1)
Ai= —n,
2

. <A -
ct cette solution est 215 A, ..., A, ctréciproquement.
m(m--1)

On adone A} = A} pour n + n/ =
2

Deuxiéme proposition. — l.e nombre A7 est e’ga] au
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nombre de solutions de I'équation
t=m-—1
iA, = n.

el
=1

augment¢ du nombre de solutions de I'équation
1=m—1
Ql .
\ I\, =n—m;
dnd
=1
car A, ne peut avoir que les valeurs o et 1. Nous avons

ainsi partagé les solutions en deux groupes : dans le
premier, X, = o; dans le second, %, =1. Donc

I\;;I: Axl—ﬂ_‘_ANl—l

n—m-
Troisieme proposition. — Jatiribue aux A toutes les
valeurs qu’ils peuvent avoir; jaurai alors A fois le
nombre o, A} fois le nombre 1, AT fois le nombre 1 et

m m(m —1)

min+1)
0

combinaisons des deux signes + 1 et o pour les i dans
M2kt ot mhy.

Or je formerai le Tableau des diverses combinaisons
obtenues pour

fois le nombre » en formant toutes les

)‘)m )\m—-la )\m—h L) )\37 )‘21 )‘h

en écrivant tous les nombres de la numération binaire,
et ayant soin de remplacer par des zéros les chiffres
manquant sur la gauche; je m’arréterai an nombre
111...1, le nombre des unités étant m.

J’aurai le Tableau suivant :

)\m )‘m—i )\m—ﬁ L] )\L )‘3 )\2 )‘1
o

o o [¢] e o] o (o]

o (o] 0 o (] o 1

(o] o [¢] e 0 o I (4]
. cee o o 1 1
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. 3] 1 o 0

. O I (8] I

. O I I )

. . 0 1 I I

. 1 o0 O 0

. . 1 O O 1

O [§) (8] I O I O

. I (3] i f

. . .

I o . .
I . .

i
1 i 1 . ] i i I

Dans chaque colonne, j’ai le méme nombre d’unités :

s 4 Done

Yhy=Slg=...= S),,=am1,
. oy
('t, l)ﬂl' Slllle, ] al

m N
Ao — AP Ao L AL
1
~ NN o
=1XA+ 28k .= mE L,

2

mim —1)

m(m +1)

=7 1—2 43 —... —m)= DX
2
On a done
mim—1
e
N jam g D)
P 2
=0
Quatrieme proposition. — On vient de voir, dans le

cours de la précédente démoustration, que le nombre

des lignes du Tableau qui v a éié formé est »™. 1Vou

_mun+1,
T
v ‘\ m — .)III.
- !
=0
T=m
.o . oo ~ . Wl
Cinguiéme proposition. — Sil'on a N\
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qu'on remplace %, par 1—72,. valeur aussi admis-
sible pour %, dans le systéme total des valeurs que peut
prendre %, @ toute valeur N paire correspondra par
cette substitution une valeur impaire N, et réciproque-
ment. On a donce
S(—1)iA=o0;

le nombre des valeurs paires obtenues est égal au nom-
bre des valeurs impaires.

Sixieme proposition. — Supposons que
M4 2he—4...+mh,

°
doune unc valeur paire 4n, et soit ho+ X, =1, alors
I~ 2N, 4...+mdh, donnera la valeur n'=4n 4 »
ou n'= 4n— 2, suivant que h, est nulou égal a 1. Cette
simple remarque montre que le nombre des valears pai-
rement paires de S0 est égal au nombre de ses valeurs
impairement paires. Done

AM AT AT —. . =o.

De méme le nombre de ses valeurs de la forme 47241
est égal au nombre de ses valeurs de laforme 4n + 3, on
bien .

A AT AT — =,

Septicme proposition. — Je remarque que, en ajou-
tant == 3 aux nombres 6m, 6m =1, 6m==2, 6m==3, on
obticnt des nombres de la forme 6m =3, 6m = 2,
6m=1, 6m.

A une valeur de X+ 2o +4. ..+ mbk, donnant un
nombre de I'une des formes 6m ou 61 == 1 correspond,
pour J3+2;=1, un nombre de I'unc des formes
6m ==3 et 6m = », ct réciproquement. Done

v m__ v m
SAM= AN,

si7 parcourt tous les nombres de la forme 6m ou bien
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6m =1, j parcourant tous les nombres de la forme
6m == 3 ou bien 6m == 2.

Huitiéme proposition. — Celle-ci est la plus impor-
tante de toutes.
On a

(1——z)(1+22)...(1+—am)
mim+1)

. 02 m ™ a2 m 2
__A:),'—LI\Im'LAZ‘Z‘+"'+A"’("'+le .
2

Cette identité est évidente.

Fn changeant » cui7 et comparant les résuliats, en
faisant & = — Cou x = V/: ou x ==1, ou cn prenant
la dérivée des deux membres, on obtient aisément tous
les vésultats qui précéedent.

Newvieme proposition. — Je pose

./.(‘7‘):(""T)(l———a‘z)...(l—f-;rm):

d’ou
loef(ry=log(1—+—a)+log(r+ a?) —...— log(1 +am),
f'(r) 1 °or . omam 1
— + e
Jr) [+ 7 T 72 [ am
”
Or on a
re 1
L prPi(1—aP - a2 — 730 ),
|- P
ou
prr 1

- = paP~l— pair-l 4 pair—t— pair=l

1 — r/
Ouand le terme en a1 peut-il provenir du dévelop-
. p i
3 L . .
pement de A7 1] faudra qu’on ait
V-l
Ap —1=7 -1 ou (=1Ap,

e’est-a-dire que p soit un diviseur de 1, et alors a %11 eqt
affecte du coefticient (——— |V‘/).
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Ou a donc

/'(‘Z‘) — N m of—
J(x) _ZB"*’J b

en posaut

Bl”ii :2(-—' ')"1’,

la sommation portant sur les nombres p moindres que

m ou au plus égaux a m et qui sont des diviseurs de 7.
Remarquons que, si le nombre des facteurs m croit

indéfiniment, p désignera un facteur quelconque de i,

. . 13
amsl que;, et lIU(‘, a]m's, on a

. O (— 18
limB, =1 E ( < ! ,
o

o parcourant tous les diviseurs de i. Or, en chassant le

dénominateur f(x) et égalant les coefficients des termes
en xi~', ona

PAT = ABM - ATB, 1 ATBY .. AT B,

et
k=i—t
ilimA? = E limAZB,_, (pourm =w);
k=0
ct, en posant lim A 2= A;, lim B = {B;, on aurait

A

A=t -1
A+ Z AiBi—k_1=o.
k=0

Cette formule de récurrence fait connaitre les A en fonc-
tion des B supposés connus ; et ces B représentent I'exceés
de la somme des inverses des diviscurs pairs de 7 sur
Pexceés de la somme des inverses des diviseurs impairs

dei.
Dixiéme proposition. — Autre série récurrente. On a

I

=t

=1 — P L2 — P+,
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ainsi, en conservant la signitication donnée plus haut

af(x),

7 =(1l—r+ 12— . N1 — 22+ v —ab...)

X(1—x3+ 5. ) .(1—am4x2m, ),

1 N m
7(-—'7) :ZC, xt,

o :2<_ Pt Dt T,

iy hay o ooy by élant des entiers positifs pris de toutes

¢ty en posant

on aura

les facons, tels qu’on ait
7~1+ DRy e Dy = L.

T Ao ooy est le nombre des parties égales ou
inégales, mais non supéricures a m dont la somme fait 7,
et G est Pexeés du nombre des déeompositions en un
nombre pair de parties sur le nombre des décompositions
¢n un nombre impair de parties.

On aura, en chassant le dénominateur,

m_ ~ A

gy = I (Jll” r\“' - (J()" 'l" = 0,
al o Al
A+ G A — = G A = 0.

Lxemple 1. — On a

1 =
TR AT R
' = (1 —2 )% —uS). ..
== Lt —

et Pon déduit de la @ le nombre des partitions paires
(telles que le nombre des parties soit pair) du second
ordre d'un nombre de la forme 47 4+ 2 ou 4n + 3 est

égal i celui de ses partitions impaires.
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Mais, si le nombre est de la forme 41 ou 4n +1,

I'un de ces nombres de partitions surpasse I'autre d’une
unité.

FExemple Il. — On a

1 .
(L= L)1+ ) (1+a4) (1

c.-%—
+

+

~
42|
tlen
N

~

On a, d’ailleurs,

! _ i >’
(l—ﬁ-.’l‘)"’_( 1+

=(—14+ax—2...)=1—22 +322— j2x3+4-...,

1 1
Xy o "l'__l\
S = A ye (3 -3)
=2‘T’z[(_')”-’L—'_:;I‘—.L(—q)n--th.
Or on a

et cnfin

T |

= =+ — 1) 37
I— Z + a? I+ 23 ( )Z( )

:2(-— 1)'1.z-3'l+2(_ 1)7 239+!

ct, par suite,

1,
— 3

v (— 1)7+! — 1 )4+1
- = 2 ( ‘; I3+ E‘ (—13)/_ xr3q+2,
1—x—+T

Cela posé, en appelant A 'excés du nombre des parti-
) p
tions paires sur le nombre des partitions impaires, on
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4

suivant :

n n
n—+3 (—1)? n—+3 (—1)2
=6m......... A= — )" : =
n==6m ( ) 3 5 6 T,
n—1
. 21
. n+3  (—n % "
n=6m-4+«-1..... A=— —v + - (ex.:n=7, A=—2),
6 3
n n—2
. n+3 (—nr (=03 !
n=6m—+2..... A= - -+ )
6 2 3
n-+3
n=6m—4+3..... A=— —_ )
6
n n-t
. , n—+3 (—1)2 (—1) 3 +
n=06m-r j..... A= — - - = P
6 2 3
n—
. . n-+3 (—n 3 !
n=6m-+s.... Ad=— — -+ .
6 3
Ltemarque 1. — On a identiquement
I 1 an

(- @) —al)...(1 +av)

I

(I+d)...(1+a1)y (1—=a)...ad+an)

an 1

(=)o) 4 at L)

DI R R

| -0t
don

(L @)oo 1+ a”y

= - b
M+ .1+ av ) (1+a)...(1+al)

B L I )

a
== 1 —_— —_—
I+ a
a’l
(L+a@)... (1 =+ am)
an -1 a
(1-—a)...(1+ an1) 1+ a

Donc, en appelant C} 'excés du nombre de maniéres

dont on peut décomposer i en une somme d’un nombre

pair de parties entiéres, égales ou inégales non supé-

rieures a n, sur le nombre des maniéres dont on peut le

décomposer en une somme d’un nombre impair de par-

lies entieres, égales ou inégales non supéricures a n, on



(4r7)

aura la formule suivante, pour i > n,

CraCP 4+ Cr Y 4+ G2+ +Cl =0,

i—n t \n—1) —n-2) 1

et, pour ¢ <n, il faut supprimer les termes dont les
indices sont négatifs.

Remarque II. — Considérons les m nombres 1, ,
3, ..., m; on peut les combiner 2 & nd'un nombre de
facons égal a
m(m—1n...(m—n-47)
I.2...m :

Soit &+ 3+~ —+...+ ¢ =/ une de ces combinaisons,
% B,y « - -5 0 désignant 2 nombres pris parmi les z pre-
miers nombres cutiers. De méme, je combine par addi-
tion les nombres de chaque combinaison. Soit A; le
nombre de fois (1'110 le nombre ¢ se trouve répélé. Le
signe ¥ portant alors sur tous les nombres analogues a i,
on aura

m(m—1)...(m—n-+1) :Z'\i‘

I.2...n

Donnons a n les valeurs o, 1, 2, ..., m, ct ajoutons
les égalités semblables a la précédente, nous aurous, en
nous rappelant que la somme des coefficients du binéme
esl égale a 2™, et en désignant par B; le nombre des fa-
cons de décomposer i/ ¢n une somme de partics entiéres
inégales non supérieures a m,

am = X B;,



