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DE LA PARTITION DES NOMBRES;
PAR M. J.-B. POMEY.

Soit proposée l'équation

X, -+- 112 •+• 'S X3 - t - . . . -f- 7?ilm = n,

A,,X2,..., Am no pouvant recevoir que les valeurs o ou i.
J'appelle \'/f

l le nombre de systèmes dillerents de va-
leurs pour A,, A2, . . . , )vw qui vérifient cette égalité.
Vuti-cmeiil dit, AJ" est le nombre de solutions de l'équa-
tion

( i )

\oici quelques propriétés des nombres A™ :
Première proposition. — A tout système de valeurs

^i •> ^n ^35 • • • i \n correspond un système de valeurs "k\,
A.o )/:P . . . , A^, tel que l'on a, quel que soit **, X/-f- >̂  = i.
Dès lors, à la solution )M, ),2, . . . , \m de l'équation (i)
correspond une solution de l'équation

i = m
ni (ni •+-1)

et cette solution est A'O X , . . . , ),m, et réciproquement.

On a donc A"' = A" pour n -f- n'=. — :

Deuxième proposition. — J,e nombre A"' est égal au



nombre de solutions de l'équation

i - m — 1

l — 1

augmenté du nombre de solutions de l'équation
i = m — l

> IÀ, = /? — m;

car X//? ne peut avoir que les valeurs o et i. Nous avons
ainsi partagé les solutions en deux groupes : dans le
premier, \m = o; dans le second, A m = i- Donc

A ; ? = A;ji-1-hA;?j:,i.

Troisième proposition. — J'attribue aux \ toutes les
valeurs qu'ils peuvent avoir; j'aurai alors AJJ1 fois le
nombre o, A"1 fois le nombre i, A™ fois le nombre i et

À^ (w+) ) fois le nombre ^— ? en formant toutes les

combinaisons des deux signes -h i et o pour les A dans

Or je formerai le Tableau des diverses combinaisons
obtenues pour

" m i "m—Il "m—2y • • • ? ' V 3 ? ' V 2 j ^ 1 >

en écrivant tous les nombres de la numération binaire,
et ayant soin de remplacer par des zéros les chiffres
manquant sur la gauche*, je m'arrêterai au nombre
i i i . . . i , Je nombre des unités étant m.

J'aurai le Tableau suivant :
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/ / "\
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. . . o I o f
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O O O . . . I O I O
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Dans chaque colonne, j'ai Ie même nombre d'unités

" i . Donc

et, par suite, j ai

= 1 X A ! -4- > X À 2 -r- . . . -J- /M S A w

/>? ( />? -T- I )
— .2w* M i — u -h J - . . . - m ) — ; -,

On a donc

Quatrième proposition. — On \ient de voir, dans le

cours de la précédente démonstration, que le nombre

des lignes du Tableau qui y a été formé est VJ7//. D'où

V

Cinquième proposition. — Si l'on a ^ / ) v = ]N et



( 1 " )
qu'on remplace X, par i — A,, valeur aussi admis-
sible pour )\.| dans le système total des valeurs que peut
prendre S/À/, à toute valeur j \ paire correspondra par
cette substitution une valeur impaire JV, et réciproque-
ment. On a donc

2 ( — I ) ' A ; ; I = O;

le nombre des valeurs paires obtenues est égal au nom-
bre des valeurs impaires.

Sixième proposition. — Supposons que

Xi -f- 2 X2 H-. . . -+- m X„,
#

donne une valeur paire \n^ et soit A2-H )/.,== i, alors
)M -f- 2)^ -h . . . -h m\m donnera la v aleur 7if= /\n -f- 2
ou n' = 411 — 2, suivant que ),2 ^ s t nul ou égal à 1. Cette
simple remarque montre que le nombre des valeurs pai-
rement paires de 2/À/ est égal au nombre de ses valeurs
impairement paires. Donc

A g1— A;1 H- A ; " — . . . = o.

De même le nombre de ses valeurs delà forme /\n-\-\
est égal au nombre de ses valeurs de la forme J\n -f- 3, ou
bien •

A?1— AJ1
 H- AJ? — ...=: o.

Septième proposition. — Je remarque que, en ajou-
tant dz3 aux nombres 6m, 6/nzhi, Gz/iziz 2, 6mdz'i, on
obtient des nombres de la forme 6m ± 3 , (>m ~ 9,
6m zp 1, 6m.

A une valeur de \ t -f- 2"X2 4 - . • • -4- mXm donnant un
nombre de l'une des formes 6ni ou 6m z t 1 correspond,
pour ),3 -f- )/3 = 1, un nombre de l'une des formes
6m do 3 et 6m zL o, et réciproquement. Donc

v A />» V A /«

si Ï parcourt Tous les nombres de la (orme 6m ou bien



( 4 1 2 )

(i/wdbi, j parcourant tous les nombres de la forme
6 ni zh 3 ou bien G m zh a.

Huitième proposition. — Celle-ci est la plus impor-
tante de toutes.

On a

Celte identité est évidente.

Kn changeant a* en - et comparant les résultats, en
,. . • /
taisant .r = — i ou x — y— i ou j * = i, ou en prenant
la dérivée des deux membres, on obtient aisément tous
les résultats qui précèdent.

3 euviènie proposition. — Je pose

f(x) =
d'où

l o o / Y . r ) = Io8(i

/ ( r )

Or on a
pm *
i — .r/'

OU

, - rP "PXP

= (!-*-

I

f -h r

pxP~

~l— p

x)(\

+- lo<j

T

1 ( 1 -

7 r
-v r2

•

l-hpx*P-

( i

—

- H <r / w ) :

Ouancl le ternie en ,rl{ peut-il provenir du dévelop-

pement de ' - ? Il faudra qu 'on ait
1 i -+- XP l

hp — I — / - I OU l = kpy

rYst-à-dire (jiie p soit un diviseur de /, et alors jhP~* est
affecte du coefficient (— \Y/>.



Ou a donc

ZifL
f{x)

eu posant

la sommation poitant sur les nombres p moindres que
m ou au plus égaux à m et qui sont des diviseurs de i.

Remarquons que, si le nombre des facteurs m croit
indéfiniment, p désignera un facteur quelconque de /,

i i

ainsi que -> et que, alors, on a
(— 1)0

S parcourant tous les diviseurs de i. Or, en chassant le
dénominateur ƒ (.r) et égalant les coefficients des termes
en x*~K, on a

ik? = X'fK-i -+• Al»B?i2 -+- A?' B^3 -+-...-+- A[n ! Bo

et'
A: = i - 1

i"limA{w= V l imA^Bfl^ i (pourm = oo);

a\1 en posant ]imAJw^= A/, IimBJw = iB/ , on aurait

A - / - i

A|-f- ^ A/t.B/_A-_i= o.
A- : 0

Cette formule de récurrence fait connaître les A en fonc-
tion des B supposés connus : et ces B représentent l'excès
de la somme des inverses des diviseurs pairs de i sur
l'excès de la somme des inverses des diviseurs impairs
de Ï.

Dixième proposition. — Autre série récurrente. On a

= i — a-/* H- X*P — jc'tp - + - . . . ;
i i JTP



ainsi, en conservant la signification donnée plus haut
hf(x),

/ î nr* \ /»2 y»3 \[ f nr*2 [ y*'* ^»6 \

et, en posant

A,, A2, . . . , A,// étant des entiers positifs pris de toutes
les Tarons, tels qu'on ait

Aj-h »À2 - . . . - 4 - m \ m = L

Af-h A2-f-. . .-h A,// est le nombre des parties égales ou
inégales, mais non supérieures à m dont la somme fait/,
et CJ" est l'excès du nombre des décompositions en un
nombre pair départies sur le nombre des décompositions
en un nombre impair de parties.

On aura, eu chassant le dénominateur,

et
i i , \ ( ) -f- * v ! A j -r- • • .-r- ^ ( ) A , — ().

i.xcnijylc I. — On a

i l ; .r'M i - v- ) i — . r 4

et Ton déduit de là : le nombre des partitions paires
(telles (jue le nombre des parties soit pair) du second
ordre d'un nombre de la forme \n -\~ i ou /\n -\- 3 est
égal à celui de ses partitions impaires.



Mais, si le nombre est de ia forme 4n o u 4" ~t~ l->
l'un de ces nombres de partitions surpasse l'autre d'une
unité.

Exemple II. — On a

11 -- x){i -h x'1 )(i H- xA ) (i -h x)'1 i -\- J1 i — .r -+-

On a, d'ailleurs.

( 1-4- x y1

= ( — i -f- x — x- . . . / = = i — 'ix -

Or on a

et enfin

et, par suite,

I — X -\- X2

Cela posé, en appelant A l'excès du nombre des parti-
tions paires sur le nombre des partitions impaires, on



aura le Tableau suivant :

/n A = ( — i ) « —
7

1 = — h-
b i 6 i

n — bm -f- i A = 1 (ex . ; n = y, A = — 2 ),

« / ? ~ 2 • .
tt + 3 (-1)2 (-1) 3

rt = b / «+2 A = ; 1 h j
6 - 2 3

n — 6 ni -+- 3 A = — ?
o

/t + 3 ( ~ n 2 (— i) *~
'* = 6^-» A = - 6 ~ "h"^T""+- 3 '

n = bm-h ') A =
o

Remarque I. — On a identiquement

1 1 a11

; - r t ) i i - r r t 2 ) . . . ( n - f l " ) " " ( ' + a j . . , ( n - a'1' -1) ( i - r - ö f ) . . . ( i - f - a /

1 1 an l

( 1 H - a ) . . . ( 1 -4- a " - ' ) " ( i + « ) . . . ( i + a'1-'1 ) {1 -+- a ).. . ( 1 -f- a / 4

1 a
— 1 — ,

1 - - tt 1 H- a

d'où

1 _ an

( 1 -+- a )... u -+- atl ) ~ ( 1 -•- a ) . . . ( i -H a" )

a" J a

( 1 -T- a)...( 1 -h a'*-*") 1 -+- a

Donc, en appelant C" l'excès du nombre de manières
dont on peut décomposer i en une somme d'un nombre
pair de parties entières, égales ou inégales non supé-
rieures à /z, sur le nombre des manières dont on peut le
décomposer en une somme d'un nombre impair de par-
lies entières, égales ou inégales non supérieures à ri, on



aura la formule suivante, pour / ^> n,

et, pour i<^w, il faut supprimer les termes dont les
indices sont négatifs.

Remarque IL — Considérons les m nombres i, '*,
3, . . . , 77i ; on peut les combiner a à /z d'un nombre de
faro n s égal à

m( m — i ) . . . ( m — ?i -h i )
i . a . . . m

Soit a -+- p -J- y - j - . . . -|- 3 = / une de ces combinaisons,
a, [3, Y, • • . , 3 désignant n nombres pris parmi les n pre-
miers nombres entiers. De même, je combine par addi-
tion les nombres de chaque combinaison. Soit A/ le
nombre de fois que le; nombre i se trouve répété. Le
signe S portant alors sur tous les nombres analogues à i,
on aura

m(m — i) . . . ( m — « + i)

Donnons a n les valeurs o, 1,2, . . . , m, et ajoutons
les égalités semblables à la précédente, nous aurons, en
nous rappelant que la somme des coefficients du binôme
est égale à 2m, et en désignant par B; le nombre des fa-
çons de décomposer / en une somme de parties entières
inégales non supérieures à m,


