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SOLUTIONS DE QUENTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1451

voir 3% serie, t. 11, p 1333);

Par M. FAUQUEMBERGUE,

Professeur au lycée de Nice.
Démontrer que si les deux racines de l’équation
22— 3az~ (3—B62)— o
sont entiéres, l'équation indéterminée
(A) ok —

dans laquelle on a pris

Lo leo- 08 (G123,
admet toujours une solution entiere. (Reavrs.)
Posons
r A--&5 V= 6 - &,

a, 6, = désignant trois entiers indéterminés.
L’équation (A) pourra se mettre sous la forme

k= 32— 3z — (a3--52)

\
(n
{ - (2 -3%45-—-%a2--32—26) 2.

On voit qu’elle sera vérifiée, sil’on a, a la fois,
22— 3az--(ad -62)— o
et
k=(z2—3a2z-+3a24+ 3a--26)z;
ou, en tenant compte de la premiére de ces deux équa-

tions
’ k=(23 6243222 32— 26)s,
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ce qui revient a
A=|(a4 1) —(G--1)2] 5.

Le théoréme énoncé est ainst démontré.

Question 1504

{voir 3" série, t. 111, p. 147);

Par M. N. GOFFART.

Le triangle ABC rectangle en A est inscrit dans
une hy perbole équilatére, les tangentes & cette courbe
nuzx points B et Cse coupent en'T'; lanormale au point B
coupe le coté AC au point B, la normale au point C
coupe le coté AB auw point C'. Démontrer que 'angle
BT C est égal a l'angle des tangentes.  (IVOcacng.)

Soient .y =1 I'équation de I'hyperbole, et (a,a’),
(0,8, (cyc') les coordonnées des sommets A, B, C.
1angle A sera droit si 'on a

(1) a2bc +-1=o.

Les équations des tangentes BT et CT sont respecti-

vement
OY - b'X =2, ¢Y +c'X =a.

Ces tangentes se coupent au point T, dont les coor-
données sont

20c 2
X:N k) ': —_— = .
b—c¢ b+ ¢
On a
b2 — c2
taneBTC = ———.
ang 1+ b2¢?

Or I'équation de la normale en B est

'Y —bX = 02— 02
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et celle du coté AC
acY +X =a-—rc;
I'équation d’unc droite passant par leur point d’inter-
section est
21O —bN 02— 0"2)+acY+\ —(a—rc)=o.
Cette droite passera au point T si

j - D(a -c)
= The oy
Le coefticient d’inclinaison de B'T est done
bi(a  b—c)—1
(ab—bc—ac)— abie’
et Pon a celui de C'T par syméirie

___(‘(a_—b—(')- [
(ab—bc —+ ac) -+ abct’

d’ou résulie

(b2 —e2y(a—bya ) (b2=be—~ c2)

tangB'TC' = - e
° (1 -b2c2)(a—b)(a—c)(b2+ be —+ c?)
D2 2
= —— = tang BTC.
1+ b2 sBTC
G. Q. F. D.
Vola — La meme question a cte resolue par M Moret-Blanc

Question 1506

(voir 3* serte, t 1, p 44

Psr M. JUHEL-RENOY.

Soient CA, CB deux demi-diamétres conjugués d’une
ellipse; et P, Q deux points de CA, CB prolongés, tels
que AP.BQ = 2CA.CB. Démontrer que BP et AQ se
coupent sur Uellipse. (Genese, M.-A.)

Prenons pour axes de coordonnées les deux droites
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CA, CB; et soient

CA=a, CB -6, AP=1I, Bg=/.
L’équation de I'ellipse est
atyv? — b2rt== a2d?,
et les équations des droites BP, AQ sont

br (a--1y- bla ~1)

b Uya - wy —aih -
d’on

b.r (lvl’——(l[} v-‘-l(b——-]’),

be—ay - ab=10(a—2x);

multiplions ces deux derniéres équations, membre &
membre, ¢t introduisons la condition {I'= 2ab; nous
aurons I'équation de P'ellipse donnée

@yt 0t = athr

La méme question a été résolue par M. 'abbé Bretaudeau, profes-
seur au collége de Baupréan (Maine-et-Loive); et par MM. Lez;
Launoy, professcur au Iveée de Puyv: Goffart; Moret-Blanc: Ernest
Barisien; Dupin, lycée de Bar-le-Duc: Farisano Giovanni, éléve ingé-
nieur a 'Université de Naples: F. Pisaui.

Question 1507

voir 3¢ serie, t. I, p 4.8,.

Par M. MORET-BLANC,

PQ est un diametre d’une hyperbole équilatére; un
cercle décrit du point P comme centre avec PQ pour
rayon rencontre U'hyperbole en trois autres points
L, M, N : démontrer que le triangle LMN est équila-
téral.

(Extrait du Journal anglais 7he educational Times.)

Soient

(1) ry - A?
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I’équation de Phyperbole équilatére; x,, 1, les coor-
données du point P, celles du point Q étant— .y, — 143

(r— 2y (Vv —1)2 = 4(.1-'(” —_1'3)

\

ou

(2) 2T gy —230) - “)(\.1'0-' —'f.y(f) =0

sera équation du cercle déerit du point P avec le
ravon PQ.

Eliminant) entre cette équation et celle de 'hyper-
bole, on a, pour déterminer les abscisses des points

d’intersection des deux courbes, l’équation
s —argr —3 (2} 8wt — akyga - hY = o,

Cette équation devant étre vérifide par Pabscisse — g
da point Q, son premier membre est divisible par

o ==y 5 elfectuant la division, il vient
a3 — 3yt — '{r‘f r +.1': ro -0,

équation qui donne les abscisses des points L, MU N.
On  aura I'équation qui donne leurs ordonnées en per-
mutant les x et les y, d’ou

13 -3yt —3xty +aly,—=o

. Yo, 0 J Lo Yo = 0.

La moyenne des abscisses, ou Pabscisse du centre de
gravité du triangle LMN, est o, son ordonnée est 9 o3
le point P est, & la fois, le centre de gravité du triangle
LMN etle centre du cercle circonserit au wriangle; done
les médianes se confondent avee les hauteuors, et le trian-
gle est équilatéral.

La méme question a eté résolue par MM. Barisien: Goffart; Juhel
Renoy; Pisani: Launoy. professeur au lveée de Puy: Bretaudeau:
Lez; Caronnet (Tho). éléve de Mathématiques spéciales au collége
Chaptal; et par un Anonyine.
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Question 1512
(vorr serte t UL p 4y ),

Par M J. RICHARD,

Licve a TEcole Normale supuieurc.

Lrouver Uenveloppe d’une parabole dont le foy er F
et un point, P, dela directrice sont fixes. (1’Ocacnk.)

On sait que ladirecurice est le licu des symétriques du
foyer par tapport aux tangentes. Done, si I'on joint le
point ixe Pde la diveetrice aw foyer, et si, au milieu de
fa dvoite Py on éléve une perpendiculaire, cette per-
pendiculaire sera constamment tangente a la parabole
variable: ¢'est done enveloppe cherchée.

LaGéometrie analytique conduit an méme résultat.,

Prenons le point 1Y pour origine, et I'P pour axe des .
Soit I'P == «.

L’équation  générale des paraboles, dont 1Y est le
foyer et P un point de [a directrice, peut s’éerive

(1) (u A)osL 3 sy = ‘\/}-':'}-’.

Ln egalant les dérivées des deus membres, par rap-
pmt 4 g, ona

\2‘ — (! (l)\“l'f ‘}(05"‘47 0.

Pow avoir I'éyuation de Tenveloppe, il faut élimi-
ner ¢ entre les équations (1) et (2), ce qui se fait en les
élevant au carré ct ajoutant; on obtient alors

2

«
(r—ay 2 _7r2 2 dou 1 =-

2
Note - La mume question a ete tesolue par MV Goflart Morct-
Blanc, Lez; Geneix-Maruin Lows M.; Einest Barisien; Juhel Re-
noy: Bretaudeau; Dupin, Ivece de Bar-le Duc, Mirman, cleve en
spectales, au Ihveee Samt Lowis, \uguste Dallot, Caronnet (Th.),

clove oo Mathcmatiques speciales au collcge Ghaptal ¢t par un
Anonviue,



Question 1514
(voir ®serte,t L p 490),

Par M. LEZ.

Par les sommets d’un triangle ABC, on méne aux
cdtés opposés des droites AD, BE, CI° se coupant en un
méme point Q5 on a

\O BO CoO
AD BE CF 7

De méme, si, par les sommets d’un tetracdre ABCD
onmene aux fuces opposées des droites AE, BIY, CG,
DH se coupant en un méme point O, on a

\O) BO O Do
AL BF GG bl
(Genrv.)

Le wiangle ABC se décompose en trois triangles ayant
un sommet commun au poiut O, et pour bases les cotés
du triangle.

Or les triangles ABC, BOC ayant méme base BC sont
entre cus comme leurs hauteurs, ou dans le méme rap-
port que les segments AD, OD, ¢’est-a-dire que

\BC _ AD
BOC Obh
On peat done éerire
\BC BOC AD — OD \O

\BC AD \D’

De méme,
ABC — \OC BO

TTABCTT T BE’
ABC—\OB _ CO
ABCT T cCr
Additionnant, on a
3ARBC ABG A0 BO GO

==

\BC AD T BE T CF)
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Par analogice, le tettaédre ABCD se décompose en
quatie  téraedres ayant pour sommet commun le
point O, et pour bases chacune de ses faces.

Orles 1étracdres ABCD, OBCD ayant méme base BCD
sont entre cux comme leurs hauteurs, ou dans le méme
rapport que les segments AE, OE, ¢'est-a-dire que

\BGD \E
OBLh T oK’
On peut done éerine

ABCHh — OBGD AL — OF AO

YHHN AL AL
De meme

\BoD ONCD BO

"B BFY
\BCD OABD CO
“ABub TG
ABCDH —- OB ho
\BGLD ph’

Additionnant, on a

PABED —OBGD  ONGD OANDB OABO)
T TOABLD
\O BO (M18) DO
\E BF CG bl

Nole — La mome question a cte 1esolue par MM Goflart,
Morct Blane . Genens-Martin, Marman. Richard  Pisant, Colher
elove cn scconde au Prvtance nulitaire el pat un Anonyme

Guestion 1520

vor stV po

Pan Mo b BARISIEN

Sidu point O on voit le coté BC du triangle ABC

sous un angle egal & A augmenté de go', on a entre
; ¢

les cotes a, by e dutiiangle et les distances o, 6, v du
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pownt O aux sommets A, B, C larelation

x> b8 > 7

(n’'Ocrene)
Les trnangles ABC ¢t OBC (=) donnent Ies egalites

(1) a b ¢ 20 cos A

(2) a 6 26 s\

qui pamcttent de detcrmmer cos A ctsm A rationndlle-
ment cn fonction de a b,cct dc 9,6

Eu designant pu x| angle OBC, on pourra aussi de-
taminct rationnellemant s ot cosa. Tn clct, on a

R » » anz o\
« 0 ritoc ~roob —— y
a
donc
I 5
(0871 —_ —
\ 2ab
2) ot
« \ h ‘ )
sz
« ) ethe

Or, dans lc triangle AOB,

7 P
Z o ¢ —o20ccosth u
ou
“« 6« »6c((HwBosxr  simBama)
Mais
{ /;
<b _
() 2
L
Osin A bia 5 L)
() smb — -
a 200/

«n tenant compte de 1 egalite (2)

() kn supposant toutefois que le point O et le sommecl A soient
situes d un meme cote de la droite BC sur le plan du tinngle car
autrement la proposition enoncee ne serdit pas exacte ()

(%) Te lectent <t prac de faue Iy fisme
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Fn remplacant dans expression de 22, sinB, cosB,
sinay cosa par les valeurs (3), (4) et (3), il vient

y a2 )2 2 B2 2
2 g R b2y (a 8 v2)
2a?

(b2 — 2 —a2)(a—6r - ~2)

2 a2
Cette expression développée et réduite devient
(6) arz— 0262 — ¢y

Remarque. — En éliminant A entre les équations (1)
et (), ona la relation

On sait, cn ellet, qu'il existe une relation cntre les
distances mutuelles de quatre points O, A, B, C. Dans
le cas particalier qui nous occupe, cette relation se dé-
double en les deux égalités (6) et (7).

La mdme question a ¢L¢ résolue par MM, Goflart; Laisant; ct
Gaetano de Marco, ¢léve de 'Université de Naples.

Note. — Sur le plan du triangle ABC, le licu géométrique d'un
point O, defini par la relation

wa b6ty
est une circonférence que 'équation
- )r—ax -atangd.y =o

représente, en prenant pour origine des coordonnées rectangulaires
le commet B du triangle, ct dirigecant I'axe des abscisses suivant la
droite BC.

Les points B et G appartiennent évidemment a cette circonfé-
rence: le eoté¢ BC partage le cercle en deux segments : Pun d’eux
situé, par vapport a BC, du méme coté que le sommet A, est capable
d'un angle de qo-- A\ lautre segment est capable d’un angle
de got — AL (G.)
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Question 1521
(voir 3" serie, t 1V, p ()
Pz M LEBOULLEUY,

Pirofesseur de Mathematiques a Gencve

Le point M étant pris d’une mameére quelconque sur
le coté BC du triangle ABC, on projette orthogona-
lement en B, C' ( fig. 1) les sommets B, C, sur AM :
démontrer gi’on a la relation

BC AM - AMB.AG MC AB’
(p’OcArcnr. )

Je remarque d’abord que la similitude des triangles

lig 1

AN g N
N N
~ \
el SN
L
\

—_—— —_— \

rectangles BB'M, CC'M (fig. 1), donne

MC MB = MB.MC’

on a d’ailleurs
BC.AM — (MB + MC)(\AB - VIB')
— MB(AB'— MB')-- MC.AB'~ MC VIB',

ou, parce que

MC.MB' = VIB.MC
on a

BC.AM = MB(AB’'— MB’'— MC’) + MC.AB’
= MB.AC'— MC.AB/,

ce qu’il fallait démontrer (*).

(*) En designant par ABC, ABC’, ACB' les suifaces des triangles
ABC, ABC, ACB, lcgalite proposee BC AM = MB AC'-~ MC.AB’
revient a celle-ct ABC  ABC + ACB. paice que les produils
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Vote.  La meme question a éte résolue par MM, Pisanmi: Goffart;
Lawsant; Genein-Martin: Lez:; Moret-Blanc; Barisien: Gaetano de
Marco, eleve de PUniversite de Naples; Puech, eleve en Mathéma-
tiques speciales au Ivece de Rennes

BC AN, MB.AC, MC.AB' sont proportionnels aux surfaces des trian-
wles ABC, ABC/, ACB.
Or, on a ¢videmment (fig.1)

ABC, ABC + ACB" + MCB"  MB(,

mais Pegalite

MG OMBY MB. MO
donne .

MCOB MBC.

done .

ABC ABCT A(B,
ce qual fallait démontier.

Pour generahiser la formule proposée

BC.AM  MB.AG o MC AR

il faut, commc dans toutes les propositions de ce genie, avoir egard
aux signes des segments AB', AC/, lcur donner le méme signe, ou
des signes differents, suivant guils <ont diniges dans le méme sens,
ou en sens contraire, a partit du point \. sur la droite AM, indefi-
mment prolongee.

Si 'on considare comme posttifs les segments dirigés dans le sens

Tig. ».

3

1
7

C

<

AM. 1l faudra prendre négativement un <egment dirige dans le
<ens contraire.
Lorsque. par exemple, I'angle MAB est obtus ( fig 2) le segment
AR’ est negatif. et, en valeurs absolues, on a
BC.AM = MB.AC - MC.AR'.

comme 1l e<t facile de s’en assurer. (G.)



