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VOTE SUR LA SYMEDIANE (');
Par M. Mitrice ’OCAGNE,

Ingenieur des Ponts et Chaussées.

1. Je ferai, dans ce qui suit, usage de deux définitions
proposées par M. Neuberg

1° Etant donné un point dans le plan d’un triangle,
on joint ce point aux trois sommets du triangle et 'on
prend les symétriques des droites ainsi menées par rap-
port aux bissectrices correspondantes des angles du
triangle. Les trois droites ainsi construites concourent
en un méme point qui est dit transformé isogonal du
premier par rapport au triangle considéré.

11 est bien évident que ce genre de corrélation entre
deux points cst réciproque.

Ainsi, 'orthocentre (point de rencontre des hauteurs)
et Je centre du cercle circonserit sont conjugués isogo-
nawx ; de méme, le centre de gravité et le centre des
symédianes, ou point de Lemoine.

Par conséquent, toute propriété générale de la trans-
formation isogonale conduira a une propriété du centre
des symédiancs.

Exemples :

St une conique est inscrite dans un tl'iangle, ses
Jorers sont conjugues isogonaux par rapport a ce
triangle.

La propriété qui résulte de la pour le centre des
symédianes a été signalée par M. E. Lemoine (2).

(') Von Aouvelles Annales, 3¢ <érie, t II, p. 450. et t. 111, p. 25
(#) Vou notre deunieme \ote. p 5.
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Les pieds des perpendiculaires abaissées de deux
points, conjugués isogonaux par rapport & un trian-
gle, sur les cotés de ce triangle, sont sur un cercle
qui a pour centre le milieu de la distance qui sépare
ces deux points.

La précédente propriété a donc lieu d’une part pour
le centre de gravité et le centre des symédianes, de
I'autre, pour Porthocentre et le centre du cercle circon-
scrit; dans ce second cas, le cercle n’est autre que le
cercle des neuf points.

Le centre du cercle inscrit est son propre conjugué
isogonal. Tout point du cercle circonscrit a son conjugué
isogonal a l'infini, d’ou résulte qu'une conique inscrite
dans untriangle et ayant un foyer sur le cercle circon-
serit a ce triangle ne peut étre qu’une parabole.

La méthode fort élégante par laquelle M. Astor (') a
déduit les propriétés des courbes unicursales du qua-
tri¢eme ordre de celles des coniques est une transfor-
mation isogonale.

2. Voici maintenant la seconde définition de M. Neu-
berg :

»* Etant donné un point dans le plan d’un triangle,
on joint ce point aux trois sommets du triangle; les
droites ainsi menées déterminent sur les cotés du trian-
gle trois points dont on prend les symétriques par rap-
port aux milicux des c¢otés correspondants; on joint
cnfin ces trois nouveaux points aux sommets opposés;
les trois droites ainsi obtenues concourent en un méme
point qui est dit transformeé isotomique du premier par
rapport au triangle considéré.

(') Nouvelles Annales, 3¢ série, t. III, p. 181.
Ann. de Mathémat., 3* série, t. IV (Acut 188)). 24
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Comme le précédent, ce genre de corrélation est
réciproque.

Le centre du cercle inscrit a pour conjugué isoto-
mique le point que nous avons appelé ailleurs le centre
des anti-bissectrices (1). Le centre de gravité est son
propre conjugué isotomique.

Grace a cette délinition, nous pourrons énoncer trés
simplement le théoréme suivant, qui vient de nous é&tre

communiqué (%) par M. R Tucker, de Londres :

Le conjugué isotomique de ’orthocentre d’un trian-
gle est le centre des symédianes du triangle forme
par les paralleles aux cotés de ce triangle, menées
respectivement par ses trois sommets.

M. Tuacker a en outre remarqué que, si I'on considére
une série de triangles inscrits les uns dans les autres ct
tels que les sommets de chacun d’cux soient les milienx
des cotés de celui qui le précede, cest-a-dive tels que
le centre des symédianes de chacun d’eux dérive de
I'orthocentre de celui qui loi est inscrit, ainsi qu'il a été
dit dans le théoréme précédent, les centres des symeé-
dianes de tous ces triangles sont en ligne droite.

D’ailleurs la limite de ces triangles est un point qui
est leur centre de gravité commun; done, l'axe qui
contient les centres des symédianes de tous ces triangles
passe par leur centre de gravité commun.

Nous pourrons encore énoncer ainsi ce résultat :

Le centre de gravite, le centre des symédianes et le
conjugué isotomique de lorthocentre d’un triangle
sont en ligne drotte.

) Journal de Mathematiques elémentaires. t. IV, p. 158.
?) La vedaction de cette Note remonte au mois de mai 1881,
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3. Soit K un point donné dans le plan d'un wiangle
ABC. Menons parle point K une droite A’B'C’ coupant
le coté BC au point A’y le coté AC au point B et le
coté AB au point C'. 11 existe sur la droite ainsi menée
deux points M et My, centres des moyennes harmo-
niques du second ordre des points A, B/, C’, par rapport
a Porigine K.

On sait que, lorsqu’on fait pivoter la droite A'B'C/
autour du point K, les points M et M, se déplacent sur
une conique circonscrite au triangle ABC, et qui est
dite polaire conique du point K, par rapport au triangle
ABC.

Ou sait en outre qu'en chaque sommet la tangente a
cette conique est conjuguée harmonique de la droite
qui joint ce sommet au point K, par rapport aux cotés
adjacents.

Dés lors, sile point K se confond avee le centre des
symédianes, on voit, d’aprés un théoréme énoncé dans
notre deuxiéme Note sur la symédiane, que les tangentes
a la polaire conique du point K aux points A,B,C sc
confondent avec les tangentes au cerele circonscrit.
Cette polaire conigue, avant en commun avec ce cercle
trois points et les tangentes en ces points, se confond
avec luij par suite :

La polaire conigue du point de Lemoine d’un
triangle par rapport a ce triangle est le cercle cir-
conscrit au triangle.

Or, d’aprés une propriété bien connue, si le point M
est centre¢ des moyennes harmoniques du second
. Voo 1 e .
ordre des points A’, B', C', par rapport a l'origine K, ce
point K est centre des moyennes harmoniques du pre-
mier ordre des points A', B, C', par rapport a Vori-
gine M.
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De la ce théoréme :

Si l'on prend sur le cercle circonscrit & un triangle
ABC un point M quelconque, et si l’on joint ce point M
au point de Lemoine K du triangle ABC, la droite MK
coupant les cotés du triangle aux points A',B',C', le
point K est le centre des moyennes harmonigues des
points A', B, C' par rapport a l’origine M.

C’est-a-dire que I'on a, en tenant compte des signes,

3 I I I

Mk MA T MB T M

4. Nous rappellerons maintenant un théoréme que
nous avons démontré dans les Nouvelles _4nnales
(3¢ série, t. 11, p. 256) et qui s’énonce ainsi :

Une corde AB d’une courbe quelconque est vue d’un
point fixe O sous un angle constant. Si la corde AB
touche son enveloppe au point E, et si les tangentes a la
courbe aux points A et B se coupent en T, les
droites OT et OE sont symétriques par rapport ala
bissectrice de l'angle AOB.

Si la courbe considérée est une conique et si le point
O estson centre, la droite OT passe par le milieu de AB;
par suite la droite OE est symédiane du triangle AOB,
et P'on a ce théoreme :

St une corde AB d’une conique est vue du centre O
de cetle conique sous un angle constant, on a le pointE
ou cette corde touche son enveloppe, en prenant la

symédiane OE du triangle AOB.

Lorsque 'angle AOB est droit, la symédiane OE est
perpendiculaire sur AB. Dés lors, toutes les normales a
Penveloppe de AB passant par le point O, cette enve-
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loppe est un cercle de centre O. On retrouve ainsi un
théoréme bien connu.

n L ’ “ .
5. Prenons une conique rapportée a ses deux dia-
metres conjugués égaux (Ox et Oy ),

24y = a?.

La polaire d’un point P (2, ), par rapport i cette
conique, a pour équation

az+ By = a?.
Cette droite coupant Ox en A, Oy en B, on a
oA=2%, op=2.
@ o

Si PH et PK sont les distances respectives du point
aOx et a Oy, ona, § étant I'angle des axes.
PH = Bsin0, PK = asinb;
par suite, '
P g 0A
PK 2~ OB’
ce qui montre (') que la droite OP est symédianc du

triangle OAB. Donc :

La droite qui joint un point quelconque au centre
d’une conique est symédiane du triangle formé par la
polaire de ce point, relativement & cette conique, avec
les deux diamétres conjugués égaux de la conique.

6. Siles points A et B ont respectivement pour in-
verses par rapport au point O les points A’ et B, les
droites AB et A'B’ sont antiparalléles, par rapport a
I’angle AOBj par suite, la médianc du triangle OAB,
issue de O, se confond avec la symédiane du triangle
OA'B et vice versa.

(") Voir Nouwvelles Annales, 3¢ serie. t. 11, p. 451, théoréme 11
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Cette remarque permet d’obtenir, parla méthode d’in-
version, des propriétés de la symédiane.
Par exemple, I'exercice IV (3¢ série, t. LI, p. 463) de
notre premiére Note sur la symédiane conduit a la pro-
priété suivante :

Les cercles decrits sur AB et sur AC comme cordes, et
ay ant l'(JS/)ectivement en B et en C des tangenles pal'al-
leles & la symédiane du triangle ABC, issue de A, se
coupent sur la médiane issue du méme sommet.

Autre exemple :

Prenons sur les cotés AB et AC d’un triangle les
points B et C' inverses respectivement de B et de C, par
rapport a A. La symdédiane du triangle ABC, issuc
de A, passe, d’aprés ce qui vient d’¢tre dit, par le mi-
liecu M de B'C’. Par B’ menons une paralléle a AC,
par €' une paralléle & AB; ces droites se coupent en D/

sur AM’ et Von a
AD' =2AM'.

Iinverse de la droite B'D’ est le cercle qui passe par
A ct B et qui est tangent en A 4 AC; Vinverse de C'D/
est le cercle qui passe par A et C et qui est tangent en
A i AB. Ces deux cercles se coupent en D, point inverse
de 1), par rapporta A ce point se trouve, par suite, sur
la droite AM'DY symédiance de ABC. Soit M le point (in-

verse de M') ou cette droite coupe le cercle circonscrit
A ABC. Puisque AD' = 2 AN, il en résulteque AD = 2.

De 1a ces théorémes :

1 Le cercle passant par les sommets A et B et tan-
gent en A au coté AC, et le cercle passant par les som-
mets A et C et tangent en A au cété AB, se coupent
en D sur la symédiane issue de A.
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2" Ot cette symediane coupe en M le cercle circon-
serit au triangle ABC, le point D est le milieu de AM.

On sait, d’ailleurs, que le point M est le centre har-
monique des points B et C relativement au point A, ct
que les tangentes au cercle circonscrit i ABC en A et
en M se coupent sur BC.

On voit, par les exemples précédents, les services que
peut rendre la méthode d'inversion pour trouver de
nouvelles propriéiés de la symédiane.

7. Nous ¢énoncerons enfin le théoréme suivant facile
a démontrer :

Prenant sur le coté BC les points 11 et 1 tels que AU
soit paralléle & la tangente en B au cercle circonscrit
a ABC, et que Al soit paralléle & la tangente en C & ce
cercle, si par le point Hon tire une paralléle & AB, et
par le point I une paralléle & AC, les droites ainsi me-
nées se coupent sur la symédiane issue de A.



