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SUR L'INTERPOLATION AU MOYEN DES FONCTIONS CIRCULAIRES;
PAR M. F. GOMES TEIXEIRA.

Professeur à l'Université de Coimbra.

1.

Le problème de la détermination de la fonction f [x)

qui reçoit les valeurs y{ ,y2i y si • • • ijn* quand on donne

à la variable x les valeurs aM a^ a3, . . • , an, est indé-

terminé. On y peut satisfaire au moyen d'une fonction

entière, homogène de si no: et cos a:, et nous avons alors

la formule (Cours d'Analyse de M. Hermite)

/ . . sin(^r — a 2 ) s i n ( V — a 3 ) . . . s i n ( a r — an)
X s i n ( a 1 — a 2 ) s i n ( < 2 ] — « 3 ) . . . s i n ( a 1 — a>n)

)<{ ) i ( — au

2— ai) sin(a2—

sin (x — ax) s i n ( ^ — a.2). .. s\n(x — a„_! )

sin(<x/i— cii) sin(a«— a 2 ) . . . sin(a / t— aa-i ) n'

Inversement,/(sinx, cosx) étant une fonction entière,

homogène du degré n — 1, nous avons une formule de

décomposition d'une fraction en des fractions simples,

à savoir
f(sinx, cosx)

b\n(x — «! ) sin (x — a 2 ) . . . sin(.r — atl)
j , cosat) 1

— a3). . . s
/(sina2,

"^ s in(«2—«i)sin(«2—«3). . . sin(a2—tt/i) sio(j7 — a2)
-+-

JNOUS allons considérer, dans cette INote, le cas où

quelques-unes des quantités a^ a^7 . . . sont égales, pour



( 35, ) .
chercher la formule de décomposition et ia formule cor-
respondante d'interpolation.

IL

En supposant premièrement a{ = a2 et en détermi-
nant la somme des deux premiers termes de la formule
précédente par le chemin qu'on a l'habitude de suivre
dans les questions de cette nature, c'est-à-dire en posant
a2 =• ci\ -h eu, on a le résultat

s i n ( . r — a , — w j s i n ( ^ — a 3 ) . . s\n(x — a„)

sinto v '

i s i n ( . r — a t ) s i n ( y — a , , ) . . . s i n Q — atl)
-r^

sin (.r — ai) sin(.r — ai — w). . . sin(.r — an)
sin(<73— a t ) sin(<73 — ax — w). . . sin f a3— (tri) ' " '

où

et, par conséquent

r ( «2 ; = —:
si

: j

—a 3 ) s in (a 2 —a 4 )
et où l'on représente j (sin je, cosx) par f(x).

Cette formule donne, en la développant suivant les
puissances de to et en y posant ensuite co = o,

j - ~ cos (a? — ̂ 1)sia(.r— a 3 ) . . . s in ( . r — a / l )F(

-h sin(jr — <7j) sin(^ — ad)... sin(^ — a / t) F

— a, ) sin(,r — a v ) . . . sin(.r — atl)
sin2(#3— at ) sin(a3— a 4 ) . . . sin(a3— aay

 3

-H

Cette formule détermine la fonction ƒ (x), étant données
les quantités ƒ (<7, ) , J'(a^, f(a.),f(a3)y
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Cela posé, nous allons considérer le cas général. Soit

[~sin(.r — t

= y L ^
sin(# — a2)... sin(.r — «/)"]
— cii+l)... sin(x — an) J r

[ sin(a/c— ai) sin (a*-— #2). • • sin(a/t.— a/j i
X sin (a/c — «/-M ) . . . sin ( a/c — an ) J

V(ak)

. _ [~sin(a? — a t ) sin(a? — a^)... s i n (# — a / ) . . .

^d fsi

en posant

— a 2 ) . . . sin(a>t—
X sinO*— an)

«/)...]'

Si l'on fait maintenant

la première ligne de f(jc), que nous appellerons P,
prend la forme

[sin(iP — ax) sin(^r — at — to). . .~|

xs\n{x-ai-(i-i)u>)...
X sin(a? — an) I ^ r . ,

*mà I s in (A: — 1) co sin (A: — * 2 ) w . . . |
A = 1 I . I

I x sinco s i n t o . . . I

L x sin(t — /i)to J
Donc la limite de P correspondant à w = o, que nous
appellerons A, sera le coefficient de co*"1 dans le déve-
loppement de P X w'"1 en série, c'est-à-dire

r — ai — w).
X sin(a7— « i — (i— i)ü))(o'-J

X F(a t - f - (k — i)w)
sin (A: — i)w sin(X: — 2 j w . . .

X sin w sinto s i n a w . . .
X s i n ( i — k)(x)

A = 1

X sin(,r - — a,,).
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On doit remarquer <jue, dans cette expression, on ne
doit pas écrire sin (x — aA ) quand A = 1 *, on ne doit pas
écrire sin(x — at — o>) quand k = 2, etc.

Pour obtenir A, nous employons la formule de Leib-
nitz, et nous avons

_ . s\n(x-at)

X < s in(^r—ai—to)-4-s in(a? — a\ — 2OJ) - J -

. . (k — 1 )w
-f- sin \x — ii\ — (1 — i)o> +- -. —,

sin(/c —1)0
(k — 2 ) tu w a)

sin (A: — '2)w sinto sino>

X sin(^r — ̂ /+i)« • • sin(a? — &n)
ou

A = i

sin ( a? — « ! + a - ) . . . sin ( x — a t -h A —

(A- — i ) « - i F ^ ( a t ) r (A- — i)(o yp) r (t —A
ulplql.. .m\ Lsin(/i — i )w j w = o Lsin(i —

où a, ^, . . . , A, u, p, qy . . . , m représentent toutes les
solutions entières positives de l'équation

D'un autre côté, nous avons

Y
(juand p est un nombre pair, et

Y dP(x coséca?) |

I Tûï J
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quand p est un nombre impair, en représentant par V*p±\
les nombres de Bernoulli. Donc

A =

X sin

où
X = ( |)a-4-p-K..-t-A-t-*-&

9J-i(i — Q! (A:

u\p\ q\...m\
X (X:— i)/'(A: — 2 ) 7 . . . i . i . . . ( Ï — A:)'
X ( r P - 1 — i)( / -7- i— i ) . . .(/•'»-»— i) F

en donnant à a, [3, y, . . . , ) , , M, /?,</, . . . , m, A" toules
les valeurs entières et positives qui vérifient l'équation

q -h. . .-T- m = k — i ,

où k ne peut pas être supérieur à i, et où p, q, . . ., wi
doivent être des nombres pairs.

En appelant B la limite correspondant à to = o de la
deuxième partie de l'expression de f (oc), on peut écrire

A = n
R — \ * s in ' 'Q — dj) s'm(x — ̂ 4 - 1 ) . , . sin(ar — a / f )

~~ ^rf sin'Xa^—<21)sin(a> t—a^).. . sin(a^—«»)

îLn substituant les expressions de A et B que nous
venons d'obtenir dans la formule

ƒ<*)=: À -H B,

on a la fonction f [x) qui prend les valeurs données

Avec nu simple changement de notation, en supposant
que les fonctions données sont

/(a), / ' (a) , / ' (a) , . . . , /«Uaj,

ƒ(*,), /(62), /(6,), ...,ƒ(6,,),
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on a

A = ^ X sinin (a?— a) s\n(x — a -h a —

X sin (a? — a -h X - j s in(# — bi)... sm(x — &„),

sinCÔA— a ) s i n ( ^ - bx)... s i n ( 6 / , — bn
k = i

En posant

dans les formules précédentes, on trouve la formule qui
correspond au cas où sont données les valeurs suivantes :

/(a), f\a), f"{a\ ...,ƒ«>(«),

Considérons maintenant le cas général. Si l'on donne
les valeurs suivantes :

f{a),f'(a),f"(a), . . . ,ƒ<"(«),
), ƒ ' ( 6 ) , ƒ " ( £ ) , ...,/W(b),

et si l'on cherche la fonction ƒ(#) , on peut employer
la formule suivante

/ ( = A-f-B
où

A = 7 Xsin( . r — a)sin(x — a + a - j . . .

X sin ( ̂  — a H- X - J sin^'(a7 — 6) sin'(a? — c ) . . . sin' / l(ir — e;,

B = \ Xt sin'(a? — a ) sin(ir — 6) sin ( ^ — 6 -f- a - j» • •

X sin ( x — b -4- X - \ sin^a? — c ) . . . sin"»(a? — e ),

C = \ X2 sin' ( x — a) sin./(.r — b) sin(x — c) sin Ix — c + a

X sin (x — c -\- X - ) . . . sin/w(j? — e).



et où les quantités X, , X2 , . . . dérivent de X par le
changement de i en y et de F (a) en F{ (&) pour X4 , et
de i en / et de F [a) enF 2 ( c ) pour X2, etc., étant

s i n J ( a — b ) s i n f ( a — c ) . . . s i n m ( a — e ) 9

^ ?' ~~ s\n'(b — a) s i n ^ ô — c ) . . . s i n ' " ( 6 — e ) '

Ainsi les quantités a, j3, . . . , ) , , ZJ, /?, . . . , m, /r repré-
sentent les solutions de l'équation

À étant inférieur à i -\- i en X, à ƒ-+- i en X n à
en X2, etc.

JNous devons remarquer qu'en A on ne doit pas écrire
sin(x — a) dans le ternie correspondant à Ar = i . on

ne doit pas écrire sin( x — a H- a ^ j dans le terme cor-

respondant à A~ — 2, etc. La nièine chose arrive en B,

C, . . . relativement à &, c, . . . .
Nous devons encore remarquer que le nombre des

quantités a, Jî, . . . , \ est i— i en A, mais que, quand
/ r = 2 , manque fi; quand k = 3, manque y, etc. On
doit faire la même observation à J'égard de B, C, . . . . Le
nombre des quantités p> qy . . ., m est i — i.

Enfin, quand quelqu'une des quantités a, [3, . . . , / > ,
^? . . . , /r — i, Ï — À, H est nulle, le facteur correspon-
dant ne doit pas exister dans la formule.

Les formules que nous venons de trouver résolvent la
question d'interpolation proposée, c'est-à-dire qu'elles
déterminent une fonction circulaire, qui prend, elle et
ses dérivées, des valeurs données. Nous allons donc con-
sidérer maintenant la décomposition de la fraction cor-
respondante.
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III.

Soit f(s\nXy cos3?)une fonction entière, homogène du
degré / -f- j -4- / -f-... -f- m — i. La formule de décom-
position qui résulte de la formule précédente est

, cosx)
a) s\nJ(x — c ) . . . s'mtn(x — e)
At A2 cot(.r—a) Xf coV~1( x— a)

— a) sin(a? — a) sin(.r — a)
B, B2cot(.77—. b)

sin(.r — b) sin(x — b) sin(j? — b)

-+- ,

et nous connaissons les coefficients A4, À2, A3, . . . , B<,
B2, . . . .

Nous allons indiquer rapidement deux autres méthodes
pour trouver les coefficients précédents, analogues à
celles employées dans la décomposition des fractions ra-
tionnelles.

En posant

o(x) = sin^(^7 — b) sinl{x — c). .. sin /w(^ — e),

nous avons
f(s\nx, cosx)

-f- A 2 cos (x — a) sin'-2(a? — a) -+-. . .
-+- Af cos '"1 (a? — a) -+- K cos*(:r — a).

Cette formule donne
. /(sina, cosa)

En la différentiant, on trouve le résultat

, f(s\nx, cosx)a-

~dx~~ = (i — i)Aj sin' ~(x —

-+- A/_, cos ' - 1 Ca? — a)
-f- (t— i) A, cos'~ 2{x — a) sin(.r — a)- t - . . . ,



qui donne
/(sin«, cos a)

A ' - 1 = Ta

J)e la même maniere on trouve les autres coefficients en
continuant les différentiations.

Ou peut aussi calculer les coefficients A,, A2, . . . au
moyen des équations qu'on obtient en égalant les coeffi-
cients des mêmes puissances de h dans l'identité sui-
vante :

/ïsina, cos a) -f- -j-h -4- - -y-̂  A2-*-. . .
• da i da?

= (A t sin'-1 /* -f- A2 cos A s in ' - 2 / i - h . . .-f- A,- cos ' - 1 h)

X [ ) h ' ( ) | A 2 " ) ]

qui donne
/(sin a, cos a) = Af- <ï>(a),

/ ' ( s i n a , cos a) = Az-_! cp(a) -h A/ cpf(a),

Les formules précédentes appliquées au Calcul intégral
donnent une formule de réduction d'intégrales.

En effet, au moyen de ces formules, on réduit l'inté-
gration des fractions

?, cosa?)
sin'(a? — a) sin./(a? — b). . .

:, cosx) étant une fonction entière, homogène du
degré i -\- j -f-. . . -h m — i, à l'intégration des fonctions
de la forme

cos'(a? — a)
sinr+-1(.r — a)

qui sont le sujet des formules de réduction qu'on trouve
dans tous les Traités de Calcul intégral.

On peut encore employer, pour l'intégration de cette
fraction, la formule

I • , ,, ,d.r =— I dcot(x-a).
J bin'+i(r—a) J v/i-4-cot»(ar — a) *


