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SUR L'INTERPOLATION AU MOYEN DES FONCTIONS CIRCULAIRES;
Par M. F. GOMES TEIXEIRA,

Professeur a I'Université de Coimbra.

1.

Le probléme de la détermination de la fonction f(ax)
qui recoit les valeurs ¥y, ¥3, 3y « « . ¥us quand on donne
a la variable x les valeurs a,, a,, a;, ..., a,, est indé-
terminé. On y peut satisfaire au moyen d’une fonction
entiére, homogéne de sinx et cosx, ¢t nous avons alors

la formule (Cours d’.Analyse de M. Hermite)

sin(r — a,)sin(x — a3). .. sin(x —a,)

sin(a; — as) sin(a; — az)... sin(a,—ﬁan)yl
sin(x — ay)sin(zx — az)... sin(xr —an)
sin(@; — ap) sin (@ — ag)...sin(ay—ay)” "

Sf(sinz,cosxr) =

sin(a,— a;)sin(a,—a,)...sin(a,—a,—1)” "

Inversement, f(sinz, cosx) étant une fonction entiére,
homogéne du degré » — 1, nous avons une formule de
décomposition d’une fraction en des fractions simples,
a savolr

f(sinz, cosx)
sin(x — ay) sin(z — ay)... sin(x — a,)

= J(sina,. cosay) 1
T sin{a,— az) sin(ay— az)... sin(a,— a,) sin(xr —ay)
f(sina,, cosa,) 1
- 0 0 v v
sin(@y— ay ) sin{(as— a;)... sin(@y— ay,) sin(r—a,)
et eeeee e eeteiies e,

Nous allons considérer, dans cette Note, le cas ou
quelques-uncs des quantités @y, @y, . . . sont égales, pour
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chercher la formule de décomposition et la formule cor-
respondante d’interpolation.

II.

En supposant premiérement ay = @, et en détermi-
nant la somme des deux premiers termes de la formule
précédente par le chemin qu'on a I’habitude de suivre
dans les questions de cette nature, ¢’est-a-dire en posant
ay= a,~+ v, on ale résultat

sin(r —ay— w)sin(r —az).. sin(x — a,
sinw

y=— "Flay)

sin(x — a;)sin(r—ay)...sin(2x — a,)

[F(a1) +wF'(a;)+...]

sin w
sin(z — ay) sin(z — a1 — w)... sin(x — a,)
- - - Vat.ens
sin(ay— @q)sin(a;— a;—w)...sin(az— ay,)
ou
F(((l): .f(al)

sin(ay— az)sin(a@;— a,).. .

ct, par conséquent,

F((lg): f(a2)

sin(ay— az)sin(a;— ay). ..

>

et ou Pon représente f(sinwx, cosx) par f(x).
Cette formule donne, en la développant suivant les
puissauces de w et en Yy posant ensuite w = 0,

> = cos(x — «y) sin(x — az)...sin(x — a,) F(a,)
—+ sin(xr — ay)sin(e — @3)... sin(z — a,) F'(a;)
sin?(x — a,) sin(z — a,)... sin(x —a,)
sin2( a3 — @y ) sin(az-— @&, )... sirl(a3—a,,)f(a3)

Cette formule détermine la fonction f'(x), étant données

les quantités f(a,), f'(ay), f(as), [(as), .. ..
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Cela posé, nous allons considérer le cas général. Soit
A=i sin(x—a,)sin(.z‘—-ag)...sin(.r——a,-)]
() = 2 X Sin(Z — @iyq). .. sin(x — a,)
fle)= [sin(ak—a,)sin(ak—-ag)...sin(a,,.—ai)]

=1 X sin(@p— @iv1)...sin(ar— a)

F(ax)

A=n [sin(.z'—a,)sin(z—ag)... sin(z—ai)...]
X sin(x — a,)
-+ 2 [sin(ak——al)sin(ak-—a,),,, Sin(ak——ai).,,]f(a/‘)’

k=i+t > sin(ap— an)

en posant

Flay) = JLax) .

T sin(ap— @ivq)sin(@p— @ira). ..
Si ’on fait maintenant

Ay = A+ w, 3= a1+ 20, ...,
ar=a)+(k—Dw, ..., a,=a;1+(I—1)ow,
la premiére ligne de f(x), que nous appellerons P,
prend la forme

xsin(z—a;— (i —1)w)...

P :kii(_ 1)i-k [ X sin(x — a,)

sin(k —1)wsin(k —2)w...
k=1 X sinwsinw. .. J

X sin(i—k)w

sin(x—a,)sin(z‘—-—al—w)...]
F{

ay+ (k—nw].

Donc la limite de P correspondant a2 w = o, que nous
appellerons A, sera le coefficient de¢ wi~* dans le déve-
loppement de P >< wi™t en série, c¢’est-a-dire

sin(z — a;) sin(z — a;— w)..
X sin(x — a;— (L —1)w)wi- ']

< Flay+ (k—1)w)

di-1 (
sm(/\—l)wsm(/;——z)w ’
A=t ’ [ X sinw sinw sin2w. J
A= Nk . oxsin(i—k)w
' AE( v dwi-1
=1

X Sin(x — a,q)...sin(x — a,).
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On doit remarquer que, dans celte expression, on ne
doit pas écrire sin(x — a, ) quand k =1; on ne doit pas
écrire sin (xr — a, — w) quand k = 2, etc.
Pour obtenir A, nous employons la formule de Leib-
nitz, et nous avons

_ O g Sin(x —aq)
A=Y= Yo oTG=h)

A=1
< 5sin(w-—a,—m)+sin(m—a,—2m)+...
i i L k=1e
+sin[x —a— (I —1)w] -+ Sn(F=1)e
(k—2)w ) [
e —_— e . + = e
sin(k—2)w sin w sinw
(i—A)w (i-1)

, T el
Ty 3T r[a,—l—(/\——x)m]\

X Sin(x — @;y)... sin(z — a,)

o
h=i

A _Z(—l)l 4 ;())' sin(z — ay) sin(& — @iy ). .. sin(r — ay)
k=1

32‘(__ 1)%+B+. ol i (l)\_' 0Ok

o T
xsun(z—a,—}- az—)...sm(x—a,—i—)\;)

(A_l)u—l F(u)(al) (]\-_])w (p) (z—/\)w (m)
u'plgl...m! [sin(k—l)w] '[sin(i—k)m] E

oua, B, ..., N\ u,p,q, ..., m représentent toutes les
solutions entiéres positives de I’équation

.
w=0 lw=0

t+B+. At U+ prqgt . m=i—1.

D’un autre coté, nous avons

dpr(x cosécr) _ _
[T]xzo‘z(” =B

quand p est un nombre pair, et

dar

“dr(x cosécz)]
paalf Sodhitehiihdo —0
L0
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quand p est un nombre impair, en représentant par B, 2,
les nombres de Bernoulli. Donc

A =2Xsin(:r—a,)sin<z —a,—i—zg)--»

> sin (;r —a;+ A g) sin(& — @it1). .. sin(x — a,).
ou
X = (_,)1+{3+...+)\+1—k
2i-1(i — 1)1 (k — 1)u=1.1%.98...(i — 1)*Bp_yByy...B,u_,y
= G2 BL. M Mulpigl...m
X (h—0P(k—2)...1.0...(i—k)yn
X (rpt—1)(rt—t—u)...(rm1—1) FW(ay),

en domnant aa, B, v, ..., A u, p, g, ..., m, k toutes
les valeurs entiéres et positives qui vérifient I'équation

a+B 4.+ +u+p+qg+...+m=k—1,

ou k ne peut pas étre supérieur a i, cL 00 p, ¢y o .., M
doivent étre des nombres pairs.

En appelant B la limite correspondant 4 w =0 de la
deuxiéme partie de I’expression de f(x), on peut écrire

h=n .
sinf(xr — ay) sin(x — @;4q)... sin(z —a
B — 2 i i( l) . ( l+l) l'( ll) f(ak).
sinf(ap— ay) sin(ar— @iyq)... sin(ar— ay)
k=i+1

En substituant les expressions de A et B que nous
venons d’obtenir dans la formule

Sf(z)=A+B,
on a Ja fonction f(x) qui prend les valeurs données
S(ay), fi(ar), f'(@r), ..., fO(ar),
f(ai+l)7 S(@ive), ..., f(an)~

Avec un simple changement de notation, en supposant
que les fonctions données sont

S(a), fi(a), f'(a), ..., fO(a),

SCbi)s f(b2), f(b3), ... f(bn),
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on a

A =ZXsin(x—a)sin<z‘——a+ag)-'-

b3 sin(z‘—a + A g>sin(:v—b1)... sin(x — b,),

k=n
_ sinf(z — a)sin(xr — by). .. sin(x — b,)
B —LE Sin(b/‘-— a) Sin(l)k— b‘) .. Siﬂ(bk— bn)f(al.-).
—1

En posant
b2=b1+w, b3=by+2w, ..., b/=l)1+(j—l)u)

dans les formules précédentes, on trouve la formule qui
correspond au cas ou sont données les valeurs suivantes :

Sla), flla), f"(a), ....[f9a),
S(b1)y,  f1(br), [fT(b1), ..., fO(b1),
f(bj—H)’ f(bj+2): .f(bj+3); LERE} f(l’n)-
Considérons maintenant le cas général. Si I'on donne
les valeurs suivantes :
Sla), f'(a), f'(a), ..., f¥(a),
S), f1(b), J7/ () ..oy SU(D),

..... Y ey e
S(e), flte), f(e) ..., fim(e),

ct si Von cherche la fonction f'(x), on peut employer

la formule suivante

f(@)Y=\A+B+C~+ ...,
ou

N\ . =
A :Zk sm(x—a)sm(ar—a +x;)--c
> sin (w—a—f—)\g)sinf(x—b)sin’(x— ¢)...sinm(x — ey,
B =2X, sinf(z — a) sin(x — b) sin (:c— b+1§>- ..
> sin (;r— b—&—)\%—")sin/(x—c). ..sinm(z —e),
G =2X, sin{(z — a) sind(x — b) sin(ax — ¢) sin (x—c+ zg) .-

. T .
> sin (x—-(‘ +7\—>. ..sinm(x —e),
2
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ct ou les quantités Xy, X,, ... dérivent de X par le
changement de i en j et de F(a) en F(4) pour X, et
de i en letde F(a) en Fy(c) pour X,, etc., étant

_ f(a)
Fla)= sinj(a—b)sin/(a —c)...sin"(a —e)
Fy(b)m /(0

T sini(b— a)sin/(b—c)...sinm(b—e)’
Ainsi les quantités «, B, ..., X, 1, py ...y m, k repré-
sentent les solutions de I'équation

a+B4+.ct AU+ pr g+ +m=k—I1,

k étant inférieur 4 i +1en X, aj+1en X, al41
cn X,, cte.
Nous devons remarquer qu’en A on ne doit pas écrire

sin(x — a) dans le terme correspondant a k=1, on
/
ne doit pas éerire sin (x —a—+a > dans lc terme cor-

=
2

respondant a k= 2, etc. La mémec chose arrive en B,
C, ... relativement a b, ¢, .. ..

Nous devons encore remarquer que le nombre des
quantités a, 3, ..., hest i—1 en A, mais que, quand
k=2, manque 3; quand A =3, manque y, etc. On
doit faire la méme observation & I’'égard de B, C, .... Le
nombre des quantités p, ¢, ..., mest i —1.

Enfin, quand quelqu’une des quantités «, 8, ..., p,
¢y -+, k—1, i—k, uest nulle, le facteur correspon-
dant ne doit pas exister dans la formule.

Les formules que nous venons de trouver résolvent la
question d’interpolation proposée, c'est-a-dire qu’elles
déterminent une fonction circulaire, qui prend, clle et
ses dérivées, des valeurs données. Nous allons donc con-
sidérer maintenant la décomposition de la fraction cor-
respondante.
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\

1.

Soit f(sinx, cosx)une fonction entiére, homogéne du
degré i +j+1l+...4m—1. La formule de décom-
position qui résulte de la formule précédente est

f(sinz, cosz)
sint(z — a)sin/(x — ¢)... sin”(x —e)

A Agcot(z— a) Ajcot—1(r—a)
= - - L e v
sin(z — a) sin(z — a) sin(z — a)
B, Bs cot(x — b) Bj cot/~1(x — b)
+5m(.1'—b) sin(x — b) e sin(x — b)
[ TN tee sessessan et esecesaseesse tetrasnnnns y

et nous connaissons les coefficients A,, Ay, A;, ..., By,
By, ....

Nous allons indiquer rapidement deux autres méthodes
pour trouver les coefficients précédents, analogues a
celles employées dans la décomposition des fractions ra-
tionnelles.

En posant

o(x)=sin/(x — b)sin/(z —c)...sin”(xr—e),
nous avons

Sf(sinz, cosz)

?(x)

= \;sin~(z — a)

+ Ay cos(z — a)sini~2(x — a) +...
-+ A;cos~1(z — a) + K cosi(z — a).

Cette formule donne
f(sina, cosa)
- A[: —_—_— .
v(a)
En la différentiant, on trouve le résultat

df(sin:r, cosx)
fl;“ =(i—1)A, sini~2(z — @) cos(x — a) +...
—+ Ay cosi—l(z — a)

+ (I—1)A, cos2(xr — a)sin(r—a)+...,
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(ui donne
lf(sina, cosa)

Ay = __‘ZL)_

De la méme maniére on trouve les autres coefficients en
continuant les différentiations.

On peut aussi calculer les coefticients A, Ay, ... au
moyen des équations qu’on obtient en égalant les coefli-
cients des mémes puissances de h dans Videntité sui-
vante :

f(sina, cosa)—r—dfl -~ dfh*—i—...

= (Aysint=1h + Agcoshsini=2/ ...+ A; cosi—1 )
< [o(a)+he' (a)+ Fhre"(a)+...],
qui donne
Sf(sina, cosa) = A;9(a),
_f (Sll’l(l cosa)=A; 1 ¢(a)+ A;¢'(a),

Les formules précédentes appliquées au Calcul intégral
donnent une formule de réduction d’intégrales.

En effet, au moyen de ces formules, on réduit I'inté-
gration des fractions

f(sinz, cosz)
sin'(z —a)sin/(x —b)...

f(sinx, cosx) étant une fonction entiére, homogéne du
degré i +j +...+m —1, a 'intégration des fonctions
de la forme
cost(x — a)
sint+1 (2 — a)’
qui sont le sujet des formules de réduction qu’on trouve
dans tous les Traités de Calcul intégral.
On peut encore employer, pour I'intégration de cette
fraction, la formule
/‘cos‘(x—a\ T cot(z—a)
s

= — dcot(x — a).
int+i(r—a) \/I+C0L2(.z'—a) ( )



