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COMPOSITION MATHEMATIQUE POUR L'ADMISSION
A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 18835;

SOLUTION GEOMETRIQUE
PAR UN ANCIEN ELEVE DE MATHEMATIQUES SPECIALKS.

Par les deux foyers d'unc ellipse fixe on fait
passer une circonference variable.

19 A quelle condition doit satisfaire cetie ellipse,
pouwr que la circonférence puisse réellement la rencon-
trer en quatre points, et dans quelle portion du petit
axe doit-on placer le centre du cercle pour qu’il y
ait effectivement quatre points réels d’intersection?

2 En chacun des points d’intersection, on méne
les tangentes de Uellipse. Ces quatre droites forment
un quadrilatére. Quel est le liew des sommets de
ce quadrilatéere quand le cercle varie?

3% Quel est le liew de Uintersection des cités de
ce quadrilatére avec ceux d’un autre quadrilatere,
{wnétri(/ue du /)r'cmier par rapport au centre de lel-
lipse?

4° On considere les tangentes communes au cercle
et a Uellipse. Quel est le liew de leurs points de contact
avec le cercle?

1° Parmi toutes les circonférences qui passent par
les deux foyers 17,17, la plus petite est celle qui a
pour diamétre L. L'ellipse dont le petit axe est égal
a I'F’ est doublement tangente a cette circonférence et
remplit la condition de la rencontrer en quatre points
réels (confondus deux a deux). Cette cllipse ne peut
étre rencontrée en quatre points réels par aucune auntre
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circonférence passant par I et I mais, si le petit axe est
plus petit que FF', on a une ellipse satisfaisant a la
condition demandée : cette condition est done & < c.

Supposons qu’il en soit ainsi. Les centres des circon-
férences satisfaisant a la condition demandée occupent
la portion du petit axe comprise cntre les centres des
circonférences qui passent respectivement par IV et
par I'une des extrémités du petit axe. Appcelons a le
demi grand axe de Dellipse. Le rayon de ces circon-

a2

26’
Par suite, le segment demandé du petit axe est égal a

a? c2— D2
? (;z— > ou ——-

2° Pour résoudre les derniéres parties de la question

férences est égal a

proposée, nous nous appuierons sur cctle propriété :
D’un point d’une circonférence qui passe par ¥, IV, on
meéne des tangentes a Uellipse : les angles compris
entre ces droites ont pour bissectrices les droites qui
Joignent ce point aux points ol la circonférence coupe
le petitae. Sil’on prend un des points M ot la circon-
férence coupe l'ellipse, les droites MT, MN sont ’une
la tangente, I’autre la normale & Uellipse en M.

Vaprés cela les tangentes a Dellipse, issues de N,
touchent cette courbe aux points M, M” ou elle est
coupée par la circonférence MI'F'. Ces tangentes rencon-
trent TM aux points H, I’ qui décrivent une courbe (H)
lorsqu’on déplace M sur ellipse.

Une tangente TM donne licu a un seul point N, d’ou
partent deux tangentes a I'ellipse. Il y a alors sur TM
deux points du licu (H). Il n’y a que ces deux points,
puisque deux autres tangentes a Vellipse ne peuvent se
couper sur la tangente TM. La courbe (H ), n’étant
rencontrée par la droite TM qu'en deux points, est une
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conique. Cette conique a évidemment pour axes les axes
de Vellipse.
Prenons la circonférence décrite sur FF' comme
diametre et appelons C, C' les points ou elle coupe le
petit axe. Les tangentes a I'ellipse, issues de ces points,

forment un parallélogramme. Les cotés opposés de ce
parallélogramme donnent des points a Uinfini sur (H);
donc : La conigue (1) est une hyperbole. Les asym-
ptotes de cette hyperbole sont les paralléles menées du
centre O aux cotés de ce parallélogramme.

Les sommets A, A' de ce parallélogramme, situés
sur le grand axe de Uellipse, sont les sommets de
l’hyperbole (H).

La portion CA de la tangente a Uellipse, issue de C
et comprise entre les axes, est égale a la demi-distance
SJocale de (H).

3¢ Prenons le point N, symétrique de N par rapport
au centre O. Les tangentes a l'ellipse, issues de N/,
encontrent la tangente MT aux points I, I’ qui appar-
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ticnnent a la courbe demandée dans la troisiéme partie
de la question. Sur TV, il n’y a que ces deux points de
cette courbe : donc c’est une conique.

1l est facile de voir que sur 'une des tangentes a I'el-
lipse, issue de G, les points de cette conique sont C et le
point de contact de cette tangente, c’est-a-dire C et
Pun des points on Dellipse est rencontrée par la cir-
conférence CFC'I. La conique lieu des points I con-
tient donc C, € et les points de contact des tangentes
a I'ellipse issues de ces points. Ces six points appartien-
nent a la circonférence CFC'F';5done : Le liew des
points tels que I est la circonférence décrite sur FI'
comme diameétre.

Autrement. — Par I, I', I faisons passer une cir-
conférence et appelons, pour le moment, O’ son centre.
Les droites qui joignent I aux points ou elle coupe la
droite BB sont les bissectrices des angles formés par IN/,
IT : alors O"I'><O'N est égal au carré du rayon de
cette eirconférence. On peut écrire alors

—

(OT —00)(ON'+ 00 = 0'F,

ou, en développant,

OT 5 OV — 00'(OT 4= OV )+ 00" = 24+ 00"
Mais
OT < OV=0T x<x O\ = ¢2

La relation précédente donne alors
O()'(OT — O\')=o.

Le segment OO’ doit donc étre nul. Ainsi O' se con-
fond avee O, ete.

On arrive au méme résultat si 'on suppose O’ au-
dessus du grand axe de P'ellipse.

70

4° La polaire de N, par rapport a Pellipse, est la pers
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pendiculaire M'G’ abaissée de M sur le petit axe BB'.
Les points N, B, G/, B’ forment alors une division har-
monique. Mcnons de ces points des perpendiculaires au
petit axe. Ces droites rencontrent la tangente NM aux
points E, M', E’ et alers N, E', M/, E forment une divi-
sion harmonique. Le point R étant le milieu de EF/,
on a
RM' < RN = RE' = RE". -
Mais

RM' < RN = RF x RF'".
Donc

2 -2
RF < RF' = RE = RE'.

Par suite, E et E sont les points ou NM' est touchée
par des circonférences qui passent par I' et I/, ¢'est-
a-dire que E et E' sont les points de contact d'une tan-
gente commune a ces circonférences et a Pellipse.

Le point M’ étant arbitraire, on voit que le lieu de-
mandé dans la quatriéme partie se compose des tan-

gentes BE, BE' & Uellipse.

Autrement. — Menons une langente commune A
Pellipse et a4 une circonférence qui passe par F, I,
Soit E le point de contact de cette tangente et de cette
circonférence. De ce point menons l'autre tangente a
Vellipse. Les bissectrices des angles compris entre ces
deux tangentes sont les droites qui joignent E aux points
de rencontre de cette circonférence avee le petit axe. 1l
résulte de 1a que la tangente a Dellipse, qui n’est pas
tangente a la circonférence, doit étre perpendiculaire
a BB, c’est-a-dire qu’elle est la tangente en B ou en B'a
Pellipse, d’ou, etc.

l{emar(/ues. — 1 Ona

OT < O\ = ¢2,



( 350 )

Mais
OT = 0G =62, ON x OM' = b2,
done
0OG x< OG' = const.
Ainsi :

Le produit des ordonnées des points de rencontre
de Uellipse et d’une circonférence qui passe par ¥,
I est constant, quelle que soit cette circonférence.

2° Le licu des points tels que I ne dépendant que de
la distance focale, on peut, dans la troisiéme partic de
I'énoncé, substituer a I'ellipsc donnée une cllipse qui lui
est homofocale.

Ou encore 'on peat dive : Si L'on prend sur le petit
axe des points Ty N' tels gque OT > ON'= ¢2, les points
de rencontre tels que 1des tangentes ¢ Uellipse restent
sur la circonférence décrite sur FI'' comme diameétre,
lorsqgi’on fait varier ['ellipse en lui conservant ¥
et I comme foy ers.

3o Si d’un point quelconque d’une circonférence qui
passe par I, IV on méne des tangentes a l'ellipse, ces
droites comprennent entre elles des angles dont les bis-
sectrices passent par les points olt cette circonférence
coupe le petit axe de Vellipse. Par suite, ces tangentes
coupent de nouveau cette circonférence en des points
qut sont symétriques par rapport a ce petit axe.

Prenaunt les symétriques de ces tangentes par rapport
au petit axe, on voit que ['on peut inscrire a la circon-
férence des quadrilatéres qui sont en méme temps cir-
conscrits a Uellipse. Cette derniére propriété m’a été
signalée par I'auteur de la question proposée; il en avait
déduit ’énoncé de la quatriéme partie de cette question.



