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NOTE SIR LE DÉVELOPPEMENT DTN DÉTERMINANT ;

PAR M. E. HUMBERT,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Nancy,

Je me propose d'exposer dans cette Note une méthode
très simple pour obtenir le développement d'un déter-
minant à l'aide des mineurs relatifs à K lignes quel-
conques. Cette méthode n'est pas nouvelle 5 je crois
seulement l'avoir exposée très simplement.

Je désignerai par A le déterminant

| A} A? Aï
A\ A f A?

A l A 2 A » !xXn -^n ™ n |

et par A*p \ le déterminant mineur formé avec les élé-
ments des lignes horizontales (lignes)d'indices a, j3,...,X
et ceux des lignes verticales (colonnes) d'indices a',
|i ',. . . , ) / , en nombre égal aux précédents.
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Je suppose qu'on veuille développer A en mettant en
évidence les déterminants mineurs formés avec les élé-
ments des K lignes dont les indices sont a, b7 ..., /, que
je suppose rangés par ordre de grandeur. J'appelle a,
V ,...,ni les indices des lignes qui restent, rangés aussi
par ordre de grandeur.

Un terme quelconque de A est alors

N désignant le nombre total des inversions formées par
les indices supérieurs entre eux et les iudices inférieurs
entre eux.

Comptons d'abord le nombre des inversions formées
par les indices inférieurs 5 « , & , . . . , / entre eux ne
forment pas d'inversions; de même pour a', b\ . . . , l'.
Mais il y a a— 1 nombres inférieurs à a et placés après
lui; b— '2 nombres inférieurs à b et placés après lui ;
/ — K nombres inférieurs à / et placés après lui ; donc
il y a

a -\- b -h...-+- l — 1 — 2 — . . . — K
ou

j j K ( K - + - i )
a -4- 0 - f - . . . -h t ?

1

inversions formées par les indices inférieurs.
Maintenant, comptons le nombre des inversions for-

mées par les indices supérieurs. Il y a d'abord P inver-
sions formées par les indices a, [3, . . . , ) , entre eux;
Q imersions formées par les indices a', [3', . . . , a' entre
eux. Il n'y a plus qu'à compter les imersions formées
par les indices a, [3, . . . , )» avec les indices a', [J\ . . . ,
) / , a;. Pour cela, on peut ranger les indices a, (3, . . . , A
par ordre de grandeur a t , [3,, . . . , )^,. Alors il y a a, — 1
nombres inférieurs à at et placés après lui; J3< — 2
nombres inférieurs à [3, et placés après lui ; )M — K nom-



bres inférieurs à \{ et places après lui. Donc le nombre
total des inversions formées par les indices supérieurs
est

P + Q + a + ? ^ . . . „ X _ 5 i î i ± l ) ,

en remarquant que

*i-+- pi -f- -. . 4 - Ai = a -h p -1-. . -h X,
et l'on a

Le terme général de A peut alors s'écrire

car K(K -h i) est un nombre pair et peut être enlevé de
l'exposant de — i .

Si l'on échange entre eux d'une manière quelconque
les indices a, (3, . . . , A et aussi les indices a', [3', ..., [//,
on obtient tous les termes du produit

(_Oa+^...+/+atp+...+ÀA A
v / ab...l a'h' .m '

et, enfin, en posant pour a, (3, . . . , )v, K nombres quel-
conques parmi les n nombres i , 2, . . . , zz, et de toutes les
manières possibles, on a

A = (— I)«+<H-...+/ 2(— na+?+...+XAaf "^Aa'PT^,'.

C'est le développement annoncé.
Si Ton voulait mettre en évidence les mineurs formés

avec les éléments des K colonnes d'indices «, &, . . . , / ,
on raisonnerait d'une façon toute semblable et Ton ar-
riverait à

A = (_o«+*-» + / v ( _ l ) a + p + ..+>A;^ \A-* •-'.



Premiere application. — Si l'on développe le déter-
minant
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en se servant des mineurs des n premières colonnes, on
trouve immédiatement
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L'exposant de — i est

c'est-à-dire un nombre pair.
Si l'on développe de la même manière le déterminant
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Jj\'\p»saiit de — i est ici

ji - 1 - i — n — 'i — . . . -7- n -1- n -r- \ -f- 'i -4-.. .-i-

en enlevant un nombre pair 2(1 4- o, - j _ . . . n), il
se réduit à ;z2, qui est de la même parité que n.

Seconde application. — Considérons les matrices
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Développons-le en mettant eu évidence les mineurs
des p premières colonues. Pour cela, prenons p lignes
parmi les n premières, et soient a, [3, . . . , A leurs in-
dices, on aura
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Aap..;x désignant le déterminant d'ordre p formé avec les
p colonnes d'indices a, jï, . . ., A dans la matrice A.



Dans le déterminant

il y a « — p lignes, les premières, qui ne contiennent
pas les éléments Z>, et ce sont celles qu'on obtient en
supprimant dans les n colonnes de droite du détermi-
nant C les ligues d'indices a, [3, . . . , \\ donc, dans eha-
cune d'elles, —i est situé dans une colonne d'indice
autre que a, (3, . . ., "X. Si donc on développe ce der-
nier déterminant en mettant eu évidence le mineur
des n — p premières lignes, qui n'est pas nul, et qui est
égal à (—1)"~^, puisque les seuls termes diilérents
de zéro sont les termes situés sur la diagonale principale
et égaux à — 1 , on trouve pour ce déterminant

Donc, finalement, on a

Remarque, — Si p est plus grand que ?i, chacun des
déterminants Aap...>, Bap...X contient une ligne de zéros
et est identiquement nul *, C est donc nul.

Les deux applications que nous venons d'indiquer
conduisent, comme on sait, facilement aux théorèmes
relatifs à la multiplication des déterminants et à la mul-
tiplication des matrices.


