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SUR UNE GENERALISATION BES PROPRIETES RELATIVES
AU CERCLE DE BROCARD ET AU POINT DE LEVOINE:
Pir M. Esie LEMOINE,

Ancien éléve de I'Ecole Polytechnique.

§ I. — M. Brocard a étudié le premier les propriéiés
de deux points remarquables o et o' du plan d'un tri-
angle et d'un cercle 1ié avec eux. Il définit ainsi ( Nou-
velles _Annales de Matheématiques, question 1166,
tome NIV, 1875) w et o' 1 © est le point tel que les
angles 0 AC, w BA, 0 CB soient égaux: o’ est e point tel
queles angles o AB, o'BC, o' CA soient égaux. La ques-
tion a été développée par le méme géométre dans la
Nowvelle Correspondance, tome I, 1875, aux Con-
gres d’Alger et de Rouen, 1881 et 1883, dans Mathe-
s1s, ete., ct aussi par de nombreux travaux de géomeétres
étrangers. M. Brocard avaitappelé d’abord ces points les
puints segmentaires, mais le nom de points de Brocard
a justement prévalu.

En 1853 au Congrés de Lyon, et dans les Nouvelles
Annales de Mathématiques, p. 364, 1853, ct en 1874
au Congrés de Lille, je me suis occupéd’un pointremar-
quable que javais appelé centre des médianes antipa-
ralléles ct que je définissais ainsi: Le point ot concou-
rent les droites qui, partant des sommets d’un triangle,
divisent en deux partics égales la partie de Pantiparal-
lele au coté opposé qui est comprise entre les deux
autres cOtés. Depuis ce temps, de trés nombreux travaux
ont paru sur le ménme sujet tant en France qu’en Angle-
terre, en Allemagne et en Belgique.

Il était curicux que, dans I'étude relative aux points
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de Brocard, on rencontrat a chaque instantle centre des
médianes antiparalléles et réciproquement; ce qui suit
mettra bien en lumiére la raison de cette laison intime.

Dans la généralisation que nous allons faire, nous ne
pouvons conserver le nom de centre des médianes anti-
paralléles qui n’aurait plus aucun sens; nous adopterons
le nom de point de Lemoine, que MM. Neuberg, Bro-
card, de Longchamps, etc., nous font ’honneur d’em-

ployer.

I. Soient K un point du plan du triangle de référence
ABG; x, », zles coordonnées homogénes de K ; soiente,
B, v les points ou AK, BK, CK coupent BC, AC, AB. Je¢
pars de o en suivant sur le périmétre du triangle le
sens ABC et Jappelle u I'intersection du c6té CA qui,
dans le sens ABC, suit BC, avec la paralléle menée
par « au troisiéme coté AB; je fais la construction ana-
logue, en marchant dans le mé¢me sens, pour les points
B et v; jobtiens ainsi ¥ sur AB et ¥ sur BC. Il est évi-
dent que les droites AW, Bu/, CY' se coupent ¢n un
meéme point o',

Les coordonnées de o' sont

csr, axy, bys.

Je pars de 2 en suivant sur le périmétre du triangle
le sens CBA ct jappelle v 'intersection du coté BA qui,
dans le sens CB A, suit CB, avee la paralléle menée par 2
au troisicme coté AC; je fais la construction analogue,
en marchant toujours dans le sens CBA, pour les points
v el B, et jobtiens ainsi . sur AC et ksur BC.

1l est évident que les droites A, Bu, Cv se coupent
en un méme point .

Les coordonnées de w sont

byx, c¢zv. urs.
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Pour bien distinguer I'un de I'autre les points v et o’
nous dirons que ' est le point direct par rapport au
point K et que o est le point rétrograde.

Si nous prenons pour point K le point de Lemoine
proprement dit, point qui a pour coordonnées

a, b, c,

les points @ et o' sont les points de Brocard.

2. 8i Uon prend un point K' i Dlintérieur d’un
triangle A'B'C', on peut toujours supposer que A'B'C’
est la projection d’un triangle ABC, tel que le point K,
dont K' est la projection, soit le point de Lemoine
(centre des médianes antiparalléles) de ABC. En effet,
six’, y', 2’ sont les coordonnées de K’ (A'B'C’ étant le
iriangle de référence), la conique

By —yay -sal=o0

est une ellipse.

Or cette ellipse est telle que ses tangentes en A/, B/,
(' forment un triangle homologique a A'B'C’, K’ étant
le centre d’homologic.

Cette ellipse peut Loujours étre regardée comme la
projection d'un cercle qui est alors le cercle circonserit
a ABC et ou K estle point de Lemoine, d’aprés une pro-
priété connue. Ce théoréme fait voir que toutes les pro-
priétés projectives des points de Brocard et de Lemoine
s'appliquent au groupe général des trois points K, o,
'y formé d’un point quelconque K, de son point direct
' et de son point rétrograde w, et réciproquement.

Si K' est’extérieur au triangle A'B'C/, il peut étre
regardé comme la projection d’un point K associé (voir
laNote du §1V) du point de Lemoince dans le triangle



{ 204 )
ABC et les propriétés respectives des points K, w, o ne
sont pas modifiées.

Nous allons donner dans ce qui suit les principales
propriétés des points K, o, o' et les expressions treés
remarquables qui représentent les droites, les coni-
ques, cte., lides au groupe K, v, o'; comme cas parti-
culier, en prenant pour K le point de Lemoine, nous
aurons ce ui sc¢ rapporte aux points de Brocard.

Dans tout le Mémoire, nous poscrons, pour abréger,

arr2 —yshe — A, b2y2—zreca—B, e2z2—oryab=C.
3. L’équation de oo’ est
(1)

B+ —v—o.

e

o

R
K=

b. 1équation de la conique wo’ ABC est

A C
(2) ;{3*1'—L-Zl*,'—+——13:0.
-

Lorsque K est ie point dont les coordonnées sont

e2h2—atr atcr— Dbt
N  —_—

« O

I'équation (2) représente le cercle circonserit au trian-
gle ABC.
8

Lorsque K est sur 'une des trois cllipses qui sont
tangentes a deux cotés d’un triangle aux extrémités du
troisi¢cme et ui passent par le centre de gravité, ellipses
dont les équations sont

a2 —bely =o,
sur
ata2—bely =o -

par exemple, la conique que représente U'équation ()
se décompose en deux droites dont 'une est le coté BC
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du triangle, 'autre est la droitc Aw ou AW/, car les
trois points A, w, ' sont alors en ligne droite.
Lorsque K est sur la coniqué dont I'équation cst

acosA(a2a2— bedy )~ b cosB(D2B2— caya)
+ccosC(ery2—abaB)= o,

ct qui passe aussi par le centre de gravité E de ABC, la
conique représentée par I'équation (2) est unc hyper-
bole équilatére.

Le centre de la conique représentée par I’équation (2)
a pour coordonnées

A(B—C—A) B(A+C-—-B) G(A+-B—0C)
a ’ b ’ ¢ )

§ II. — 1. Si Ay, By, C, sontles intersections respec-
tivement de Bo' avec Cw, de Co' avec Aw, de Ao’
avec Bw; st A, B|, C| sont les intersections respecti-
vement de Co’ avee Bw, de Aow' avee Co, de Bo’
avec A w, on aura

Coordonnées des points.

Points. .
Ao vien bez, 23, b2y,
By.ovooiiio 23, cay, a’x,
[ 2y, @, abs,
Aol e beys, aby?, acs?,
Bi..o.ooooooooiii abax?, casx, chs2,
Clevriini i, “acx?, cby?, absy.

2. Les triangles ABC, A, B, C, sont homologiques ct

le centre D d’homologie a pour coordonnées

1 I 1
=70 75T o
ate” by’ s

>

3 . Al ’ d
Paxe d’homologie G a pour équation

aBCz-+ 0ACH--c\By =o.
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Les équations de B, C,, A, C,, A, B, sont

aAdx—+—bC3~cAy—=o, ....

Remarque. — Soit 1 le point ou CD' coupe AB,
A ar
B~ oy’

3. Les triangles ABC, A', B C| sont homologiques ct
¢ centre "homologie a pour coordonnées
1 tre IV d'l log P d

azx?, by?, cs2.

L’axe d’homologic cst G B,C, et B} C se coupent
done sur BC.

Les équations de B\ C, A’ C|, A B} sont

beys\a+bar2C8 —+ acr?By = o,

Remarque. — Soit 1I' le point ou CD’ coupe AB,
on a

WA 2y I
'B -

k. Il résulte de ce qui précede que, si deux points
(@, y,2), (', )', 7') ont entre leurs coordonnées la re-
lation

le point DY correspondant & x, 3, z coincidera avec le
point D correspondant a a/, 3/, z'.

Ainsi, par exemple, le point I correspondant au point
am=1pm=1¢m=1 coincidera avec le point D correspon-

. 1 1 1
dant au POlllt am+1 Hh2m~+1 pc2m-+1 :

5. La conique A B, €, ww’ a pour équation
_u»

3 -2 o= 2 a2 2 9a
150 aysat—bus3-—cryyr—ax? 3y

= byray —c32al =o0.
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clle passe par le point K
z, ¥, 3,
et par le point Oy
z(by —cs —awx), y(ar-—cs—0by), s(by-+awr—c3).

C’est la conique des sept points correspondant a K.

51 K estle point de Lemoine, elle devient le cercle de
Brocard et clle n’est un cercle que dans ce seul cas.

Remarque. — L’équation (3) reste la méme si 1'on
change o en x, Beny, yen z et réciproquement; donc,
si 'on prend un poiut quelconque 6 de la conique des
sept points correspondant a un point K, la conique
des sept points correspondant a © passera en K.

La conique des sept points est une hyvperbole équila-
tere lorsque K est sur la droite

acos \ — B cosB — v cosC = o,

qui est 'axe d’homologie du triangle ABCct du triangle
formé par les pieds des hauteurs.

C’est une parabole si K est sur Pellipse maxima in-
serite dans ABC.

Une ellipse si K est a U'intérieur de cette ellipse.

Une hyperbole si K est a U'extérieur de cette ellipse.

Une droite si K s’éloigne a linfini, et cctte droite
enveloppe lellipse maxima inscrite dans le triangle.

6. La conique qui passc par les cing points A', B,
(:,I? o, » a pour équation
(2]

3%
bt}

oo abe(ays— bxrst-—cryyy—b2cys
( -—atcrrsay —atbioyal = o,

t
clle passe aussi par le centre de gravité de ABC.

S IIl. — On a facilement Ja démonstration des théo-
rémes suivants :

L. S par D on méne des paralléles awx trois cotes
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du triangle ABC, les longueurs que deux: de ces paral-
leles interceptent sur le troisiéme coté, respectivement
A} - v T I I

sur BC, AC, AB, sont proportionnelles i vl

2. 8i par D' on méne des paralléles aux trois cotés
du triangle ABC, les longueurs que deux de ces paral-
leles interceptent sur le troisidime, respectivement sur
BC, AC, AB, sont proportionnelles & a®a?y b3y 2, ¢332,

3. In faisant les mémes constructions pour o', les

longueurs interceptées sur BC, AC, AB sont proportion-

.oa b ¢ , Coge .

nelles & — —, —, cest-a-dire inversement propor-
by ¢35 ax

tionnelles aux coordonndes du point I (voir § VIII).

k. En faisant les mémes constructions pour o, les

longueurs interceptées sur BC, AC, AB sont propor
. . a b c , \ . .

tionnelles &« —> —, =, c’est-a-dire inversement pro-

¢cs ax by

portionnelles aux coordonnées du point H (voir § V1II).

3. Si par v on mene des paralléles & AC et & AB
qui interceptent sur BC une longueur L si par o on
méne des paralléles @ AC et & AB qui interceptent sur
BC une longueur L'; on aura

L by

L’ ¢s

el une série de relations (malogues en considérant les
antiparalléles aux cotés au liew des paralléles, les
longueurs interceptées sur les paralléles ou sur les anti-
paralléles par les cotés, etc.

6. Par o menons une paralléle a AC qui coupe CB
en et ABenc,.
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Par w menons une paralléle o BA qui coupe AC en v
et BC en .

Par v menons une paralléle & CB qui coupe BA en <
et CA en vy,

Par o' menons une paralléle & AB gui coupe BC en .\
et CA en .

Par ' menons une paralléle a BC qui coupe CA envy'
et ABen &,.

Par o' menons une paralléle a CA qui coupe ABen &'
et BCen /).

On a les relations

"~

X oA s ke =r <X,
yabrx o'\ = 50c2 < w' | = rcatx w ],
sactx w' s = rba?< wibh =yeb2xx 0,

sxwli=r X wth =y Xw.

7. Les droites KA,,KB,, KC, ont pour équations
(by +cs)a—bx3—caxyv=0, ...

donc elles sont paralléles & BC, AC, AB respectivement,
et L'on peut dire que :
Les paralléles menées par Ay, By, Gy respectivement

a BC, AC, AB se coupent au point K.

§ IV. — 1. Soient X, ., v (voir § I) les points on les
droites Aw, Bo,Cw coupent respectivement BC,AC, AB.

Soient %', ', ¥ les points on lesdroites Aw', Bo', Co'
coupent respectivement BC, AC, AB.

On a
by G s wA a.r v B
-te = = ) o = —_— - = -
aux B b wC cs Y
ar 1 G by '\ cs v'B
TS dr T by

2. On peut remarquer que les points 2y i, v divisent
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les cotés BC, CA, AB dans le méme rapport que les
points ¥/, %', u' divisent les cotés AB, BC, CA, et 'on a
XCC by

e —_—

ABB ¢S

cs vwB.v'B axr

= — —_— = ——

ax VAVA by

11 est évident que les égalités pourraient étre prises
pour représenter les points @ et w'; ils seraient alors
définis par une permutation tournante des letires a, b,
¢, ete., au moyen du rapport des scgments que les
droites joignant ces points a un sommet déterminent sur
le coté opposé; si donc on transforme par points asso-
ciés (') une figure lide 4 w,w’, la figure transformée aura
par rapport aux points associés de o et de o' des pro-
priétés tout a fait analogues a celles de la figure primi-
tive par rapport i w et o'; seulement certains segments
additifs seront devenus soustractifs ou réciproquement.

Ainsi, par exemple, si nous faisons la translormation
associée —x,9, 2, aux points o', w dont les coordon-
nées sont

£rse, yra, svbe oy b, yse. sra

correspondent les points o, o, dont les coordonnées

sont
—wse, yra, syb, —.avb, ysc, sra,

(') Voir Congrés de Blois, Association francaise powr l’avance-
ment des Sciences. Communication de M. E. Lemoine sur les points
associés du plan d'un triangle.

Il suffit, pour l'intelligence dc ce que nous disons ici, de savoir :

1 Qu'a un point O dont les coordonnées sont z, 3, v correspondent
les associés O, O,, O, dont les coordonnées sont respectivement

. . o -
—aB3,v; %—3 v Ay 3y — 7

Y
woQue S f (% B, v) = o est I'équation d'une courbe M, sa trans-

formee par points associés M, sera

J—x 5. v =00 L

'
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qui donnent licu & une conique passant par les sept
associés de w, 'y Ay, By, Gy, K, Oy

Awgy, Aw), coupent BC respectivement en ket en 7.

Bwe, Bw, coupent CA respectivement aux conjugués
harmoniques de p et de u' par rapport 4 Aeta C.

Cuwg, Cow), coupent AB respectivement aux conjugués
harmoniques de v et de v/ par rapport a Bet a A.

A chaque point K correspondent donc quatre couples
de points w, w'; quatre coniques, etc., quijouissent de
propriétés analogues.

3. On voit facilement que, comme pour tous les
groupes de quatre droites associées, les quatre droites
ww', W, Ww,, w.w, forment trois a trois quatre
triangles inscrits dans ABC, c’est-a-dire que trois quel-
conques d’entre elles forment un triangle inscrit dans
ABC et homologique avee lui; les quatre centres d’ho-
mologie de ces triangles et de ABC sont quatre points
associés, celui de ABC et du triangle formé par v, w),
Wy Wy, W, apour coordonnées

v s

x
A’B’C’

4. Les droites pd’ et Ay’ sont tangentes a la parabole
qui touche CA en A et CB en B. Cette parabole a pour
¢équation

c2vi— fabali = o.

§ V. — 1. Les triangles ABC, A,B,(,, wo'D ont

méme centre de gravité E.

2. Si S estle milicu de ww’, les trois points D, E, 5
sont en ligne droite et I'on a
DE =2 ES.

Le milieu de BC, l¢ milicu de By C, et le point S sont
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cn ligne droite, les coordonnées de S sont
r(by —c3), y(cz—ax), s(ax-+by).
3. Les droites AK, BK, CK coupent la conique (3)

des sept points respectivement en A,, By, Cs.
A, a pour coordonndes

1 T I

ays’ by +cs  aa)’ y(byﬁ—cz—a1~)'

De méme B,, C,, ete.

k. Ay A, a pour équation
ax(sc—by)+b3(by—axr)—cyiar—cs)= o.
De méme B, B,, C, C,, ete.

Ces trois droites passent par le centre de gravité E
de ABC qui est ainsi le centre d’homologie des deux
wriangles A, B, Gy, A.B,C,.

L’axe d’homologie G, de ces deux triangles est la po-
laire de E par rapport a la conique des sepl points; G, a
pour équation

ax(by —c3)2+bB(cs—ax)2+cylar—by)=o.
DO, a pour équation
a2ax(cs—by)(B+C)+ 2By (axr —cs)((—A)
—c2ys3(by —ax)(A—B)=o.

5. Le milieu de B, Gy, le sommet A etle point §' qui a

pour coordonnées

1 1 1
Wby —c3) blcs— ar) clae—0by)

sont cn ligne droite.

6. D estle pole de wo' par rapport a la conique (31
des sept points.
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7. Soicent M, N, P les milieux de BC, AC, AB.

MC, a pour équation

aar—cs)—Bbr—ycxr =o;

la parall¢le & MC, menée par B a pour équation

15—"'9,‘{7':0, .
CC; a pour équation
2y —pBs=o0

Donc CC, passcen K.

8. Soit J.. le point ayant pour coordonnées

55

19—

roy. -

JoestVintersection avee CC, dela paralléle & MCy; menée
par B. On voit que J., K, Csont en ligne droite et gue C,
est le milieu de CJ..

L’équation de la paralléle & AB menée par J, est

N~
P<

ars: —b —avy(ar—+by)=o.

Cette droite coupe CP au point 1.

! 1
— —
as bz ar—+ by

done CI. passe en E.
L’équation de la conique qui passe par les cing points

A,B,C, 1), est

0 e
S5=o0;

Bar ey =
TSI YAy - S

son centre est Oy.
Cette conique passe évidemment aussi par les poims
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Ly Yoy 3y Js dont les coordonnées sont respectivement

1 1
a_y ar +—cs L]’
- 2.1‘, }’7 ~y
1
r, —-—2‘}/, Fq

On a donc, pour chaque point K .z, y, z), la notion
d'une conique circounscrite & ABC et qui passe par six
autres points bien déterminés.

9. NC; et AJ. sont paralléles, ainsi que C,M et BJ..

10. C,, P, 045 By, N,04; A, M, O forment trois

groupes de trois points en ligne droite.

11. PJ. apour équation

azn—bs3-—a2v(ar—by)=o.

12. Les droites Oz D et G ont des directions conju-
gudes par rapport a la conique {J5).

§ VI. — 1. Le centre Z de la conique des sept points
a pour coordonnées
(A +Max, (B3, (C+23)s,

en posant
bers —casr —abxry = A.

2. Ladroite KO; a pour équation

ays(cs—by)--Brs(ar — ez)+ yxy(by —axr)= o;
clle est vérifiée par les coordonnées de Z, donc :

K, Z, Oy sont en ligne droite et par suite K et Oy sout

les deux extrémités d’un diamétre de la conique des sept

points.
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3. Comme A,, B,, C, sont sur cetle conique ct sont
les milieux des cordes AJ,, B, CJ. mendes par K (woir
§V, n° 8) de la conique ABCJ,J;[ que nous nomme-
rons conique circonscrite des six points ct qui est repré-
sentée par I'équation (5)], on voit que cette conique et
la conique des sept points sont homothétiques.

La conique (5) jouit, par rapport a la conique des
sept points, des mémes propriétés que le cercle circon-
scrit au triangle ABC par rapport au cercle de Brocard.

4. La polaire de C, par rapport a la conique des sept
points, a pour équation

aby?+ Barr—a2xycy = o.

Le pole de AB a pour coordonnées

1 I 1
;r(acr;—,—zb{y'l)’ y(cbzy +—2a22?)’ 5( jabzy -+ c23%)’

5. Le triangle ABC et le triangle formé par les po-
laires de ses ¢cotés ont, pour centre d’homoloeie, le point
> | gue, ley

x vV 3

—> ) P
cbsy +~2arxr acxrs— 202yt bayx —« 2ctz2

6. Si 'ou méne les tangentes en ABC i la conique
circonscrite des six points (5), ces Lrois tangentes for-
ment uun triangle homologique avec ABC ayant K pour
centre d’howmologic, 'axe d’homologie est la droite

2 8 .
-4 = 4= =o0,
z 'y s
7. Le produit des trois perpendiculaires abaissées
de o sur les trois cotés de ABC est ¢gal au produit des
trois perpendiculaires abaissées de @’ sur les mémes
¢Otés; ce produit a pour valeur
8S3aber2y?z?
A3 ’
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8. La droite EZ a pour équation

ax(cs —by)(B-C)=~08(ar—cs35)(C - A)
—cy(by —ar)(A--B)=o.

Lec point d’intersection de EZ ct de DOy est sur la co-
nique circonscrite des six points ct a pour coordonnées

1 1 I
a(B—C) bG=A) c¢(A-+B)

9. Remarquons que les points que nous avons consi-

dérés peuvent se grouper deux & deux, en points se cor-
respondant de telle fagon que les produits oo, 33/, v/
de leurs coordonnées de méme nom soient proportion-

Py

. N
nels respectivement a =, 7> = (1); par exemple o et o,
a c

0O
EetK,DetD') S etS, cte., sont ainsi correspondants.
Le correspondant O de Oy a pour coordonnées

1 T T

. , .
a(hy ——c¢s—ar) /)(a.rq—v:.—b)f)’ clar+by —cs)
Le correspondant Z/ de 7 a pour coordonnées

1 I T
a(A=—3) I (C=a)

(') Etant donn¢ un point quelconque dont les coordonnées sont

Silx, v, 5), fuile,y, 2) filz, )y, 5),

on peut déterminer un transform¢ de ce point par la condition que ce
transformé aura poar coordonnées

rooor s
af, o ofy
Lorsque le point dont les coordonnées sont z, ), 5 est le point de
Lemoine, 2,3, 5 sont proportionnels a a, b, ¢ et 'on tombe sur la
transformation ineerse du capilaine Mathieu ( Nouvelles Annales,
p- 393, 1865).
La transformation plus générale que nous indiquons ici donne des

résultats tout a fait analogues a ceux que trouve le capitaine Mathieu
dans son remarquable Mémoire.
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10. On verrait facilement avee toul ce qui précede

que
Z,D, WK, 05 E, 8D O3, 2,5 Oy, 8", 2,

hS,D: Z.S. Of; ...
sont en ligne droite.
§ V. — Les six points 7, g, v, %y »/, v délinis (§ 1)
onl respectivement pour coordonnées
o, cv.ar: by o.asi bryecs or o, ar, by
croo, by esiay, o
ils sont sur une conique dont I'équation est

abe(aysa?—bxs 32— cxyy?)— chyB(a2r2+ beys)

—dacxy (D212 — acrsy—baly(ers2+ abys)=o.

Jai cherché pour quels points K ectte conique était un
cercle; la recherche parait assez compliquée, mais il esl
facile de voir gue ces points en nombre fini sont sur
I'hyperbole

a2a2(c2— h2) - HIB2 (a2 — ) 2y2(h— a?)= o,
dont le centre est

I 1 1
o, s .
ale2— 02y biart— 2y (b2 —a*)

Cette hyperbole, qui est a elle-méme son associée
(voir § IV), passe par le centre de gravité et par les cen-
tres des cercles inscrits ct exinscrits; par projection, on
a donc le théoréme suivant :

Les quatre centres de chaque groupe de quatre co-
niques homothétiques entre elles et inscrites & un trian-
gle, le centre de gravité et les symétriques de chaque
sommet par rapport au milieu du céte opposé (associés
du centre de gravité) sont huit points appartenant d
une méme lyperbole.

Ann.de Mathémat., 5¢ <érie, t. 1V, (Mai 1885, i



§ VII. — 1. Sil'on part de K ct que 'on cherche le point dircct et’le point rétrograde de K, on
§1); si, panantde chacun de ceux-ci, on cherche le point dircct ct le point rétrograde
l¢ point rétrograde de o, ct ainsi de suite pour chacun des nouveaux
sendrer unc série indéfinie de points : il n’en est rien.

, il scmble que V'on doit eng
aut, ou les cases en italique désignent les points déja obtenus,

trouve o' et o (
de o', puis le point direct ct
points obtenus

I.c Tableau suiv
¥ powt dwrect de D.

D point divect de H
H point rétrograde deD.

1 I 1 —

H point direct de o’ @z’ by 'z ©
cz ax by S | w©
= A w' point rétrograde de H. —

' point dircct de K

K czx, axy, bys. K point rétrograde de '

K point direct de v.

@, ¥, 3| u point rétrograde dc K

byx, czy, axy-
w pownt direct de F.

D point rétrograde de ¥
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démontre ce remarquable théoréme :

Si lon part d’un point K et que Uon cherche le
point direct et le point rétrograde de K, puis le point
direct et le point rétrogradede chacun de ces nouveaux

points, et ainsi de suite, on obtient six points différents
seulement, savoir :

1° K5 2° ' point direct de K; 3° H point direct de
/. ; . 4 > 23 . 4 ] h v y . .
w'; 4° w point rétrograde de K; 5° I point rétrograde
de w3 6° D point direct de H.

Les coordonnées de D dans le Tableau précédent nous
montrent que ce point (voir § II) est le centre d’homo-
logie des deux triangles ABC, A, B, C,.

Ket D; o et I'; o ct H sont conjugués isotomi-
ques (').

2. Si deux points

w2, 307 etow A, By
sont tels que 'on ait
ax b8 ey
cy T oaxn 1)13’
w' et @ sont respectivement le point direct et le point
rétrograde d’un point ayant pour coordonnées
b ¢ «a

Y Ty 50
o B

(") M. Neuberg (voiv JMemoire sur le tetraédre, p. 10) ap-
pelle conjugues isotomiques deux points tels que, si on les joint &
un méme sommet d'un triangle, les droites ainsi obtenues coupent
le c6té opposé en deux points symétriques par rapport au milicu de
ce cOté. Voir aussi de Longchamps ( Annales de I’Ecole Normale,
année 1867), qui le premicr a étudi¢ ces points et les droites réci-
proques qui s'en déduisent; voir aussi méme auteur : Congres du

Havre. de UAssociation francaise pour U'avancement des Sciences,
1R=~,
77
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ou, ce qui est la méme chose,

¢ a b

§ IX. — Nous nc voulons pas allonger indéfiniment
cette étude, dans laquelle nous avons géunéralisé les tra-
vaux de M. Brocard [Congrés d' Alger (1881) et de
Rouen (1883) de I’ Association francaise pour I avance-
ment des Sciences], cu employant les mémes notations
que lui. Cependant, pour éviter des confusions possibles
avec des points dont la désignation est géndralement
adoptée, comme O pour le centre du cercle circonscrit a
un triangle, etc., nous avons remplacé les lettres O et O/
de M. Brocard par o et o/, ainsi que M. Neuberg ’avait
déja fait, ct les lettres H, H' par Oy, Oj; nous dirons
cependant encore quelques mots de la généralisation des
résultats si intéressants obtenus par M. Brocard (Journal
de Mathématiques spéciales, p. 1975 1884).

Ainsi il y a une hyperbole circonscrite a ABC qui
passe par les points Oy, E, D, Z/, §'; son équation est

cs—by a.r—cz_l_by—aar_

T == 0,

az b3 ey

son centre W a pour coordonnées

(cs—by) (ar—cs)2? (by—auxr)
T T .

b

ctil est sur la conique passant par les milicux des trois
cotés du triangle et homothétique a la conique circon-
scrite des six potnts (§ VI, n° 3).

L’équation de cette conique, qui, par rapport a la co-
nique circonscrite des six points, joue le méme role que
le cercle des neaf points par rapport au cercle circon-
scrit, est

902

atx?(cs-by —ar)+ 0232 ar+cs5— by

+ e ar-+by —es'—aaberiy +1 27— 323)= o.
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Nous nous arrcterons un instant sur les points K qui
ont pour coordonnéces a™, b™, ¢c™; ils donnent lieu, en
faisant varier m de 400 a—ac, a toute une séric de
pointsremarquables pour lesdiverses valeursqu’ont alors
D, D', Ok, ...; on retrouvera ainsi les résultats isolés
obtenus dans I’étude de ces points (voir Brocarp, Con-
grésd’Alger, p. 150; 18815 Lemoine, Congres de la
Rochelle, p. 122 ct suiv.; 1882).

Le cas de m =1 est le plus remarquable; le point K
est alors le point de Lemoine, les points w et o' sont les
points de Brocard; c’est le cas étudié en détail par ce
géométre dans les Mémoires déja cités.

Le cas de m = o mérite aussi une mention particu-
liere; K est alors le centre du cercle inscrit et les points
w ¢t o' sont les points importants que M. Jérabek a étu-
di¢s (voir Mathesis, p. 192, 1'® année) et qu’il nomme
respectivement I, et I, (voir aussi notre Mémoire sur
les points assocics, Congres de Blois, 1884).

Dans ce cas, les coordonnées de o et de o' (I, et L de
M. Jérabek ) sont respectivement

b, c,a; ¢ a,b.
Le point Oy est le point dont les coordonnées sont
p—a, p—0b, p—ec:
c’est le point de Lemoine du triangle formé par les
centres des trois cercles exinscrits (voir Congres de
Rouen, p. 123).

Dans le cas de m = —1 presque tous les points étu-

diés viennent se confondre au centre de gravité de ABC.

§ X. — Pour terminer nous dirons que tous les résul-
tats précédents peuvent se généraliser encore par voie de
perspective et qu’il serait facile de trouver, soit géomé-
triquement, soit par le caleul, les mémes séries de points
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en ligne droite, de droites concourantes, etc., que nous
avons rencontrées; nous ajoutons ainsi quelque chose
aux intéressantes recherches de M. Brocard et a la
Cemmunication de M. G. Tarry (Comptes rendus de
U'Académie des Sciences, 3 avril 1882). Pour donner
un exemple de cette généralisation par voie de perspec-
tive, nous nous contenterons de parler de la conique des
sept points. .

Soit un triangle ABC; soit une droite A,B;C. qui
coupe BC en A, CA en By, ABen C,.

Soient K un point quelconqueduplan; o, 3,vles points
ou AK, BK, CK coupent respectivement BC, CA, AB.

Je pars de « en suivant le périmétre de ABC dans le
sens ACB et jappelle v, %, @ respectivement les in-
terscetions de AB avee 2By, de BC avee BC,, de AC
avee YA,

Je pars de o en suivant sur le périmétre de ABC le
sens CAB et Jappelle p/, v/, % respectivement les in-
tersections de CA avec aC,., de AB avee $A,, de BC
avee v B :

1° Les six points %, 1, v, ¥, u/, ¥/ appartiendront a
une méme conigue.

2° Les trois droites A%, Bu, Cv se coupent en un
point w que Vappelle point rétrograde par rapport a K.

Les trois droites A%, By/, CY se coupent en un
poiut o' que Jappelle point direct par rapport a Kja
chaque point K correspond une infinité de groupes
binaires de points w et ', ¢t un groupe a chaque posi-
tion de A,B;C.; d’ou I'on déduit une méthode de trans-
formation des figures, intéressante a étudier.

3° Soient Ay, By, C, les interscctions respectivement
de Bo' avec Co, de Co' avec Aw, de Ao’ avec Bw:
soient A’ B}, C, les conjugués harmoniques de A, par
rapport a BC. de By par rapport i CAL de C.. par rapport i
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ABj; les trois droites A, A, B,Bj, C,C, se coupent en
un point Og.
4° Les sept points v, o', Ay, By, Ci, K, O appartien-

nent a une méme conique.



