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SUR QUELQUES EQUATIONS INDETERMINEES;

Par M. WEILL.

I. Soit l'équalion
ar?+by?= gp+1,

dans laquelle a, & et p sont des entiers donnés quel-

conques. Posons
5= au?+ be2,

nous pourrons ])OSCI‘

- . 7 / . 7
ra—yivo ={uja+ti Vb)2l)+l
et prendre
ro=ur+tiar — G}, br2utr-1ar-t
= Cipyy D2t utp—3ap—2+ .

y=Cyp?Part— G},  u2r=2ar-103+ ...,

On a ainsi un systéme de solutions, avec deux entiers
arbitraives « ct t, de I'équation proposée qui présente
une grande généralité.

II. Soit I'équation

r? - b}ﬂ =zm,

m étant un entier quclcouque.

Posons
5= u+ b2,

nous pourrons poscr

x4yiyb = (u-+ tt\/@)'n
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et prendre
r=umr— C2bt2um—2+ ...,

y=Chum1t—Chun=3b4 ...,
et 'on a un systéme de solutions, avec deux entiers arbi-

traires u et t, de 1'équation.

1. Soit I’équation
£2— A_yz = \2,

A ¢t N élant deux entiers positifs donnés.
Ona

,2:(}/“/‘—\——; \')('Vvi‘/T— \}.
Posons

i :(ui\/x -+ I)(uu/i— 0).
d’on
t2— Au=N, 2tu=y,
r=Aur+ 12, z+yyA=(uy/A 1)
Considérons
VR =(r VK ) =
.c2+y“/K=(y“/K+.,~,)z:(U\/K+t)mﬂ

On voit que, si l'on connait une solution entiére u, ¢
de Iéquation
22— Au?= N.

on en déduira une solution entiére x, y de I'équation
22— Ayr= N2
puis une solution entiére xy, y, de I'équation
xr2— Ay2 = N*%,
. . y 7 :
puis unc solution x,, y» de 'équation

a2 — Ayr= N8,
¢t ainsi de suite.
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En particulier, nos formules donnent unc suitede so-
lutions de P'équation

r2— Ayr=1.

quand on connait une premiére solution ; soient x = a,
y = B cette solution ; p étant un entier quelconque, les
valeurs a,, 3,, données par 1’égalité

%+ 8p VA= (a+ B yA)?P+,

formeront une solution; et les valeurs Nta, et N23,
formeront une solution de I'équation
2 — A}/2= N2Z
On connait application des fractions continues a

I’équation
22— Ayr=r.

IV. Soient des quantités successives a, @y, @sy .-
liées par la relation récurrente

aj = 2a'7;’._, — I.

Posons
a?—Aur=1, y,=2au,
a;=Aul+ a = 2a%>—1,
fln"-)’t\/K:(u\/K'f' “)27
, . a‘z"“}’ﬂ\/K:(ai"—}’x\/K)z»
d’ou

a;=al+ Ay}=2a}—1

as+y. YA = (u VA +a)?,

a,= \2u*+6a2Auwr+ a*=(a?—1)*+6a%(a*—1)+ at

En posant
2P =2m, m =Pl
on aura

ap+ypVR =(uyK+a)m,
ap=(Au2)yn+ C},,a2(Au2)ym-1 4. ..,

ap=(a?—1)"+C},,a?(a?—1)m=1 4 ...
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On peut rapprocher cette formule de celle qui donne
le développement de cosmo en fonction de sing et
cos g, tiré de la formule de Moivre dans le cas particu-
lier 0w me est une puissance de 2 ; mais le procédé actuel
pour trouver la valeur de «, cst aliranchi de la considé-
ration des imaginaires. On trouve, en développant,

2m om(am—73) )
2y, .__:(.za)zm — __l_ (AACL)i/;L -2 —[_‘)__(2a)2/n—~
amiam— iH(am 5)
— - )(¢2111 o
1.2.3
om(om—>)2m —6)1(2m—=)
-+ P — (2apm-s— .
1.2.0.]

V. En remplacant, dans la loi de récurrence indi-
quée, dpy wp 4y oo par hap—+ 3, hap,_ -+ 3, on voit
que Iéquation aux différences finies

e(n)=Ale(n—1)2+Bg(n—1)+C
peut s’intégrer au moyen du développement de cosm g
en fonction de cosp, quand on a la relation

B2—B —2
G= -2,
').,r\

Considérons encore des quantités ay, ay, o .., ap, lides
par la formule de récurrence
ap=1ja, —3d,4.
Si @, est moindre que 1, on pourra poser
;= coso.
ay= co~3u.
dy = cos3%e.
....... ceens
done, dans ce cas, «p s’obtiendra en fonction de «, par
le développement connu de cosmg; le résultat trouvé
ainsi subsiste ¢videmment, méme quand «a, est plus
grand que 1, Cest-a-dive quelcongue. ‘
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En posant
ap= )"‘?(IJ)T (I')’!

on voit que P'équation

o(n)=Ale(n—1)P+ B[o(n—1)]?

B2—gA B3—36ADB
BT S A v e

integre au moyen du développement de cosmo en fone-
tion de cos .

On peut continuer Tapplication de ce procéde. On
généralise les formules précédentes, en remplacant
<(n) par une fonction rationnelle ou méme irration-
uclle de 4 (n), en désignantpar 4 (2) une fonction nou-
velle, et P'on arrive ainsi a former des équations aux
différences finies que l'on intégre par le procédé in-
diqué, et dont I'intégration directe présente des diffi-
cultés.



