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SUR UNE IDENTITE ALGEBRIQUE;
Par M. WEILL.

Je me propose de trouver quatre polynémes entiers

satisfaisant a 'identité

N2Y - Y2Z 7210 — U2X =o.

n posant

on a
A A2 p2s 4 2=o0;
d’on
p R R Y —1=K
1— fu(p2s+ 22)= K2, =
21
ol
. — 3L
wb—p(K2—n=L2, p= .
2.

On peut éerive la derniére équation sous la forme

wh— L2 = u(K2—1).
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On satisfera a cette relation si Pon prend

WL = uh(K—1), pd+T = }‘7",
l
d'ou
K — 2u3ft 4w h2— 1 L — ud— prh2 - o uh
- wh? -1 T w2 )

A ces valenrs correspondent, pour g et %, les valenrs

,  h—h2p o —h—p2
= , =
wh—1 ! p A2y
S wEh—1 e =2l
M= otmoe oy W= —
wh2—1) phit—y

Si I'on associe une des valeurs de 5 avee une des va-
leurs de %, successivement, on obtient quatre systémes
de solutions. Considérons le systéme 5/, %',

11 donne
) X — L Z3 . —UX.
V=t ooxwr Y= 7z
dou

. nz: Xnm—17
S = (N — 27 A ATt
{ d WL+ X X+ A2Z

On peut poser
N/3—7Z =P(X /27,
2P = RX.
et I'on a successivement

Z(Ph2+1)=X(3—T).
X =Q(PA2—1).
Z=Q(k—P),
B2 (13— PP = RO (P A2+ 1),
QO =S(Phra),
R=S/2P(h3— Py,
. —UX _ —X[X—A2Z +SLP(I'—Py|

hi Z ;

d'ou, en remplacant X et Z par leurs valeurs,
S=T(W— P).
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On peut faire, d’ailleurs, T'=1, et I'on obtient les
formules suivantes :
X = (8 — P)(P A2+ 1),
Z = —Py(Ph2+1),
Y = —(PA241)(P3h— 3P h2— h3 1),
U= h(h3— P)(P3h— 3PR2— I 1)

Si Pon remplace X,Y,Z, U par lews valeurs dans
I'identité proposée, on obtient

()

(A) 2P — A3+ (P A2+ 1)3= (1 + A3)(P3} + 3P A2 — b3+ 1).

L’identiié (A) va nous donner des résultats relatifs a
certaines  équations indéterminées; et d’abord, elle
donne unc infinité de solutions, avec un paramétre arbi-
traire %, de I'équation

axr’i+y3’=(1-a’)s.
Ce sont
xTr = A — a3,
¥y =ia+1,
s=Ma+3 a?—a>—+ 1
De méme, Iéquation
r3y3=(1+a»)s
admet comme solutions
r=>ia—a'v
1 =1—)as,
2= Mad+3)al—al>—1

Dans l'identité (A) posons P= /3 ct disposons de¢ »

de manic¢re que la fonction
P3h—3Ph2— ho+1
soit carré parfait; on trouve 2 =1, solution illusoire, et

a=14; on en déduit, aprés quelques transformations et
en posant /® = =, 'identité fort simple

(B (z+ V—2=-2"—(1 Nz —8



(187 ) ‘

De cette identité, résulte une solution d’une classe
d’équations indéterminées; a et m étant deux entiers
quelconques, I'équation

3 y3 =(1-+ a’3m)z5?

a pour solution
=—3a2m,

£
¥y =am4 4,

T=a¥m—8.
L’équation
@ Ty = (14 @3+ 32
admet comme solution
L = — 3a2m,
o= 4 4 admt,

= q3m-1__§,
Enfin I'éguation

Axrd—13={([— a3m+2) 32
admet comme solution

xr = — 5&2"“".
F— £
y=14%- aam—r?,

5= q3m+2 _ 8,

Lidentité (B) se généralise en remplacant z par;E et
donne
(X (s—4tyP—o7t52=(5-+1)(5—8¢)%

Elle fournit une solution de nouvelles équations indé-
terminées, que I'on {forme aisément, et qui sont

23+ y3=b(1+ adm)z?,
3+ b2y3 = b(1+ ba’m)z2,
r3—by3 = b(1+- b2a3m)z2,

@4 33 = b1+ a¥m+1)z2,
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Reprenons I'étude du systéme o/, X' et la valeur

. h2Z2 X3 —1
U :(X—-/ﬂl)h—'— T m-
On peut poser
X3 — 7 = RX,

RZ2R = S(X+ A2Z).

En dévcloppant les calculs, on arrive a une solution
trés simple du probléme ct qui est donnde par les for-
s

mules
X=P@u—+Phrz),

Y = AP3—1,
Z =P2(1+ PhA?),
U=~hP(1—70P3).

(1)

Le systéme ¢, 2/ donne la solution
) [

! X = (Pht+1)2,
Y =—A(PR2+1)(P2+ R),
Z=(Phr2+1)(h3—P),
J=h(P*h+3Ph2— ho—1).

(1)

Le systéme 3", %’ donne la solution

X =1—12Z,
(Iv) ‘ FI’),/ﬂZ—IL—ZZ(ho_;_Ij’
Y =— o h*Z — h2 hZ2( N5 ).

Toutes ces formules, dans lesquelles P et 2 sont des
quantités quelconques, peuvent se généraliser en rem-
(o
D
nominateur commun; il ne restera plus qu’a remplacer

\ . . ,
placant P et h par TR TR supprimant cnsuite le dé-

A, B, G, D par des polynomes entiers par rapport a des
variables queleonques, pour avoir des systémes de solu-
tions comportant une trées grande indétermination; de
liv on pourra tirer un nombre indéfint de nouvelles iden-

tités algébriques.



