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ETUDE DE DEUX SYSTEMES SIMPLES DE COORDONNEES TAN-
GENTIELLES DANS LE PLAN : GOORDONNEES PARALLELES
ET COORDONNEES AXIALES

( FIN)
(Voir 3 série, t 11, p 54»)
Par M. Mavrice D’OCAGNE,

Eléve-Ingénieur des Ponts et Chaussées.

IX. — Exrost p’'uUNE METHODE DE TRANSFORMATION (').

o1. Si, dans les équations d'un probléme traité en coor-
dommées rectangulaires, on remplace x et y par uet v,
on tombera sur une proposition corrélative, en coor-
données paralleles.

Pour les propriétés descriptives, on retrouve les théo-
ré¢mes que donne la méthode des polaires réciproques;
nous ne nous y arréterons pas. Mais Ja transformation
des propriéiés segmentaires, allgulai/'es ct barycentri-
ques conduit a des particularités assez intéressantes que
nous allons signaler.

Dcfinitions et Principes.

52. Nous représenterons les points par des lettres
majuscules, les droites par des minuscules. Un point
sera parfois désigné par les noms de deux droites s’y
coupant, ct unc droite par les noms de deux de ses points.
d’'un point

La lcttge représentative , . (, mise entre
- d’une droite |

(') Cette méthode appartient a la famille des transformations
gauches reciprogues du premier degré.
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engendrée

paremhéses, désignera la courbe . par
enveloppée |

| ce point e
f cette droite )
Une courbe pourra étre aussi considérée indépendam-

{ du point % .
ment ) ul

de la droite ) 9

représentée par une lettre spéciale.

I’engendre

Penveloppe 2; elle sera alors

Les deux systémes que nous allons comparer sont
ainsl constituds :

Le systéme de coordonnées rectangulaires comprend
un point origine O par ou passent deux axes coordonnés
rectangulaires & et y. Les & se comptent sur 'axe x, a
partir de point O, les y sur 'axe y, a partir du point O.

Le systéme de coordonnées paralléles comprend un axe
origine o sur lequel sont les points coordonnés X et Y.

Les « se comptent sur la perpendiculaire a I'axe o
menée par le point Y, et & partir de ce point, les v sur
la perpendiculaire a axe o menée par le point X, et a
partir de ce point ('),

On a ainst :

Coordonnées du point O Coordonnces de 'axe o
r=o0, y=o. u=o0, v=o,
Equation de 'axe o Equation du point X
y=o. v =o.
Equation de 'axe y Equation du point Y
z =o. w=o.

(') Il semble naturel, au premier abord, d’accoupler, d’aprés 'ordre
alphabétique, la lettre w avec la lettre X ct la lettre ¢ avec la lettre
Y; mais, pour que le point coordonné X soit corrélatif de I’axe coor-
donné z, il faut que son équation soit corrélative de celle de cet axe,
qui cst y = o; I’équation du point X doit donc étre ¢ = o, c'est-
4-dire que les ¢ doivent se compter a partir de X, et, par suite, les w
a partir de Y.
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Au point A défini par x, et y, correspondra la droite
pour laquelle uy =z et v, = y,.

Droite divisant le systéme de deux autres
dans un rapport donné.

53. Si, sur la droite qui joint deux points donnés A et

. PA
B, nous prenons un point P, tel que PR = k (le para-

métre k portant son signe), nous disons que le point P
divise le segment AB dans le rapport &, et si (x,,9,)
(x4, y2) sont les coordonnées rectangulaires des points
A et B, les coordonnées rectangulaires du point P seront

. xy— kg . yi—ky?
2 J1— o,

1— k A —

Prenons maintcnant deux droites @ (uy,v,) et
b (uy, vy), rapportées a notre systéme de coordonnées
parall¢les, et coupons-les par une paralléle aux droites
Yu et Xv;soient A le point ou cette droite coupe a,
BB le point ou elle coupe &3 prenons le point P qui divise
le segment AB dans le rapport k; lorsque I'on fera varier
la droitc AB, en la laissant parallele a Yu, le point P
engendrera une droite p qui passera par le point de con-
cours des droites a et b et dont les coordonnées seront
précisément

W = /\'uz' O Aeo )
1 — Lk 1 —k

Aussi, par analogie avec ce qui précéde, dirons-nous
que la droite p divise le systéme (ab) dans le rapport
k et exprimerons-nous ce fait par I'égalité (%) =k.

Dés lors, nous voyons que, si le point P divise le seg-
ment AB dans le rapport k. la droite p corrélative de P
divise le systeme (ab) corrélatif de AB dans le méme
rapport.
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Ce principe renferme toute la transformation des pro-
priétés segmentaires.

En particulier, si k=— 1, le point P est le milieu
du segment AB ou le point moyen des points A et B, et
de méme la droite p sera dite médiane du systéme (ab)
ou droite moyenne des droites a et b.

Points paralléles.

3%. Prenons maintenant, en coordonnées rectangu-

laires, la droite a dont ’équation est
Yy =mz -+ n.

Le coefficient m, égal ala tangente de I'angle que fait
ladroite @ avec I'axe o, définit la direction de cette droite,
¢'est-a-dire que toutes les droites qui correspondent a
une méme valeur de M concourent en un méme point
de la droite a I'infini du plan; ces droites sont dites
paralléles.

Soit alors A le point corrélatif, dont I'équation ¢n
coordonnées paralléles est

v =mu-+-n.

D’aprés ce que nous avons vu en traitant de I'équa-
tiondu point (n°®11), si nous menons par le point A
une parallele a Xv, qui coupe I'axe o au point A’, nous
avons

A'X
m = ;W;
par suite, tous les points qui correspondcnt a une méme
valeur de m sont distribués sur une méme paralléle anx
droites Yu et Xy ; nous dirons par analogie que ces points
sont en relation de parallélisme ou plus simplement
paralleles (").

(') Cette définition et celles qui suivent n'ont d'autie objet que
dabreger e langage dans le cours du present travail,
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Si donc on veut déterminer sur une droite donnée le
point paralléle d’'un point donné, on prendra I'intersec-
tion de la droite et de la parallele 4 X v menée par le
point.

Module angulaire d’un point.

33. 1l ne suflisait pas, pour pouvoir transformer les
propriéiés angulaires des systémes de droites, de voir
(ce qui d’aillleurs ne présentait pas la moindre difficulté)
quelle éuait, en coordonnées paralléies, la relation entre
les points équivalente au parallélisme entre les droites :
il fallait encore reconnaitre quel élément commun a
deux points répondait a I’angle de deux droites, afin de
pouvoir étendre aux systtmes de points les relations
d’angles établies pour les systémes de droites ; cette der-
nicre recherche présente au premier abord quelque diffi-
culté; mais nous croyons qu’clle devient des plus aisées
par introduction de 'élément que nous appelons le
module angulaire d’un point.

36. Voici comment nous définissons cet élément

(fig. 12):

Fig. t2.
u v
Ay
A
Q I
\\’\
1 Ly o A A;

Etant donné le point A dont I'équation est

C=mu-+n,
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i lele A’ situé sur I’ :
prenons le point para] cle A" situe sur l'axe o; nous avons
n = AIX
TAY
Par le milieu Z de XY menons une paralléle a Yu et
Xy et prenons sur cette droite la longueur
— XY .
=0

Z

2 =7X

I'égalité précédente peut s’écrire

A'Z
_ANZ—XZ _ AZ—20 70 ' tangA’'QZ—1,
"ERXNLFZY T ANZ+20 T NZ | tangAQZ +1’
—m—'—l

. T \ . . , .
mais, tang- étant égal a 1, on peut aussi bien écrire
-+

T
tang A'QZ — tang-

— 4 ) AW

m = = tang( A'QZ — -~ ) ;

4

™
1+ tang A'QZ tangz

or, ZQ étant égal 4 ZX, I'angle XQZ est égal a 1—;; par
suite,
m = tang A’QX.

Cet angle A’QX, qui est le méme pour tous les points
de la droite AA’, c’est-a-dire pour tous les points
paralléles & A, sera dit module angulaire de ces points.

Le point Q, qui estinvariable, recevra le nom de péle
du systéme de coordonnées parallcles considéré, et la
droite QX également fixe, celui d’axe polaire de ce
systéme.

De ces définitions résulte la régle suivante : pour
avoir le module angulaire d’un point donné A, il faut
prendre, sur I’axe o, le point paralléle A’; et le joindre
au pole Q; I'angle que la droite QA’ fait avec I'axe po-
laire QX est précisément le module angulaire cherché.
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On voit, en outre, que le module angulaire d’un p‘oint
est égal & Pangle que fait avec I'axe x la droite corré-
lative, en coordonnées rectangulaires.

Angle de deux points.

57. Soient A et A, (fig. 12) deux points dont les
¢équations respectives sont
e =mu-—+n
et
0 =miu-+ n,.
Prenons sur I'axe o les points A’ et A}, paralléles
aux deux premiers. L’angle A’QA’ est égal a la diffé-
rence des modules angulaires des deux points, et nous

avons
my—m

tangA'QA| = ——.
1+ mmy

Nous appellerons cet angle A'QA', angle des points
Aet Ay,

Pour tous les points situés sur une méme paralléle
aux axes Xv et Yu, cet angle est nul. 11 est le méme
pour deux points quelconques pris respectivement sur
deux paralléles fixes aux axes X et Yu.

Si nous prenons maintenant en coordonnées rectan-
gulaires les droites dont les équations sont

Yy =mxr -+ n,

V= my L+ ny,

Iangle de ces deux droites nous est donné par

my—m

tangV = ————
1+ mmy

Nous voyons donc que !'angle de deux points, en
coordonnées paralléles. est égal a Uangle des dewx
droites coriélatives en coordonndes rectangulaires.
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58. Ce théoréme nous permetira de transformer les
théorémes, établis en coordonnées rectangulaires, ou
entrent des relations d’angles. Nous le compléterons
par la remarque suivante :

Si les points A et A, se déplacent d’une maniére
quelconque dans le plan, mais en conservant un angle
constant, les points A’ et A, marquent sur U’axe o des
divisions homographiques.

En cffet, § étant angle coustant des points A et A,,
ona
AV AV
YAy A
. LA x< Zi_”
Q72

tang( =

ou, en représentant le segment de longueur constante
Q7 par 3,

~

)
—— A'A| —82=0,
tangf

ZA < ZA| —

ce qui démontre le théoréme. De plus, le terme con-
stant 62 étant indépendant de Pangle G, on voit que les
points doubles des divisions homographiques, corres-
pondant aux diverses valeurs de 0, sont fixes; ces points
sont d’ailleurs imaginaires.

99. Supposons que les points A et A, se déplacent
sur une droite, la propriété homographique étant pro-
jective, ces poinls détermineront également sur cette
droite deux divisions homographiques. D’ailleurs les
droites corrélatives de ces points passeront par un point
fixe; on peut donc énoncer le théoréme suivant :

Si, en coordonnées rectangulaires, on a deur
) stemes de droites a, byc, ..., ay, by, cq, ..., issucs
d'un méme pownt P, et telles que les droites correspon-
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dantes a et a;, b et b,,cet cy, ... fassent un angle
constant, on aura corrélativement, en coordonnées pa-
ralleles, deux divisions A, B, C, ..., A, B,Cy, ...,
situées sur une méme droite p et qui seront en homo-
graphie.

On peut encore dire :

8¢ un angle constant de cotés a et b tourne autour
de son sommet P, les points corrélatifs A et B des
droites a et b marquent sur la droite p corrélative du
point P deux divisions homographiques.

De tout ce qui précéde résulte un moyen de trans-
former les propriétés angulaires relatives a un systéme
de droites quelconques situées dans un plan, et d’en
déduire des propriétés homographiques lorsque ces
droites passent par un méme point.

Points perpendiculaires.

60. Si nous supposons que 'angle de deux points,
défini comme il vient d’étre fail, soit droit, nous dirons
que ces points sout en relation de perpendicularité ou
plus simplement perpendiculaires.

Remarquons que ce genre de relation entre deux
points dépend essentiellement du choix des axes de
coordonnées.

Soient A ¢t A, deux points perpendiculaires quel-
conques, A’ et A’ les points paralléles aux premiers,
qui sont situés sur l'axe o; la relation homographique,
établie plus haut, qui lic les points A’ et A, devient
dans ce cas

ZA' <X LA + 32 = o,
c’est-a-dire que ces points sont en involution.
Le point Z est le point central de cette involution.
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61. Pour trouver sur une droite d le point perpen-
diculaire a un point donné A, voici comment on procé-
dera : prendre sur 'axe o le point A’ paralléle & A, et,
dans l'involution qui vient d’¢tre définie, le conjugué
B de A’, prendre enfin sur la droite d le point B pa-
rallele a B, en tirant BB’ parallélement 4 Xo et Yu; le
point B scra le point cherché.

Pour déduire, dans cette construction, le point B’ du
point A', il suffit de joindre le point A’ au péle Q@ du
svstéme, et de mener par le point Q une perpendicu-
laice QB 2 Q A/ jusqu’a sa rencontre B' avec I'axe o.

(2. Comme précédemment, on voit que, sz un angle
droit de cotés a et b tourne autour de son sommet P, les
points A et B, corrélatifs des droites a et b, marquent
sur la droite p, corrélative du point P, deux divisions en
involution. ’

Remarques sur la transformation des coniques.

63. Si, dans1'équation en coordonnées rectangulaires
d'une conique T, on vemplace x et y par u et v, on ob-
tient l’équation de la conique corrélative T'y, en coor-
doundes paralléles.

A chaque point de la conique T correspond natu-
rellement une tangente de la conique T'y et réciproque-
ment. Si sur une tangente a la conique I'y on prend le
point perpendiculaire au point de contact, on a I'élé-
ment corrélatif de la normale a la conique T'; aussi ce
point sera-t-il dit point normal.

Aux asymptotes de T correspondent dans T'y les points
de contact des tangentes paralléles a Xv et Yuy nous
appellerons ces points les points asymptotes.

Aux foyers de T correspondent pour T, deux droites,
dépendant, bien entendu, du choix des axes, et telles
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que leurs points d'intersection (imaginaires) avec cette
conique sont respectivement paralléles aux poimf; qui
divisent le scgment XY dans les rapports
V=1 el —y=1.
Nous appellcrons ces droites les droites focales.

Soit d une droite qui coupe la conique I' aux points
A et B; du point D, corrélatif de d, partiront deux
droites «@ et b, corrélatives de A et B, et qui seront tan-
gentes a la conique Ty 5 lorsque la droite d se déplacera
parallélement a elle-méme, le point D se déplacera sur
une paralléle a Yu, et, comme le milieu du segment AB
décrira une droite d',1a droite moyenne du systéme (ab)
passera par un point fixe Y.

Le point I, ainsi obtenu corrélativement du dia-
metre d'y sera dit point diamétral.

Tous les diametres d’ passant parle centre de T', tous
les points diamétraux D' seront sur une méme droite,
dite droite centrale, dont les coordonnées seront don-
nées par le systeme d’équations I, = o, I, =o.

A dcux diamétres conjugués de T' correspondent deus
points diamétraux conjugués deT,. Les deux points
diamétraux de Ty, qui sont entre eux a angle droit,
sont corrélatifs des axes de T, et recevront pour cette
raison le nom de points axiauax.

64. Nous nous arréterons la de ces analogies; on
voit qu'il cst trés aisé, étant donné un élément; quel-
conque de la conjque T, de¢ trouyver 'élément corrglatif
de la conique T'y.

63. Disons un mot maintenant des coniques repré-
senlées, en coordonnées paralléles, par certaines équa-
tions simplifiecs de coniques en coordonnées rectangu -
laires, aprés remplacement de x et v par a ot v.
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66. Prenons I’équation corrélative de celle du cercle
en coordonnées rectangulaires

(u—a)y+(v—>b)2=c2;

elle représente une hyperbole ( fig. 13) dontle centre O
est a la rencontre de la droite équidistante de Yu et Xv,

Fig. 13.

{

C

Q\ S

NN

N / :

et de la droite X'Y’ dont les coordonnées sont u = a,
v =b: cette droite X'Y' est la droite centrale de I'hy-
perbole. Portant sur les axes de coordonnées, de part et
d’autre de X'Y’, les segments

YA=YD=XB=XC= -2,
Va
on détermine les asymptotes AC et BD; les droites AB
et CD sont tangentes a I'hyperbole; si cette courbe
coupe les axes aux points M, N, P, Q, on a

YM=YQ=XN=XP=c¢;

les Langentes en M et en Q passent par le point X/, les
tangentes en N et en P par le point Y.
Nous désignerons, en raison de leur équation, les
hyperboles ainsi placées par rapport aux axes, sous le
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t.1V. (Mars 1885.) 9
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nomd’byperboles corrélatives de cercles, et nous pour-
rons dire d’une manicére générale qu'une hyperbole
corrélative de cercle est une hyperbole telle que les
axes Yu et Xv solent tangentes & son hyperbole com-
plémentaire.

De méme que trois conditions suffisent a délerminer
un cercle, trois conditions suffisent’ 4 déterminer une
hyperbole corrélative de cercle. En  particulier, il
n’existe qu'une hyperbolé corrélative de cercle inscrite
A un triangle.

67. Prenons maintenant 'équation
P2 — ul= a2,

dont la corrdlative, en coordonnées rectangulaires,
représente une hyperbole équilatere rapportée a ses
axes. On voit, toujours en appliquant les régles du Cha-
pitre 1V, que cette équation représente une parabole
ayant son axe dirigé suivant XY, son sommel situé au
milieu du segment XY, ct qui coupe Paxe Xy en des
points M ct N tels que XM = XN = a.

1l résulte de la que, si la distance XY des points ori-
gines est égale a 2a, le point X est foyer de la parabole.

68. Enfin, I'équation corrélative de I'équation ré-
duite de la parabole 3 2= 2 px, ¢’est-a-dire

v2 =9 pu,

représente une hypcrbo]c tangente a XY au point Y et
ayant pour asymptotes d’'une part I'axe Xy, de Pautre la

droite dont les coordonnées sont u:]—;, v =p. Nous

avons déja vu, d'ailleurs (n° 25), que la courbe en
u et v pour laquelle B*— AC = o, c’est-a-dire qui est
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corrélative de la parabole, est une hyperbole ayant une
asymptote paralléle 4 X¢ et Yu.

Nous n’insisterons pas davantage sur ce sujet et nous
allons passer maintenant aux applications (').

X. — AvprLicATIONS.

Transformations des propriélés segmentaires.

69. Prenons d’abord ce théoréme:

Deux droites paralléles sont
coupées par trois droites AA’, BB,
CC', lune aur points A, B, G,
Vautre auz points A', B, C'; si
Uona

AB AG

rurial U
les trois droites AA', BB/, CC' con-
courent en un méme point.

70. Soit maintenant le théoréme
de Ménélaiis :

Les c6tés AB, BC, CA d'un trian-
gle étant coupés respectivement
auz points M, N, P par une droite
quelconque, on

MANB PC_ |
MB NG PA ’
71. Théoréme de Jean de Céva :

On joint les sommets A, B, G
d’un triangle & un point quel-
conque; les droites ainsi menées

69'. Théoréme corrélatif :

Deux points paralléles (n° 54%)
sont joints & trois points aa',bb’,
cc', Uun par les droites a,b, c,
Uautre par les droites a', b, ¢'; si
Uon a (n° 53)

< ab ) ( ac >

) =(22),

a'd \a'c

les points aa', bb', cc’ sont en lignc
droite.

70". Théoréme corrélatif :

Les sommets ab, be, ca d’un
triangle étant joints respective-
ment par les droites m, n, p & un
point quelconque, on a (n° 53)

(Eﬁ) (22) (22 =
mb ) \ nc <ﬁ ="

71'. Théoréme corrélatif :

On coupe les cétés a, b, ¢ d’un

triangle par une droite quelcon-
/[ . .. ;

que; les points ainsi obtenus déter-

(') Dans les applications qui suivent, on trouverf, a c6té de théorémes nou-
veaux, d’autres propriétés connucs; mais notre but n’est ici quc de bien mettre

en relief Pesprit de la méthode.
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déterminant sur les cités opposés
respectivement les points M, N, P,
on a

MB NG PA _

>
MC MATB ™

Corollaire :

Les médianes (droites qui joi-
gnent les sommets auxr milieuzx
des cblés opposés) concourent au
méme point.*

72. Prenons maintenant ce théo-
réme :

Dans une conique, le point de
contactd’'unetangente guelconque
est le mélieu du segment déterminé
par les points ou celte d{angente
coupe les asymptotes.

FRR
minant avec les soppmets appose
respectivement les droites m, n, p

on a (n°33), :

(7e) (32) (55) =

Corollaire :

Les points d’intersection de
cités et des droites mayennes
(n° 83) des systémes de ebtés op
posés sont en ligne droite (1).

72'. Théoréme corrélatif :

Dans une conique, la tangente

en un point gquelcongue est la
droite moyenne (m® 33) dussystéme

Jormé par les droites qui joignen

ce point auxr points asymptotes
(n°® 63).

Nous placerons ici une remarque : les définitions que

nous avous posées sont fort utiles pour opérer ces déduc-

tions corrélatives de théorémes connus, mais les énoncés

qui en résultent peuvent étre modifiés en remontant au
sens contenu dans ces définitions. Ainsi le théoréme

précédent deviendra :

On joint un point quelconque M d’une conique aux
extrémités A et B d’un diamétre de cette conique; le
point que la tangente en M détermine sur une droite
de direction conjuguée a la direction AB est le milien

(') Ce théovéme peut s’énoncer ainsi :

Un triangle determine,

sur une transversale quélconque, trois segments; les milieux de
ces segments sont joints aux sommets opposes dans le triangle, par
des droites qui donnent trois points sur le perimétre de ce trian-
gle. Ces trois poirts sont en ligne droite. La démonstration directe

de ce théorcwe est trés facile.
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du segment déterminé sur cette droite par les droites

MA et MB.

73. Prenons encore ce théoréme :

LUne droite quelconque coupe
une conique en deux points; en
ces points on méne les tangentes
« la conique; ces tangentes déter-
minent sur l’une des asymptotes
un segment dont le milien est sur
la droite donnée.

73'. Théoréme corrélatif :

Par un point queldbnque on
méne deux tangentes'& une co-
nique; les points de contact de
ces tangentes joints & U'un des
points asymptotes (n° 63) forment
un systéme de dewx droites dont la
droite moyenne passe par le point

donné.

Ce dernier théoréme corrélatif peut s’interpréter
ainsi :

D’un point M on méne ¢ une conique les tangentes
MP et MQ qui touchent cette conique aux points
P et Q; onjoint les points M, P et Q & un point quel-
conque A de la conique; une droite, de direction con-
jugude a la direction du diameétre qui passe au point A,
coupe les droites AM, AP, AQ respectivement aux
points M/, P, Q'; le point M est le milieu du seg-
ment P'Q'.

Autrement dit : Les droites AP, AM, AQ et lu tan-
gente & la conique au point A forment un faiscead
harmonique.

Si l'on suppose que le point M s'éloigne a l'infini, on
retombe sur le théoréme énoncé plus haut.

Ces quelques exemples suffisent & montrer comment
s'opére la transformation des propriétés segmentaires;
passons maintenant aux propriétés angulaires.

Transformation des propriétés angulaires.

7% Nous rappellerons en commencant que nous
nommons point rormat & une courbe pour une tangente
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donnée le point, pris sur cette tangente, qui est per-
pendiculaire au point de contact. Le point normal est
corrélatif de la normale. La courbe qu’il décrit est cor-
rélative de la développée et, par suite, la tangente a
cette courbe corrélative du centre de courbure.

Voyons maintenant quelques exemples de transfor-

mations :

75. Théoréme des trois hauteurs :

Les perpendiculaires abaissées
des sommets d’un triangle sur les
cbtés opposés cor.z.courent auw méme
point.

76. Théoréme :

Toutes les normales & un cercle
passent par le centre de ce cercle.

77. Théoréme :

St deux droites variables tour-
nant chacune autour d’un point
JSixe sont constamment a angle
droit, leur point de rencontre dé-
crit un cercle.

Le centre de ce cercle est le
miliew du segment qui joint les
deux points fires.

78. Théoréme :

Les perpendiculaires élevées
aux trois cotés d’un triangle par

les milieuax de res cotés se rou-

75'. Théoréme corrélatif :

Les points pris sur les trois
cotés d’un triangle et qui sont
perpendiculaires (n° 60) auxr som-
mets opposés sont en ligne droite.

Nous appellerons ces points points
hauteurs.

76'. Théoréme corrélatif :

Tous les points normauz (n°76)
a une hyperbole corrélative de
cercle (n° 66) sont sur la ligne
centrale (n° 63) de cette hyper-
bole.

77. Théoréme corrélatif :
, St deuz points variables décri-
vant chacun une droite fize sont
constamment a angle drott (n° 60),
la droite qui les joint enveloppe
une hyperbole corrélative de cer-
cle (n° 66).

La ligne centrale de cette
hyperbole est la droite moyenne

du systeme formé par les deux
drottes fizes.

78'. Théoréme corrélatif :

Les points perpendiculaires aux
trots sommets d’untriangle et qui
sont pris sur les drottes moyennes

.
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pent en un meme point qui est {e¢
centre du cercle circonscry.

79. Théoréme

Les pieds des hauteurs d’'un
mwengle, sur les trois ebtés, et les
milicur de ces ¢6tés sont sur un
meme cercle.

Ce cercle est le cercle des neuf
points: on sait quels sont tous les
points remarquables, en asses grand
wombre, qu'il contient,

80. Théoréme de Simson :

On prend un point M sur le
rercde (MY eirconscrit & un trian-
¢le, de ce point on abaisse des
perpendiculaires sur les  trois
olis du triangle; les pieds de ces
perpendiculaires sont sur une
drowe d.

Siles points M et M, sont tels
que le centre du cercle (M) sout
le milieu du segment MM,, les
oites correspondantes d et d,
il perpendiculaires.

la courbe décrite par le point
de rencontre des droites perpen-
diculaires d et dy, lorsque les
rownts M et M, se déplacent sur le

des systémes formés par les cétés
se croisant en ces sommels sont
sur une méme droite qui est la
ligne centrale de Uhyperbole,
corrélative de cercle, inscrite
(n° 66, dernier alinéa).

79'. Théoréme corrélatif :

Les droites qui joignent les
pointshauteurs (n°77")d’un trian-
gle auxr sommets opposés et les
droites moyennes des systémes de
droites formés par les cétés pris
deur & deuxr sont langentes a
une méme hyperbole corrélative
de cercle.

Cette hyperbole, que nous appelle-
rons fiyperbole des neuf droites,
est langente a toutes les droites
corrélatives des points remarquables
<itués sur le cercle des neuf points.

80'. Théoréme corrélatif :

-

On prend une tangente m @
Uhyperbole corrélative de cercle
(m) inscrite & un iriangle; sur
cetictangente, on prend les points
perpendiculaires auzx trois som-
mets du iriangle et on les joint
respectivement & ces sominels par
des droites; ces trois droites con-
courent en un méme point D.

Si les droites m et my sont telles
que la ligne centrale de U’hyper-
bole (m) soit la droite moyenne
du systéeme (mmy), les poknts cor-
respondants D et Dy sont perpen-
diculaires.

La courbe cnveloppée par la
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cercle (M), est le cercle des neuf
points du triangle donné (1).

81. Théoréme de Frégier :

Deux droites perpendiculaires
d et d tournent autour d’un
point M pris sur une conique; ces
droites coupent respectivement la
conique aux points P et P': la
droite PP' passe par un point
fixe situé sur la normale a la
conique au point M.

drotte qui joint les poimts perpen.
diculaires D et Dy, lorsg/ue les
droites m et m, se déplacent tan-

I gentiellement & Uhyperbole (m)

est Uhyperbole des neuf droites
du triangle donné.

81". Théoréme corrélatif :

Deuz  points perpendiculau e,
D et D' se déplacent sur une tan-
gente m & une coniqtte; de ces
points on méne & la conique les
tangentes p et p'; le point pp' d:-
crit une droite qui passe par le
point normal (n°76) @ la conique
situé sur la tangente m.

La réciproque de ce théoréme corrélatif peut, en

vertu d’une remarque qui a é1é faite plus haut, s’énoncer

ainsl :

Les tangentes a une conique, issues des différents

/)()[uls d’une droite, marquent sur une t(zngenlc (]uel—

congue & cette conique des points en involution. Dans
cette inyolution, le point de rencontre de la droite et

de la tangente considérée est conjugué du point de

contact de la tangente. Cest une propriété connue.

Le théoréme qui termine le n° 34 est un cas particu-
lier du précédent, lorsqu’on prend la tangente parallé-

lement a la droite donnée.
82. Théoréme :

Les trois hauteurs d'un truangle
inscrit dans une hyperbole équi-
lgtére sc coupent e¢n un méme
potnt de cealie courbe.

82'. Théoréme corrélatif :

Les trois points hauteurs d'un
triangle circonscrit c une conique
dont les points asymptotes sonl
perpendiculaires sont situés st
une méme tangente a la courb

(') Ges deux dernicrs theoremes ont ele proposes comme Questions dans le-
Nouvelles Annales (3 serie. t. 1I, p.1479, Question 1473)
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Nous -pourrions multiplier ces exemples de transfor-
mation des propriétés angulaires au moyen de notre mé-
thode: mais nous pensons cn avoir assez dit sur ce sujet.

YNote sur la Zransformalion des proprietées
barycentriques.

83. Nous avons de|a donné des exemples de cette
transformation au Chapitre V. Nous demanderons la
permission de faire sur ce sujet une petite remarque.

La droite que nous avans appelée moyenne d'un sys-
teme de droites (n° 8) peut recevoir une définition
géométrique indépendante du systéme spécial de coor-
données que nous envisageons; la voici :

La droite moyenne, par rapport ¢ une direction
donnée d’un systéme de droites situdes d’une maniére
quelconque dans un plan, est le liew du centre des
moy ennes distances des points ol les droites données
sont coupées par une sécante paralléle & la direction
donnée.

Les coordonnées parallé¢les permettront évidemment
de déduire toutes les propriétés de cet élément géomé-
trique des propriétés établies en coordonnées ordinaires
pour le centre de gravité d’un systéme de points.

84. Un scul exemple, joint a ceux qui ont déja é1é
donnés (n°® 37), suftira a faire comprendre la maniére
d’opérer cette transformation. .

Coordonnées rectangulaires :

Quand un triangle se déplace
en restant inscritdans une conique
el circonscrit a une parabole, son

centre de gravité décrit une ligne-

droite.

Coordonnées paraliéles :

Quand un triangle se déplace
en restant circonscrit a une co-
nique et inscrit dans une hyper-
bole ayant une asymptote paral-
léle a Yu et Xo (1), la droite
moyenne de ses trois cétés passe
par un point fize.

') Noir ne AR
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Ce théoréme corrélatif pourra s’énoncer plus simple-
ment :

- #Quand: uitriangle se déploce en restovit dircorsbiit v
e conigue ot inserik dans une lyperbole H, la draoite
moyenne de ses trois cotés, relativement a Uune ou
Uautre des directions asy mptotiques de Uhyperbole H,
passe par un point fixe,

85. On voil qu'on a ainsi un moyen d’'obtenir sans
calcul une série de théorémes intéressants.

C’est, en particulier, par cette méthode que nous
sommes arrivé i tous les théorémes donndés sans démon-
stration dans notre Note Sur la droite moyenne d’un
systéme de droites (V). Nous avons, dans les transfor-
mations qui nous ont conduit a ces théorémes, fait usage
de plusieurs des principes qui vicnnent d’étre exposés.
Aussi renverrons-nous le lectenr a ce travail.

Résume.

86. La méthode qui vient d’¢tre développée permet,
&amt donmée une propriéié segmentaire, angulaire ou
barycentrique quelconque, den déduire immédiatement
ot sans caleul une propriété corrélative. Nous avons vu,
en outre, quelles étaient les remarques qui permet-
taient de traduire Pénoncé de ces théorémes en faisant
ubstractéon de la considération des coordonndées paral-
léles qui auraient servi i les obtenir.

(") Bulletue de la Socicte mathematique, t. \1I. p. 11]



