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ETUDE DE DEUX SYSTEMES SIMPLES DE COORDONNEES TAN-
GENTIELLES D U S LE PL\N : COORDONNÉES PARALLÈLES
ET COORDONNÉES AXIALES

(FIS)

(Voir V béne, t III, p v4>)

PAR M. MUJRICE D'OCAGNE,

Élève-Ingénieur des Ponts et Chaussées.

I X . — E X P O S É D ' U N E M É T H O D E D E T R A N S F O R M A T I O N ( J ) .

51. Si, dans les équations d'un problème traité en coor-
données rectangulaires, on remplace x et y par u et v,
on tombera sur une proposition corrélative, en coor-
données parallèles.

Pour les propriétés descriptives, on retrouve les théo-
rèmes que donne la méthode des polaires réciproques-,
nous ne nous y arrêterons pas. Mais la transformation
des propriétés segmentair es, angulaires et barycentri-
ques conduit à des particularités assez intéressantes que
nous allons signaler.

Définitions et Principes.

52. Nous représenterons les points par des lettres
majuscules, les droites par des minuscules. Un point
sera parfois désigné par les noms de deux droites s'y
coupant, et une droite par les noms de deux de ses points.

La lettçfc representatne
d'un point
d une droite

( l) Cette méthode appartient à la famille des transformations
auches Réciproques du premier degré.



arenthèses, désignera la courbe engendrée
parenveloppee )

\ ce point j
j cette droite )

Une courbe pourra être aussi considérée indépendam-

ment
du point
de la droite

q u i
l'engendre )
,, , }: elle sera alorsl'enveloppe j

représentée par une lettre spéciale.
Les deux systèmes que nous allons comparer sont

ainsi constitués :
Le système de coordonnées rectangulaires comprend

un point origine O par où passent deux axes coordonnés
rectangulaires x et j>'. Les x se comptent sur l'axe x, à
partir de point O, les j ^ sur l'axe y, à partir du point O.

Le système de coordonnées parallèles comprend un axe
origine o sur lequel sont les points coordonnés X et Y.

Les u se comptent sur la perpendiculaire à l'axe o
menée par le point Y, et à partir de ce point, les v sur
la perpendiculaire à l'axe o menée par le point X, et à
partir de ce point ( i ).

On a ainsi :

Coordonnées du point O

x = o, ƒ = o.

Bquation de Taxe x

y = o.

Equation de l'axe y

x — o.

Coordonnées de l'axe o

u = o, v — o,

Equation du point X

v = o.

Equation du point Y

u = o.

{l ) 11 semble naturel, au premier abord, d'accoupler, d'après l'ordre
alphabétique, la lettre u avec la lettre X et la lettre v avec la lettre
V; mais, pour que le point coordonné X soit corrélatif de l'axe coor-
donné x, il faut que son équation soit corrélative de celle de cet axe,
qui e<a y = o; l'équation du point X doit donc être v = o, c'est-
à-dire que les v doivent se compter à partir de X, et, par suite, les u,
« partir de Y.



Au point A défini para?! e t j^ correspondra la droite a
pour laquelle u{ = xt et i>i =yt.

Droite divisant le système de deux autres
dans un rapport donné.

53. Si, sur la droite qui joint deux points donnés A et
PA

B, nous prenons un point P, tel que ^=- = k (le para-
mètre À" portant son signe), nous disons que le point P
divise le segment AB dans le rapport /r, et si ( ^ i , ^ )
(i :2 , j2) sont les coordonnées rectangulaires des points
À et B, les coordonnées rectangulaires du point P seront

i - / : ' y ~ i - k

Prenons maintenant deux droites « (w , , ^ ) et
/>(a2, v>2), rapportées à notre système de coordonnées
parallèles, et coupons-les par une parallèle aux droites
Y M et Xw, soient A le point où cette droite coupe a,
B le point où elle coupe b *, prenons le point P qui divise
le segment AB dans le rapport k\ lorsque l'on fera varier
la droite AB, en la laissant parallèle à YM, le point P
engendrera une droite p qui passera par le point de con-
cours des droites a et b et dont les coordonnées seront
précisément

, U\ — kUi , ^i — ÂC2
II z=. 1 i' z=z •

1 — k \ — k

x\ussi, par analogie avec ce qui précède, dirons-nous
que la droite p divise le système (ab) dans le rapport

k et exprimerons-nous ce fait par l'égalité y—p ) = k.

Dès lors, nous voyons que, si le point P divise le seg-
ment AB dans le rapport Â, la droite p corrélative de P
divise le sjsfcme (ab) corrélatif de AB dans le même
rapport.



Ce principe renferme toute la transformation des pro-
priétés segmentaires.

En particulier, si Â = — i, le point P est le milieu
du segment AB ou le point moyen des points A ef B, et
de même la droite p sera dite médiane du système ( ab)
ou droite moyenne des droites a et b.

Points parallèles.

a i . Prenons maintenant, en coordonnées rectangu-
laires, la droite a dont l'équation est

y = mec -+- n.

Le coefficient m, égal à la tangente de l'angle que fait
la droite a avec Taxe .r, définit la direction de cette droite,
c'est-à-dire que toutes les droites qui correspondent à
une même valeur de M concourent en un même point
de la droite à l'infini du plan; ces droites sont dites
parallèles.

Soit alors A le point corrélatif, dont l'équation en
coordonnées parallèles est

v — mu -1- n.

D'après ce que nous avons vu en traitant de l'équa-
tion du point ( n° 11), si nous menons par le point À
une parallèle à X^, qui coupe l'axe o au point A', nous
avons

A'X

par suite, tous les points qui correspondent à une même
^a]eur de m sont distribués sur une même parallèle aux
droites Yu et X*> ; nous dirons par analogie que ces points
sont en relation de parallélisme ou plus simplement
parallèles ( ' ) .

( l ) Cette définition et relies qui s i m c u t n'oni d 'au t ie objet que
ddlircjior le langage dans le cours du present l i a \ a i l .



( " 4 )
Si donc on veut déterminer sur une droite donnée le

point parallèle d'un point donné, on prendra l'intersec-
tion de la droite et de la parallèle à X^ menée par le
point.

Module angulaire d'un point.

oo. Il ne suffisait pas, pour pouvoir transformer les
propriétés angulaires des systèmes de droites, de voir
(ce qui d'aillleurs ne présentait pas la moindre difficulté)
quelle était, en coordonnées parallèles, la relation entre
les points équivalente au parallélisme entre les droites :
il fallait encore reconnaître quel élément commun à
deux points répondait à l'angle de deux droites, afin de
pouvoir étendre aux systèmes de points les relations
d'angles établies pour les systèmes de droites ; cette der-
nière reclierclie présente au premier abord quelque diffi-
culté} mais nous croyons qu'elle devient des plus aisées
par l'introduction de l'élément que nous appelons le
module angulaire d'un point.

oG. Voici comment nous définissons cet élément

Fiç. 12.

\ o i' 4',

Etant donné le point À dont l'équation est

v = mu -+- /i,



prenons le point parallèle A' situé sur l'axe o ; nous avons

A'X

Par le milieu Z de XY menons une parallèle à Yu et
Xv et prenons sur cette droite la longueur

Z Q = Z X = — ;

1

l'égalité précédente peut s'écrire

A'Z
A ' Z - XZ A'Z —ZO Tïi~l tançA'QZ —,AZ-4-ZY AZ-+-ZÜ A'Z tangA'QZ

mais, tang-J étant égal à i, on peut aussi bien écrire

tangA'&Z— tang-"

iH-tangA'i2Z tang-"
= tang( A'üZ — ^

or, ZQ étant égal à ZX, l'angle XQZ est égal à - ; par

suite,
m = tang A'O X.

Cet angle A'ûX, qui est le même pour tous les points
de la droite AAr, c'est-à-dire pour tous les points
parallèles à A, sera dit module angulaire de ces points.

Le point 0, qui est invariable, recevra le nom de pôle
du système de coordonnées parallèles considéré, et la
droite QX, également fixe, celui d'axe polaire de ce
système.

De ces définitions résulte la règle suivante : pour
avoir le module angulaire d'un point donné A, il faut
prendre, sur l'axe o, le point parallèle A', et le joindre
au pôle Q • l'angle que la droite O.k.' fait avec Y axe po-
laire QX est précisément le module angulaire cherché.



On voit, en outre, que le module angulaire d'un point
est égal à l'angle que fait avec l'axe x la droite corré-
lative, en coordonnées rectangulaires.

Angle de deux points.

57. Soient A et Aj (Jîg. 12) deux points dont les
équations respectives sont

e = mu -+- n
et

v = /nl u-\- n\.

Prenons sur l'axe o les points A' et A'n parallèles
aux deux premiers. L'angle A;QA't est égal à la diffé-
rence des modules angulaires des deux points, et nous
avons

. . . , rrt\ — m
tang A'OAj = —

Nous appellerons cet angle A'Q A', angle des points
A et A,.

Pour tous les points situés sur une même parallèle
aux axes Xv et Yu, cet angle est nul. Il est le même
pour deux points quelconques pris respectivement sur
deux parallèles fixes aux axes X^ et Y u.

Si nous prenons maintenant en coordonnées rectan-
gulaires les droites dont les équations sont

Y — mx ->rn,

y = ni^jr -h /* t,

l'angle de ces deux droites nous est donné par

Nous voyons donc que l angle de deux points, en
coordonnées parallèles, est égal à l'angle des deux
droites cor 1 étatises en coordonnées rectangulaires.



58. Ce théorème nous permettra de transformer les
théorèmes, établis en coordonnées rectangulaires, où
entrent des relations d'angles. JNous le compléterons
par la remarque suivante :

Si les points A et A| se déplacent dune manière
quelconque dans le plan, mais en conservant un angle
constant, les points A' et A\ marquent sur Vapce o des
divisions honiographiqnés.

En effet, 0 étant l'angle constant des points A et Aiy

on a
zv; _ zv
TTz ~~ Hz

ZA't xZA'tan^O =

ou, on représentant le segment de longueur constante
12 Z par o,

ZA' x ZA; ^ A'A; — s* = o,
1 tango 4 '

ce qui démontre le théoième. De plus, le terme con-
stant S2 étant indépendant de l'angle 0, on voit que les
points doubles des divisions homographiques, corres-
pondant aux diverses valeurs de Q, sont fixes; ces points
sont d'ailleurs imaginaires.

o9. Supposons que les points A et A, se déplacent
sur une droite, la propriété homographique étant pro-
jcctive, ces points détermineront également^ sur cette
droite deux divisions homographiques. D'ailleurs les
droites corrélatives de ces points passeront par un point
fixe; on peut donc énoncer le théorème suivant :

Si, en coordonnées rectangulaires, on a deur
y sternes de droites a, 6, c, . . . , « , , J ^ c , , . . . , issues

d'un même point P, et telles que les droites coi i e spon-



dantes a et aK^h et bK,c et c n . . . fassent un angle

constant, on aura corrélativement, en coordonnées pa-

rallèles, deux divisions A, B, C, . . . , Al9 Bl9 C4, . . .,
situées sur une mémo droite p et qui seront en homo-
graphie.

On peut encore dire :

Si un angle constant de côtés a et b tourne autour
de son sommet P, les points corrélatifs A et B des
droites a et b marquent sur la droite p corrélative du
point P deux divisions homo graphiques.

De tout ce qui précède résulte un moyen de trans-
former les propriétés angulaires relatives à un système
de droites quelconques situées dans un plan, et d'en
déduire des propriétés homographiques lorsque ces
droites passent par un même point.

Points perpendiculaires.

60. Si nous supposons que l'angle de deux points,
défini comme il vient d'être fait, soit droit, nous dirons
que ces points sont en relation de perpendicularité ou
plus simplement perpendiculaires.

Remarquons que ce genre de relation entre deux
points dépend essentiellement du choix des axes de
coordonnées.

Soient A et A{ deux points perpendiculaires quel-
conques, A' et A\ les points parallèles aux premiers,
qui sont situés sur l'axe o^ la relation homographique,
établie plus haut, qui lie les points A' et A\, devient
dans ce cas

ZA, 'XZA; + OÏ = O,

c'est-à-dire que ces points sont en involution.
Le point Z est le point central de cette involution.



( " 9 )
61. Pour trouver sur une droite d le point perpen-

diculaire à un point donné A, voici comment on procé-
dera : prendre sur Taxe o le point A' parallèle à A, et,
dans l'involution (jui vient d'être définie, le conjugué
IV de A', prendre enfin sur la droite d le point B pa-
rallèle à B', en tirant BB' parallèlement à Xt> et Yu; le
point B sera le point cherché.

Pour déduire, dans cette construction, le point B' du
point A1, il suffit de joindre le point A' au pôle û du
système, et de mener par le point Q une perpendicu-
laire i)B' à^A' jusqu'à sa rencontre B' avec Taxe o.

02. Comme précédemment, on voit que, si LUI angle
droit de cotés a et b tourne autour de son sommet P, les
points A et B, corrélatifs des droites a et b, marquent
sur la droite p, corrélative du point P, deux divisions en
i/wolution.

Remarques sur la transformation des coniques.

03. Si, dans l'équation en coordonnées rectangulaires
d'une conique F, on remplace x et j par u et y, on ob-
tient l'équation de la conique corrélative FM en coor-
données parallèles.

A chaque point de la conique F correspond natu-
rellement une tangente de la conique F, et réciproque-
ment. Si sur une tangente a la conique F1 on prend Je
point perpendiculaire au point de contact, on a l'élé-
ment corrélatif de la normale à la conique F; aussi ce
point sera-t-il dit point normal.

Aux asymptotes de F correspondent dans F, les points
de contact des tangentes parallèles à Xi> et Yu; nous
appellerons ces points les points asymptotes.

Aux foyers de F correspondent pour Tt deux droites,
dépendant, bien entendu, du choix des axes, et telles



que leurs points d'intersection (imaginaires) avec cette
conique sont respectivement parallèles aux points qui
divisent le segment XY dans les rapports

— 1/— I.

appellerons ces droites les droites focales.
Soit d ufie droite qui coupe la conique V aux points

A et B; du point D, corrélatif de d, partiront deux
droites a et b, corrélatives de A çt B, et qui seront tan-
gentes à la conique 1% 5 lorsque la droite d se déplaceia
parallèlement à elle-même, le point D se déplacera sur
une parallèle à Y M, et, comme le milieu du segment AB
décrira une droite d', la droite moyenne du système (ab)
passera par un point fixe TV.

Le point D', ainsi obtenu corrélativement du dia-
mètre d\ sera dit point diamétral*

Tous les diamètres d' passant parle centre de F, tous
les points diamétraux D* seront sur une même droite,
dite droite centrale, dont les coordonnées seront don-
nées par le système d'équations F^ = o, ¥'w = o.

A deux diamètres conjugués de F correspondent deux
points diamétraux conjugués deF j . Les deux points
diamétraux de F M qui sont entre eux à angle droit,
sont corrélatifs des axes de F, et recevront pour cette
raison le nom de points axiaux.

Gi. Nous nous arrêterons là de ces analogies\ on
voit qu'il est très aisé, étant donné un élément)quel-
conque de la conique F, de trouver l'élément corrçl&tif
de la conique F, .

60. Disons un mot maintenant des coniques repré-
sentées, en coordonnées parallèles, f)ar Certaines équa-
tions simplifiées dte coniques en coordonnées rectangu-
laires, après remplacement de x et y par « et v.



( )
66. Prenons l'équation corrélative de celle du cercle

en coordonnées rectangulaires

(u — a)* + (v — b)*=z c2;

elle représente une hyperbole (Jig. i3) dont le centreO
est à la rencontre de la droite équidistanle de Yu et X*>,

Fîg. i3.

et de la droite X'Y'dont les coordonnées sont u = a,
v=zb\ cette droite X'Y' est la droite centrale de l'hy-
perbole. Portant sur les axes de coordonnées, de part et
d'autre deX'Y', les segments

VA =Y'D=-X'B=,VC= -£:,
V/2

on détermine les asymptotes AC et BD ; les droites AB
et CD sont tangentes à l'hyperbole; si cette courbe
coupe les axes aux points M, N, P, Q, on a

Y'M = VQ = X'\ = X'P = c;

les tangentes en M et en Q passent par le point X', les
tangentes en N et enP par le point Y'.

Nous désignerons, en raison de leur équation, les
hyperboles ainsi placées par rapport aux axes, sous le

Ann. de Mathêmat., 3e série, t. IV. (Mars i885.) 9



'hyperboles corrélatives de cercles, et nous pour-
rons dire d'une manière générale ' qu!une hyperbole
corrélative de cçrcte est une hyperbole telle que les
axes YuetlLv soient tangentes à sou hyperbole com-
plémentaire.

De même que trois conditions suffisent à déterminer
un cercle, trois coB^itions suffisent à déterminer une
hyperbole corrélative de cercle. En particulier, il
n'existe qu'une hyperbole corrélative de cercle inscrite
à un triangle,

G7. Prenons maintenant l'équation

dont la corrélative, en coordonnées rectangulaires,
représente une hyperbole équilatère rapportée à ses
axes. On voit, toujours en appliquant les règles du Cha-
pitre IV, que cette équation représente une parabole
ayant son axe dirigé suivant XY, son sommet situé au
milieu du segment XY, et qui coupe l'axe Xv en des
points M et JN tels que XM = XIN — a.

11 résulte de là que», si la distance XY des points ori-
gines est égale à ia, le point X est foyer de la parabole.

G8. Enfin, l'équation corrélative de l'équation ré-
duite de la parabole 7 2~ 2/?.r, c'est-à-dire

représente une hyperbole tangente à XY au point Y et
ayant pour asymptotes d'une part l'axe Xi>, de l'autre la

droite dont les coordonnées sont w—-, v = ». Nous

avons déjà vu, d'ailleurs (n° 28), que la courbe en
11 et v pour laquelle Ba — AC = o, c'est-à-dire qui est



corrélative delà parabole, est une hyperbole ayant une
asymptote parallèle à X*> et Yu.

Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet et nous
allons passer maintenant aux applications ( ' ).

X. — APPLICATIONS.

Transformations des propriétés segmentair es.

69. Prenons d'abord ce théorème:

Deux droites parallèles sont
coupées par trois droites AA', BB',
GC', l'une aux points A, B, G,
Vautre aux points A', B', G'; si
Von a

AB
A'B'

AG

les trois droites AA', BB', GC' con-
courent en un même point.

70. Soit maintenant le théorème
de Ménélaüs :

Les cotés AB, BG, GA d'un trian-
gle étant coupés respectivement
aux points M, N, P par une droite
quelconque, on a

MA NB PG _
MB NG PÂ - ~ ~ T '

71. Théorème de Jean de Géva :

On joint les sommets A, B, G
d'un triangle à un point quel-
conque; les droites ainsi menées

69'. Théorème corrélatif :

Deux points parallèles (n° 54)
sont joints à trois points aa', bb\
ce', Vun par les droites a, b, c,
Vautre par les droites a', b\ c'; si
Von a (n° 53)

ab \ _ / ac
a'b' ) ~~ \a'c'

les points aa\ bb'', ce' sont en ligne
droite.

70'. Théorème corrélatif:

Les sommets ab, bc7 ca d'un
triangle étant joints respective-
ment par les droites 7n, ny p à un
point quel conque y on a (n° 53)

lma\ lnb\ / £ £ \ _
\mb I \ ne I \ va\mbj \ncj \pa

71'. Théorème corrélatif :

On coupe les côtés a, b, c d'un
triangle par une droite quelcon-
que; les points ainsi obtenus déter-

(l) Dans les applications qui suivent, on trouvera, à côté de théorèmes nou-
\eaux, d'autres propriétés connues; mais notre but n'est ici que de bien mettre
en relief l'esprit de la m épi ode.



V '
déterminant sur les côtés opposés
respectivement les points M, N, P,
on a

, MB 3NC PA _
MC J\À PB ~~ I '

Corollaire :

Les médianes (droites qui joi-
gnent les sommets aux milieux
des côtés opposés) concourent au
même point. *

72. Prenons maintenant ce théo-
rème :

Dans une conique, le point de
contact d'une tangente quelconque
est le milieu du segment déterminé
par les points ou cette 4ani;ente
coupe les asymptotes»

minant avec les sopimets apposer
respectivement les droites m, n,p

pbme

Corollaire :
Les points d'intersection dei

GÔtés et des droites moyenne*
(n° 53) des systèmes de cotés op
posés sont en ligne droite (1).

72'- Théo-rème corrélatif :

Dans une conique, la tangente
en un point quelconque est h
droite moyenne (Vu* 53) divàystème
formé par les droites qui joignent
ce point aux points asymptotes
(X 03).

Nous placerons ici une remarque : les définitions que

nous avons posées sont fort utiles pour opérer ces déduc-

tions corrélatives de théorèmes connus, mais leà énoncés

qui en résultent peuvent être modifiés en remontant au

sens contenu dans ces définitions. Ainsi le théorème

précédent deviendra ;

On joint un point quelconque M d'une conique aux

extrémités A et B d'un diamètre de cette conique; le

point que la tangente en M détermine sur une droite

de direction conjuguée a la direction AB est le milieu

( l) Ce théorème peut s'énoncer ainsi : Un triangle détermine,
sur une tiansversale quelconque, trois segments; les milieux de
ces segments sont joints aux sommets opposes dans le triangle, par
des droites qui donnent trois points sut le périrtvètre de ce trian-
gle. €ç$ trois points sont en ligne droite* La démonstration directe
de ce théorème est très facile.
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du segment déterminé sur cette droite par les droites
MA^MB.

73. Prenons encore ce théorème :
Une droite quelconque coupe

une conique en deux points ; en
ces points on mène les tangentes
a la conique; ces tangentes déter-
minent sur l'une des asymptotes
un serment dont le milieu est sur
la droite donnée.

73'. Théorème corrélatif :
Par un point quelconque on

mène deux tangentes '& une co-
nique; les points de contact de
ces tangentes joints à Vun des
points asymptotes (n° 63) forment
un système de deux droites dont la
droite moyenne passe par le point
donné.

Ce dernier théorème corrélatif peut s'interpréter

ainsi :

Jf un point M on mène à une conique les tangentes
i\JP et MQ qui touchent cette conique aux points
P et Q ; on joint les points M, P et Q à un point quel-
conque A de la conique ; une droite, de direction con-
juguée à la direction du diamètre qui passe au point A,
coupe les droites A M, AP, AQ respectivement aux
points M', P1, Q' ; le point M' est le milieu du seg-
ment P'Q'.

Autrement dit : Les droites AP, AM, AQ et la tan-
gente à la conique au point A forment un faisceau
harmonique.

Si l'on suppose que le point M s'éloigne à l'infini, on
retombe sur le théorème énpncé plus haut.

Ces quelques exemples suffisent à montrer comment
s'opère la transformation des propriétés segmentaires ;
passons maintenant aux propriétés angulaires.

Transformation des propriétés angulaires.

i i. Nous rappellerons en commençant que nous
nommons point normal k une courbe pour utie tangente
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donnée le point, pris sur cette tangente, qui est per-
pendiculaire au point de contact. Le point normal est
corrélatif de la normale. La courbe qu'il décrit est cor-
rélative de la développée et, par suite, la tangente à
cette courbe corrélative du centre de courbure.

Voyons maintenant quelques exemples de transfor-
mations :

75. Théorème des trois hauteurs :

Les perpendiculaires abaissées
des sommets d'un triangle sur les
côtés opposés concourent au même
point.

76. Théorème :

Toutes les normales à un cercle
passent par le centre de ce cercle.

77. Théorème :

Si deux droites variables tour-
nant chacune autour d'un point
fixe sont constamment à angle
droit, leur point de rencontre dé-
crit un cercle.

Le centre de ce cercle est le
milieu du segment qui joint les
deux points fixes.

78. Théorème :

Les perpendiculaires élevées
aux trois côtés d'un triangle par
les milieux de res notés se rou-

75'. Théorème corrélatif :

Les points pris sur les trois
côtés d'un triangle et qui sont
perpendiculaires (n° 60) aux som-
mets opposés sont en ligne droite.

Nous appellerons ces points points
hauteurs.

76'. Théorème corrélatif :

Tous les points normaux (n° 1 (y)
à une hyperbole corrélative de
cercle (n° 66) sont sur la ligne
centrale (n° 63) de cette hyper-
bole.

11'. Théorème corrélatif :

Si deux points variables décri-
vant chacun une droite fixe sont
constamment à angle droit (n° 60),
la droite qui les joint enveloppe
une hyperbole corrélative de cer-
cle (n° 66).

La ligne centrale de cette
hyperbole est la droite moyenne
du système formé par les deux
droites fixes.

78'. Théorème corrélatif :

Les points perpendiculaires aux
trois sommets d'un triangle et qui
sont pris sur les droites moyennes



j,ent en un même point qui est
i entre du cercle circonscris.

( ^1 )
dçs systèmes f ormes par les côtés
se croisant en ces sommets sont
sur une même droite qui est la
ligne centrale de l'hyperbole,
corrélative de cercle, inscrite
(n° 66, dernier alinéa).

79. Théorème :

Les pieds des hauteurs d'un
humble, sur les trois côtés, et les
milifujc de ces côtés sont sur un
nu me cercle.

Ce leicle e^t le cercle des neuf
futinU; on sait quels sont tous les
points remarquables, en assez ^rand
nombre, (ju'il contient.

NO. Théorème de Simson :

(ht prend un point M sur le
n'nli* (M) circonscrit à un trian-
"fc, de ce point on abaisse des
Perpendiculaires sur les trois
">trs du triangle; les pieds de ces
perpendiculaires sont sur une
'donc d%

^' les points M et Mt sont tels
Vie le centre du cercle (M) soit
lr 'nilieu du segment MM,, les
'("nies correspondantes d et dv

"'M perpendiculaires.
la courbe déci^ite par le point

(fc rencontre des droites perpen-
'hculaircs d et du lorsque les
l"Jinti M et M, se déplacent sur le

79'. Théorème corrélatif :

Les droites qui joignent les
pointssliauteurs ( n° lT)d'un trian-
gle aux sommets opposés et les
droites moyennes des systèmes de
droites formés par les côtés pris
deux à deux sont tangentes à
une même hyperbole corrélative
de cercle.

Cette hyperbole, que nous appelle-
rons hyperbole des neuf droites,
e**t tangente à toutes les droites
corrélatives des points remarquables
Mtués sur le cercle des neuf points.

80'. Théorème corrélatif :

On prend une tangente m à
l'hyperbole corrélative de cercle
(m) inscrite à un triangle; sur
cette tangente, on prend les points
perpendiculaires aux trois som-
mets du triangle et on les joint
respectivement à ces sommets par
des droites; ces trois droites con-
courent en un même point D.

Si les droites m et mi sont telles
que la ligne centrale de l'hyper-
bole (m) soit la droite moyenne
du système (mmx ), les points cor-
respondants D ef Di sont perpen-
diculaires.

La courbe enveloppée par la
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cercle (31), est le cercle des neuf
points du triangle donné (*).

81. Théorème de Frégier :

Deux droites perpendiculaires
d et d' tournent autour d'un
point M pris sur une conique ; ces
droites coupent respectivement la
conique aux points P et P' : lu
droite PPf passe par un point
fixe situé sur la normale à la
conique au point M.

droite qui joint les peinte perpen-
diculaires D et Di, l&rsqpe les

droites m et m^ se déplacent tan-
gentiellement à Vhyperbole (m)
est l'hyperbole des neuf droite*
du triangle donné.

81'. Théorème corrélatif :

Deux points perpendiculau ^
D et D' se déplacent sur une tan-
gente m à une coniqUe; "de ces
points on mène à la conique les
tangentesp et p' ; le point pp' dt-
crit une droite qui passe par k
point normal (n° 76) à la conique
situé sur la tangente m.

La réciproque Je ce théorème corrélatif peut, en
vertu d'une remarque qui a été faite plus haut, s'énoncer
ainsi ;

Les tangentes à une conique, issues des différents
points dune droite, marquent sur une tangejite quel-
conque à cette conique des points en involution. Dans
celte involution, le point de rencontre de la droite et
de la tangente considérée est conjugué du point de
contact de la tangente. C'est une propriété connue.

Le théorème qui termine le n° 34 est un cas particu-
lier du précédent, lorsqu'on prend la tangente parallè-
lement à la droite donnée.

8^ Théorème :

Les trois hauteurs d'un triangle
inscrit dans une hyperbole équi-
latère se coupent en un même
point de cette courbe.

82'. Théoièmc corrélatif :

Les trois points hauteurs d'un
triangle circonscrit à une conique
dont les points asymptotes sont
perpendiculaires sont situés sw
une même tangente à la courbe

( ' ) Ces deux derniers théorèmes ont ete pioposes comme Questions dans Ie"
Nouvelles Annales {>• série, t. II, p. I4T9» Question 1473)



>fous pourrions multiplier ce$ exemples de transfor-
mation des propriétés angulaires au moyen dejiotre mé-
thode; mais nous pensons en avoir assez dit sur ce sujet.

sur ta transformation des propriétés
barycentriques.

83. JSOUS avons déjà donné des exemples de cette
transformation au Chapitre V. Nous demanderons la
permission de faire sur ce sujet une petite remarque.

La droite que nous avons appelée moyenne d'un sys-
tème de droites (u° 5) peut recevoir une définition
géométrique indépendante du système spécial de coor-
données que nous envisageons \ la voici :

La droite moyenne, par rapport à une direction
donnée d'un système de droites situées d'une manière
quelconque dans un plan, est le lieu du centre des
mo} ennes distances des points ou les droites données
sont coupées par une sécante parallèle à lu direction
donnée.

Les coordonnées parallèles permettront évidemment
de déduire toutes les propriétés de cet élément géomé-
trique des propriétés établies en coordonnées ordinaires
pour le centre de gravité d'un système de points.

84. Un seul exemple, joint à ceux qui ont déjà été
donnés (n° 37), suffira à faire comprendre la manière
d'opérer cette transformation. • >

Coordonnées parallèles :Coordonnées rectangulaires :

Quand un triangle se déplace
en ratant inscrit dans une conique
cl circonscrit à une parabole, son
centre de gravité décrit une ligne-
'traite.

\ o i

Quand un triangle se déplace
en restant circonscrit à une co-
nique et inscrit dans une hyper-
bole ayant une asymptote paral-
lèle à Yu et Xv (l), la droite
moyenne de ses trois cotés passe
par un point fixe.



<Je théorème corrélatif pourra s'énoncer plus simple-
ment :

UWirfangtè se déplace efi/fèsttènt'èinfcfrkbïiêà
t; inscrit dans une /gr^rfefe H* là di\Mte

moj enne de ses trois côtés, relativement à L'une ou
Vautre des directions asj mplotiques de l'hyperbolcW,
passe par un poùft fkxç,

K). On voit qu'on a ainsi un moyen d'obtenir sans
calcul une série de théorèmes intéressants.

C'est, en particulier, par cette méthode que nous
sommes arrivé à tous les théorèmes donnés sans démon-
stration dans hotte Note Sur la droite moyenne cVun
système de droites(f). JNous avons, dans les transfor-
mations qui nous ont conduit à ces théorèmes, fait Usage
de plusieurs des principes qui viennent d'être exposés.
4ussi renverrons-nous le lecteur à ce travail.

llésiunè.

8t>. La méthode qui vient d'être développée permet,
étant donnée une propriété segmentaire, angulaire ou
kaijict*/rtri(/ue quelconque, d'en déduire immédiatement
cl sans calcul une propriété corrélative. Nous avons vu,
Vn outre, quelles étaient les remarques qui permet-
taient <\v traduire l'énoncé de ces théorèmes en faisant
abstraction de la considération des coordonnées paral-
lèles qui auraient servi à les obtenir.

(') liullelm delà Société niathcniatùjue, t. \II, p. uf\


