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SUR LES LIGNES DE COIRBURE DU PARABOLOIDE ÉQUILATÈRE;
PAR M. P. BARBARIN.

I. Les lignes de courbure du paraboloïde hyperbo-
lique équilatère jouissent d'une propriété remarquable.
Elles sont aussi sur cette surface le lieu des points pour
lesquels la somme ou la différence des distances aux deux
génératrices principales est constante.

Soient, en effet, 0 1 . oj ces deux génératrices, qui
sont rectangulaires, oz l'axe de la surface, perpendicu-

Fig. i.

laires à ces droites. Le paraboloïde est complètement dé-
terminé par le quadrilatère gauche oPQR.

Soient M, M'deux points voisins d'une ligne de cour-
bure; Mp, Mq, M'/?', Mq' sont les génératrices passant
en ces points ; elles forment aussi un quadrilatère gauche
MNM'N'. Les normales à la surface en M et M' se cou-
pent au centre de courbure C,. C|M est un des rayons
principaux de courbure au point M. On a facilement

(i) MN +M'N' =MN' +M'N .
Ann. de Mathémat.. 3esérie, t. III. (Février I 8 8 ' J . )
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En appelant £ un infiniment petit par rapport à MN,

on peut poser
M'N'=MN-f-E

et aussi
M'N = MN'-*-er,

d'où
2MN xM'N'

On peut négliger devant le produit aMIN'xM'N la diffé-
rence e'2— e2 qui est un infiniment petit d'un ordre bien
supérieur; et l'on a simplement

(2) ÎMN x M'N' = aMN'x M'N.

En associant cette relation avec (i) , on en déduit

MN --M'N'= MN -MN'
et

\\\ — M'\'^ M'\ — MN\
d'où

MN =•= M'N, M'N' = MN';

mais, en désignant par ri et r/ de nouveaux infiniment
petits par rapport aux lignes de la ligure, on a

MN — M/? = M>' v
M? = M N ' - - M Y - - T / ,

d'où, en ajoutant membre h membre,

Mp Mq =_ A i y ~ M'7'— (r, - T / ) .

7, -h 7/ est au moins un infiniment petit du second ordre :
il disparait donc devant les autres quantités qui sont
finies^ et l'on a rigoureusement

Mp — AI q — M'y?' M'q' = const.

On démontrerait par un calcul analogue que

N<7 '— N/? = N'gr — \pf— const.;

donc les deiiK séries de lignes de courbure de la surface
sont aussi les deux séries de lignes en tous les points
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desquelles la somme ou la différence des distances aux
génératrices principales est constante.

En un point déterminé M passent deux lignes : Tune,

pour laquelle
Mp — M g = const.,

a pour tangente la limite de MM'; l'autre, pour laquelle

M^ —• Mp = const.,

a pour tangente la limite de JNIV} la figure montre que

ces deux tangentes sont rectangulaires, comme on devait

s'y attendre, et il résulte des égalités MN = M'N et

M'N ;= MN' qu'elles sont bissectrices des angles de M/?

et

IL On peut très aisément vérifier cas propriétés par
le calcul. Soit, en Wîet,

xy
a

l'équation du paraboloïde. Le lieu des points M pour

lesquels on a
Mp -'- Mq — ronst.

se détermine par l'équation

(3)

d'où l'on tire

( /j ) y s/x1 -*- a* zh x sjy1 -±- a-— ac.

Différentions cette dernière, en groupant convenable*

ment les termes, nous pourrons l'écrire

=r i = 0 ,

en entendant que les signes supérieurs soient toujours

pris simultanément, ainsi que les inférieurs. Aucune va-



leur réelle dex ou dey n'annule le facteur entre paren-
thèses ; on doit donc avoir

(5 ) aïdy ± aïdx = o,

ce qui est précisément l'équation des lignes de courbure.
L'équation (4) représente les projections sur le plan

xoy des deux lignes qui répondent à une même valeur

Fig. 2.

de la constante arbitraire c. Ces deux projections sont
réunies dans l'équation entière

(6)
O -4-7 -h c)

X — y -vc){—

facile à discuter par la méthode des régions. La courbe
qu'elle représente a deux axes, les bissectrices des angles
de ox avec oy, quatre asymptotes,

deux à deux symétriques et deux à deux rectangulaires.
Enfin elle se compose de quatre branches égales deux à
deux, tangentes entre elles et aux axes ox, oy en des
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points qui sont les sommets du carré de centre o et de
rayon c.

Les deux branches comprises dans l'angle xoy et son
opposé répondent au signe -j- dans le premier membre
de l'équation (4) ; les deux autres branches, au signe —.

En un point ra(#j, yK ) du plan xoy, il passe deux
courbes caractérisées par Péquation (4) : l'une répond à
la valeur

_
1 ~~

— v\ \iy\ -+•a'2

de la constante, l'autre à la valeur

_ y\ v x \ •+•a2 — x\ \
c2- ——^

nous désignerons ces courbes par ci et c2.

III. Je vais faire connaître une construction simple
des tangentes au point m à ces deux courbes. En effet,

il suflit de prolonger mp de pp{ = a et my de qqh = a,
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en rabattant oqK suivant os sur oy et op< suivant ot^ et
ô o départ et d'autre sur ox\ stK est la direction de la
tangente en m à la courbe c4, st2 est la direction de la



tangente en m à la courbe c2. 11 en résulte un moyen
de construire sur le paraboloide les tangentes aux lignes
de courbure qui passent en un point donné M de cette
surface, car leurs projections sur le plan xoj sont pré-
cisément les tangentes en m à c{ et c2.

On a vu, du reste, plus haut, que les tangentes au
point M sont les bissectrices des angles des génératrices
M/;, M// de ce point-, ou encore, si l'on veut, les axes de
l'indicatrice, asymptote précisément à ces deux généra-
trices.

Les deux modes de construction peuvent donc servir
de vérification l'un à l'autre. Le second, théoriquement
plus simple, exige néanmoins le rabattement du plan
Mpq sur xoy^ puis son relèvement \ et le premier peut
quelquefois présenter plus d'avantages.

IV. Par exemple, on peut l'appliquer directement à
Fig. 4-

la construction des rayons de courbure principaux au
point M, et par suite de l'indicatrice en ce point.



En effet, les projectious des normales MCj et M'Cj en
deux points infiniment voisins d'une ligne de courbure
se font sur le plan xoy suivant les droites mef, nïct

respectivement perpendiculaires à pq, //</', et dont l'in-
tersection ct est la projection du centre de courbure Ct

qu'on se propose de déterminer.
Soient Xi, yt les coordonnées du point m, xK -+- dxiy

yK -f- dyK celles de m!. Les équations de mcK y wlcK sont

on en tire, quantités du second ordre omises,

y — '±Y\ dxx

Cette équation montre que, si Ton prolonge oui d'une
quantité égale mg, gct est parallèle à la normale menée
au point m sur la projection de la deuxième ligne de
courbure en M.

Fig. S.

0jt~J

\y

X.

Soient donc stt, st2 les directions des tangentes aux
courbes cf, c2 du point m 5 je tire me, perpendiculaire à
W> ,ie prolonge om d'une quantité égale mg, enfin je



mène gc{ perpendiculaire à st2 et gc2 perpendiculaire à
stt j ces lignes coupent mcK en cK et c2.

Ci est la projection du centre principal de courbure Ct

répondant à la première série de lignes de courbure au
point M.

c2 est la projection du second centre de courbure prin-
cipal C2.

Les lignes de rappel menées en c<, c2 au plan des x,y
fixent la position des points C<, C2 sur la normale en
M au paraboloïde.

Enfin, INI A, MB étant bissectrices des angles formés

Fig. 6.

par les génératrices M/7, M*/, du point M, je prends sur
la première

MA = M À ' =
sur la seconde

l'indicatrice complète se compose des deux hyperboles
ayant M/?, M<jr pour asymptotes et leurs sommets en
VA', BB'.


