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SUR UNE DEMONSTRATION NOUVELLE DU THEOREME
DE LAMBERT;
Paw M. . IOUKOVSALY,

Professeur a I'Ecole Polytechnique de Moscou.

1. Nous proposons ici une démonstration nouvelle du
théoréme de Lambert, fondée sur la formule de la varia-
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tion d’action
) ¢ S eds = ¢385,C08(¢283,)— ¢, 63, c0s( ¢80 ),

olt ¢y et ¢a sont les vitesses d'un point matériel a Vori-
gine et aJa fin de la trajectoire AB; 65, et 87, sont les
déplacements AA” et BB des points A et B, quand la tra-
jcctoire AB se change en une trajectoirve infiniment voi-

..siue AV

2. La formule (1), donnant la variation de Paction,
peat servir aussi a la détermination de la variation du
temps de mouvement des planétes, a cause du lemme sui-
vant :

Le temps dans lequel la planete, sollicitée par le So-

leil I parcourt Uarc elliptiqgue AB, est égal & la frac-
. 2. . . » .

tion = multipliée par Uaction du mouvementde la pla-

néte sur le méme arc elliptique AB, le Soleil étant
transporté du foyer ¥ dans Uautre foyer 17 de Uellipse.

u est le collicient de Patteaction, et 2a est le grand
axe de Uorbite elliptique.
Le temps t, dans lequel la planéie parcourt 'are AB,
est
"ds

) = —
(8]

ou la vitesse v peut ¢re définie comme unce fonction
d'un rayon vecteur 7 par rapport au Soleil I :

T
o Ay

r a

Mais, si le rayon vecteur de la planéte par rapport
au foyer Iy est r,

(3) ¢ = E\/'—l;
,, :
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d’ou

; /S as
(1) l_—\/{*-/\ rlzl,\.

Le Soleil étant transporté dans le foyer Iy, la vitesse
de la planéte se change en

(5) vl=\/g e

En y substituant cette valeur de ¢, dans la formule (4),
nous avons

1
(6) t = a [Vlds.

Le lemme est done démontré.

3. Revenons & la démonstration du théoréme de Lam-

bert:

Le temps dans lequel la planéte parcoure Uarc ellip-
tiqgue AB est une fonction seulement de la corde 2c¢ de
Uarc parcouru, de la somme 22 des rayons wvecteurs
des points A et B par rapport au Soleil, et du grand
axe o.a.

Les points A ct B élant pris pour les foyers, construi-
sons (fig. 1) sur la corde 2¢ deux ellipses confocales
dont les grands axes sont

CD =21,
EG =4a— 2.

La premiére de ces ellipses passera par le Soleil parce
que
(7) FA +-FB =21,

ct la seconde passera par I'autre foyer I'y de Dorbite,
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parce que, en soustrayant la somme des deux relatiouns

8 { FIA —TFA =2a.
e | ¥,B + FB =2a

de la formule (7), nous aurons
(9) FA+F B=fa—2a.

Supposons que, @ et ¢ restant constants, le Soleil soit
transporté du point F dans un pointinfiniment voisin
de la méme ellipse CD, et cherchons la variation

Fig. 1.

du temps ¢ de passage de la planete du peint A au
point B. A cause du lemme établi, cette variation cst

’ . . 2 . . o .
¢gale a la fraction i—t multipliée par la variation de I’ac-

tion dans le mouvement de la planéte du point A jus-
qu'au point B, subie par la transposition du Soleil du
point I'; dans un point infiniment voisin I, de la méme
cllipse EG.

Cela posé, nous avons, par la formule (1),

N
(10) 3t =" [¢225:005(83,0,) — 136, COS( 871 ¢y)],
[44 “

ou ¢z, cL 67, sontles déplacements des points A et B
dans le mouvement de translation du triangle A1°, B par
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lequel le point 1) est amené au point Iy, ¢’est-a-dire
. 3oy FyF.

Soient AU ct BI les tangentes de Porbite elliptique
aux points A ct B. A cause d'un théoréme de Géométrie,
la ligne 19, H est la bissectrice de Pangle A, B, cest-
a-dive elle est normale a ellipse EG 3 d'on

cos(ogye)— ~int \TF ).

0s(533¢,)= <in(BHF ).

Menons da point I, deux perpendiculairves Iy et
Iy Lsurleslignes AH et BH, et éerivons, a cause du prin-
cipe des aires,

IS R (NEE RO D
d’autie part. on a
IFyh — T, Hsin(AHF)) = FyH cos(S3y64),
L = FyH e (BIHEF)) - Till cos(ea.6,0,

e, par suite,
$1C0S(6T101) = 1,005(852¢ 0,

d’ow il vient. parla formule "10),

oy

(= 0.

Ainsi, a, ¢, 7 restant constants, le temps ¢ ne change

g
pas, ¢'est-a-dire qu’il dépend seulement de ces varia-

bles, ce qu'il s’agissait d’établir.

4. Le théoreme étant démontré, il est facile de ré-
duire la détermination du temps de mouvement de la
plancte a la détermination du temps dans le mouvement
rectiligne.

En y soustrayant les formules (8), nous recevons
FA —FB = F,B — F, \.

Cette équation montre quce les foyers F et ', de I'or-
bite elliptique se trouvent sur la méme hyperbole con-
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focale aux ellipses CD et EG. Ainsi (fig. 2)a la position
dounée du Soleil I et de la corde AB correspondent deux

Ing. 2
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orbites elliptiques FI7y et F17,. A la limite, pour « =0’
les points I'y et I¥y s’éloigneront a I'infini, ct les ellipses
se changeroni en des paraboles, avant les axes paralléles
aux asymptotes de 'hyperbole.

Par le théoréme de Lambert, nous pouvons transporter
le Soleil du point I dans un point D de Iellipse CD, en
y conservant le temps ¢.

Ccla posé, les branches de I'hyperbole doivent se con-
fondre avee les lignes droites Ba’ et Ax, ct les orbites
elliptiques I'y et FLI7y avee la ligne droite DE, parce
que

DE=2a—2+ 2= 92a.

Le temps 7 peut étee déterminé par la formule (4), en

}' posant
ds  dr.

ct en pl‘CllﬂllL

11) I-:\/f;/ ‘ \/;——a:,(lr
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pour 'arc AMB, et

— o*— oA4-C —_—
(nz;t:\/ff ‘/ ! tll'+‘/§f \/—;(lr
!J- 0 20— p< 0 20 — 1

pour I'arc ANB.

De ces formules nous tirons, en intégrant la formule de
Lambert,

« a— %A — C . a—aA—c
t == — | (arc co0s———— — sin arc cos—————
(13) 1 \/l’- \ “ «

P

a—a—+c . a—a—c
== (arc c0§ ———— — sinarc cos ——— | |-
N a a y

Dans le cas o I'orbite est parabolique,

. a r r
lim — —_— = —
o 2a —7r 2

et les égalités (11) et (12) donnent la formule d'Euler

s ) ;
m t= Y2 Y (aop o o (2 — o))
3‘/11.

Le signe (—) doit étre pris dans ces formules, si le
Solcil est en dchors du contour formé par I'arc et la
corde AB, ct le signe (+) s’il est a l'intéricur de ce
contour.

3. La méme méthode de raisonnement peut &tre em-
ployée pour ladétermination du temps dans le mouvement
hyperbolique ; seulement, en y transposant le Soleil dans
l¢ lemme du n° 2, il faudra changer sa force attractive
en répulsive.



