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NOTE SUR UN ARTICLE DE M. BRISSE;
Par M. LE D" S. GUNDELFINGER.

Votre travaii, que je viens de recevoir dans les Nou-
velles Annales de mai 1882 (p. 193-216), m’a intéressé
au plus haut point, parce que vous y traitez un sujet
auquel je me suis attaché moi-méme depuis un certain
nombre d’années, et que j’ai traité en détail dans mes
cours. Jusqu’ici, j’ai malheureusement été empéché de
publier les résultats de mes recherches, autant par des
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’ le désir d i
travaux d'un autre genre, que par le desir de traiter
toute la théorie des surfaces du second ordre dans un
Ouvrage spécial.

En raison de 'intérét que vous portez vous-méme a
cette étude, j¢ me permets de vous transmetire un court
extrait de mon manuserit.

I. — RépucTioON DES FORMULES PRIMITIVES
EN COORDONNEES OBLIQUES.

Comme vous, Monsieur, je place aussi le point capital
de cette dlude dans Vintroduction des coordonnées a,
b, ¢ pour déterminer une direction dans Pespace et je les
appelle les coordonnées de direction. Par ce moyen, la
transformation des formules primitives pour des coor-
données cartésiennes quelconques se fait de la facon sui-
vante :

1. Carré du rayon vecteur (r2):

rt=x2 4 y2 4+ 3t-- oxy cos(x, ) -+~2x5 cos(x, 5)+2y5c05(y,3
= L3 9.0 g &V .+ 3y 5tz= Y(a, y, 5).

2. En déplacant lc systéme des coordonnées paralle-
lement & lui-méme, on obticnt, pour le carré (R?) de la
distance de deux points x, y, 5 et &y, ¥4, 21,

R*= ¢(z)—2, 31—y, 51— 3).

3. Etant données deux directions par leurs coordon-
nées a, b, ¢ et ay, by, ¢y, on cherche I'angle ¢ qu’elles
font entre clles.

Dans le triangle formé par les points @, b, ¢, a, by, ¢,
et lorigine des coordonndes, on a, d’aprés le n° 2 et le
théoréme de Pythagore.,

Y(ay—a by —b, ey —c)= 12+ 12— 2.1. 1cos v,
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¢’est-a-dire
cosv=a;t¢'(a)-+ b, i (b)+ci 3¢ (),
ce qui donne, pour v = 9o°,
o=ay¥(a)+ b ¥(b)+e(c),
pour a;=1,by=o0,c,=29,...,

cos(z,r)=3 ¥ (a).
cos(y,r) =3 ¥(b),
cos(z,r)= 3 ¥'(c).

%. Soit un plan i une distance ¢ de P'origine, & ayant
pour coordonnées'de direction a, b, c. Les coordonnées
du pied de la normale ¢ sont ¢a, cb, cc.

Si Pon appelle R la distance d'un point. quelconque
(x,5, ) duplan a ce pied, eta', ¥/, ¢ *Ies coordonnées de
direction de la droite qui joint les deux points (x, ¥y, z),
(%a, 8b,8c), on a

Ra'=z—c¢a, Rb'=y—¢cb, Rc'=s5—dc;
d’ou

(z—8a) 3y (a)+ (y—8b)3Y (b) + (5 —8c)3d'(c)=o,
ou

2}y (@) +y ¥ () + 53¢ ()= 8 =0,

pour I’équation du plan.

On peut remplacer les coeflicients de x, v, z dansla
derniére équation par cos(¢, x) cos (8,5), cos(8,z).
Mais il vaut miewx conserver 14/ (a), ....

5. Inversement, étant donnée une équation quelcon-

que
Az +By +Cs+d=o,

on peut, par l'introduction d’un facteur proportionnel y,



{ 10)

\

déterminer a, b, c, ¢ par les relations suivantes :

pA =¥ (a), pB=3¢'(8), pC=13d(e),

wd=—2¢, Y(a,bc)=1
Si Von fait
o © D od D
[sin¥(z.y,3)=]Z=(c11 €20, 633) =D, o = Pk
C1,h
W(w,e,w) =Dy 02+ 2Dy suv —...— Dj 302,

Da=1pU(A), Db=31pw(B), ...

on aura

w=yD:W(A,B,G), ou udoit avoir le signede — d.

6. Etant donnés deux plans
Az +By+Cs+d=o0, Az+By+Cs-d=o,
on obtient leur angle par la formule
cose = w(Aay~ Bb,~+ Cey)
cosp =[A 3V (A +BLY(By) - CLY (G VW,
cl

-

¥ =D A2+ 2D, AB + D; ;C2,
I = ].)1'11\%"’— 2Dl,2AlB)+.. .
7. Fiant donnés trois axes rectangulaires par leurs
coordonnées a, by c, a', b', ¢y a”, ", ¢” par rapport 4 un
systéme de coordonnées obliques, on a, d’une part

cos(\, =44 (@) T3 (0) L+ 4o 2,

d’autre part, cos(X, r)= X :r; d’ou, pourles formules
de transformation,

‘ N =V (N34 (0)y — ¢ (c) 5
(2) Y =@ LYy (s,

Il

L2 — by sy s,
En résolvant, on obtient des expressions de la forme
S r=aX+a¥Y +a'l,
y=bX— &Y + b2,
Vo=ecX+ Y+ "Z.

(3
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II. — DFE LA DIRECTION DES AXES PRINCIPAUX.

Le plan polaire d’un point quelconque x4,y 4, =, par
rapport a une surface du second ordre
f=a 18>+ 2837y +...+ Q3332 +201,T 4. ..+ A, = 0
est donné par

x fi+y1fa+ 5 s+ fi=o,
Ji=apx+ay+a3s+a;,

Si I’on pose
zy=ra, y1=nrb, s =ric
et si 'on divise par 7y, on obtient, pour ry =,
af,+ bfy+cf3=o,

c’est-a-dire I’équation du plan diamétral conjugué de la
direction a, b, c.

Jobtiens ainsi comme vous, trés honoré Monsieur,
les directions des axes principaux; mais peut-étre
arrive-t-on aussi un peu plus rapidement a la formule

o(x,y,5)=SX2+ S'Y2 4 S"Z2
par le moyen suivant.

D’apréslen” 7 (), on obtient, en multipliant par a;,,
Ai2y @3y

bo'(@) = SEY(@)X + S (@)Y +Shy(a)E,
1) =SEV)X + STYO)Y + LY (),
L¢'(5) = SEH ()X + ST (NY +SFY(eZ,

ce qui donne, d’aprés le n® 7 (o),
e (@) +y 3 (y) + 5348 (5) = (SX)X —(SY)Y + (S"Z)Z.
Si I'on applique ce résultat au cas ot

Ay 9= y3 = A3 | = 0,
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on obtient sans calcul tous les théorémes sur les dia-
métres conjugués d'une surface

Ay 32— Wa 2 Y+ Ay 3 3= K.

III. — De LA LONGUELR DES AXES PRINCIPAUX.
Surfaces & centre. — La définition du centre donne,

comme pour les coordonnées rectangulaires, pour ses
coordonnées obliques A, B, G, les équations

1f(A)=0, L1f(By=o, if(C)=o.

Si Pon regarde A, B, C comme les coordonnées d’un
point variable, ces trois équations représentent trois
plans, quise coupent: 1° en un scul point; 20 suivant une
droite; 3° suivant nn plan, ct, dans les cas 1°et 29, le point
ou la droite peat étre i distance finic ou infinie. Si
nous mettons c¢ dernicr cas de coté, pour chaque
syteme de solutions des équations

(0 Wa\N—=a,B+a;;C+a,,=0 (i=1,2,3),
Pexpression

a, A+ (l',_f_rB -+ 05'30 -+ a; .,
sera toujours égale & la meéme constante K : car, si

A, B,C, est un deuxiéme point vérifiant le systéme (1),
il faut démontrer que lon a

Ny =@y Bi+ a3, G+ a,,, = K,
expression obtenue en ajoutant les équations (1), multi-
plides par A, By, Gy, 4 I'expression
WA+ a, o B4 @30 +a,, =K.
On trouve facilement que, pour le premier cas, on a

’

K —A : \'c.'n ( \_}:'_;:(ll.l(l_»g(’;;";(l;i',. AM: f)i>’
. doa,



dans le troisiéme cas
K :(a/,b At — A al.m) . al.m( Ilm =1, 2, 3)

Donc, si une surface
SELD=0En D+ 20+ 20+ .+ @ =0

aun centre i distance finie, le probléme de la longueur
des axes se trouve résolu par la transformation

t=x+A, 7=)y+B, {=s5+C.
Son équation en fonction des axes devient, d’apres le § 11,
SX2 4+ 8'V2 4+ §8"Z2 +~ K = o.

Dans le cas des paraboloides, on définitle sommet «,
(8 2 .
3, v par les équations

y/(2)=p3¥(a),
S (B)=p2¥ (),
s/ =p3¥(e)

Wy %+ A2 B+ a3y + a,,=—pd,

P (@r+ LU (0)E+ V(o) —d =0,

a,b,c étant les coordonnées de la direction des axes pour
S = o. Une analyse plus profonde montre que

peP=(a14@+ A b+as,c)2=—A(A +...)=—A107,,

Wiy

si, pour une fonction <7 des coefficients a; 4 (i, k=1,2,3),
on pose
N oy )
3y = A 207,

()(l,J ()H]xg

COs(@,3) 4o



On obtient de plus

s
oh=— V8., po=— AsaioAy,

~
\',(l = — ‘\hr,.ﬁ‘\r,",,

I
pd=

2

Si I'on admet que, pour lesracines S, §', 87, I'équation
est
So— 418 + 2,82 — 3383 = o,

on obtient, pour équation du plan tangent au sommet,

AL H 00+ A 1Y () = A V() + LA 1= 3A:8, =o.

Pour «, $, ¥ méme, on obtient (i =1, 2, 3)

= 302, — J(BAA - AN AT (A
5=0A00, = LOAA AN AL KA,
v=1305,2,  — 3 (BAA + AA)AATLH(A) 2,

ou, sous unc forme symétrique,
2= 0A A — LA A4 CAA)ATAR A,

B 0Ny AT — F(A A+ GAA)A-TATEA,,

yb?

v BAs A T (A A+ CAAD)A-TATE N, .

Par la transformation

I'équation
devient
2(r ), 5)+2paxr +by +c3s)=o0
ou, cn vertu des formules du § I,
SY2- 8§72+ 2pX = o.

Dans le cas ou S =S = o, en introduisant les ex-

. S . - S .
(') L'équation en S est évidemment, d'aprés Ie théoréme de
Tavlor,

A Seny . T2 N

— 8 (ZE¢y,1,09,9,€3,3) = 0.
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pressions
P(u,e,w)= A2 +28 00+ ...,
5= (@, @+ @ b+ ag ")
b

=8[P(ay4, Az, @34)]: A= <E—L— ) RPN

on obtient, pour la fonction f(§, 7, {),

(&, 8) =8"2L2420Y,
ou

aga 4. ..

L= y(a)a'+ éu}/(y)b”-f— Ly(a)e+

S
o oD
‘NY—O -y (z) + oa "(}’)-’- 4’( )
+a,,,,——A—*sﬁ_;‘ 23:,0“1 ey 5+ 3203451
IV. — De LA DIRECTION DES AXES DANS LA SECTION

CONIQUE DONNEE.
¢(z,,5)+K=0, X=1V(a)r+ 1V (0)y+1d(c)s=o0.

Comme pour des coordonnées rectangulaires, on
trouve

wlr,y, 5)=NY24+N72—op'X\Y—2u'XZ +¢(a, b, c)X2,

on
=3 (a )z + 3V (b)y + 1V ()3,
7 = -.z—y (") r + 2'{4(1)”)‘}' + 5 {4(::”)..,

et de plus

a— Weg)a'+(azs — Nega)b'+(a; 35— Negz)e'+ Wiy (a) = o,
W(a)a+ 3V (b)b'+ FY(c)c'+ .o = o,
1,

Yola)r + Lo'(b)y +3¢'(c)s =o(a, b, )X — Y — iz,
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‘. —_— ])E LA LONGUEUR DES AXES DE LA SECTION DE

SJE =00 MWla)i+ 14 (0)n+ ¥ (e)L+d=o.

La définition d’un centre A, B, C nous donne
A B ’;‘f'(c)(:_“\

" W(a) V(b)) i¥(e) "
(2) W(a)A += 14 (0)B+{V(c)C+d=o.

Les équations (1) représentent une droite qui, avec le
plan (2), définissent : 1° un seul point, 2° tous les points
de la droite, ct cela : (a) & distance finie, (&) 2 l'in-
fini ().

Dans le cas (@), on démontre facilement qu’en intro-

duisant un systéme (x, ), z) par les formules
g=uo--A, 1=y +B, {=3+C,
f(E, 7,,&) devient
ol 3. 5y —apnX + K,
K ayant toujours la méme valeur.
Si I'on pose

F — A“,_;S'J'((I)]?—i—' 21\12’214"(11)2‘54‘1(1))
o ARiV(a)d o4 A d2,

F. — oF
'! ay ... WWa o= da; .,
oD,
Dy=— Dy =—-
. oa;
1 '."/'(I . o D, = 8D‘,.

»D, = 32Dy,

(") Le crntérium résulte des déterminants connus, comme au § 111
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on obtient, pour le cas (19),
K= (F:Dy),
pour le cas (22),
K = (Fix: D) (k =12 3)
Dans le cas (1%) de la parabole, on définit un point z,
, e la section par la condition que sa tangente soit
ydel par la condition q §
perpendiculaire a la direction @', &', ¢!, qui appartient a
la racine N = o.
Si I'on pose
Si=apa+apB+apsy+an (I=1,2,3,4),
on trouve, par I'introduction des signes,
p = aua -+ ayb+ ay,c,
02 = (@, @'+ A3, 6'+ ay, )2 = — (F 18 Dy),
fi=pi¥(a)+ oy (a),
So=p ¥ (B) + o3y (b),
Sr=pa¥'(e) +a3d(c),
fk = Pd+ 0'8,
W(a)z+3Y(b)B+3¥(e)y+d=o,
2V (@)a+FV(@)B+ 3 ()Y +8=o,
ctde la
o = 8F;, D! — 1(FDy+ 3FD,)F-1 D2 Fy,,
ﬁ = 3F2,, D;‘ — ‘;‘(FDg—J.‘* 8FD1 )F—‘ DI2F25,
Y= EFM D;l —_ ';—(FDz—i— oF Dl )F_iD;zF;’b.

Par les substitutions

z=§+a,
y=n-+5
s3=0+7

on obtient
f(Ea"n C) = 'f’(xa Y z) -+ ZPX
+20[3¢(a)r + 1Y (b )y +3¥(c)4],
Ann. de Mathémat ., 3¢série, t. 1. (Janvier 1884.) 2
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ce qui donne, pour \ = o, I’équation de la section
WLt a5Y --0, Y = (a ;)\ + V(D 1y + j4d)s,
et I'équation Y = o, en coordonnées g, n, %, est

Fy i ()= ...~ 3tFD;—2FD;): D= o.

2
Dans le cas (22), on a
NV=>NN=o,
et le systéme des formules s’obtient paree que, daprés le
§ IV, on a alors
051, )2 [ 59t = 05" h)+ () (X —d)
“-ola, b, o)X — d)?.

Jai éendu tous ces développements au cas de coor-
données tétraddriques quelconques. Les méthodes précé-
dentes (voir Hesse, Salmon) sont toujours en défaut,
quand la surface est un cone ou un systeme de deux
plans; elles ne donnent de résultats que lorsqu’on re-
garde la surface comme l'enveloppe de plans : done,
dans le cas d’une variété, pour les sections coniques
dans I'espace et pour des paires de points. Si I'on traite
les surfaces du second ordre d’'une maniére générale,
en les regardant comme formées de séries de points, on
doit évidemment donner la détinition suivante des plans
principaux :

Lu plan P dans T'espace a, par rapport au cercle
sphérique imaginaire, un pole déterminé. Quand le
plan polaire de ce pole se confond avee Py Pest un plan
principal.

Je démontrerai ailleurs comment toutes les formules
découlent de i, Comme, en ce moment, je n'ai pas le
loisir nécessaire pourles publier, je vous seraisinfiniment
obligé de reccvoir quelques-uns des résultats ci-joints
(surtout aux § IIl et V) comme exercices, dans vos

excellentes .4nnales.
Darmstadt. 22 juin 188,



