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SUR UNE COMMUNICATION DE M. TCHEBYCHEW AU CONGRES
DE CLERMONT-FERRAND (');

Par M. E. CESARO.

I. Ayant posé, pour abréger,

Wa = Ukx--1)+1+ Uke—1)+2 T+ U@x—1)+3+ -« o Uz—1)+k—1y

(') 21 aolt 1876.
Ann.de VMathémat., 3¢ séric, t.111. (Novembre 1884 )
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considérons la série
Upn=wi—(k =D up+ wo— (k —1)Usp—+...+ Wp—(k—1) Upnp,
supposée convergente. On peut écrire

Urn=(u; + Us+...~+ Upn) — k(Up—+ Usk—~+...~+ Unk);
par conséquent, sil’on fait

. Vo= Ktz — Uz,
puls
r=9V1+ v+ 934+ ...+ Vg,
on a
Uin+ Vo= Upr1+ Up+o~+. .o+ Upn.

Si n augmente indéfiniment,

U+ V=Ilim[upi1+ Ups2+...+ Upn].

Il. [z] désignant le plus grand nombre entier con-
tenu dans z, soit
Uy = M
7
et, par suite,
_ Jkax]—k[ax]
G = R

A cause de
kar —1<[kax)Zkax, kar—k <klaz]Zkax,

on a
—1<[kazx]—k[axr] < k.

La quantité [kax]— k[ax] a donc une des valeurs
0,1,2,3,...,k—1. 1l en résulte quelle est égale au
reste de la division de [kax] par k. Par conséquent,
e(p,q) désignant le reste de la division de [p] par ¢,

on a
_ plhax, k)

¢
x Kk x?
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Cela posé, on peut écrire

818
|
¥l

Uy =

§ étant une fraction proprement dite. Il en résulte
Upt+1+Upsya oot Ukn

1 I T
= tl(chn"‘ Hll)_e[(n_g_[)? + (n—+2) + “+(/Hl)2],

© étant, comme 8, une fraction proprement dite, et H,
représentant la somme des x premiers termes de la série
harmonique. Pour 7 infini :

m[ pq+ Upio—t. oot Ugn | = alk.

De tout cela résulte que, si I'on pose

c_lal  [2a], . [ka]  [(k+1D)a]  [(k+2)a]
U= ; —+———-—4 bevo— (A —1) y +(k+1)2+(k+2)1 ...,
V= % [p(/ca,k) N p(?./ca,/:)+ p(3/<a,k)+”.]’

1 4 9

on a
U—+V=alk.

HI. Soit, par exemple, k= 2. La fonction p(z,2)
égale o ou 1, suivant que [ z] est pair ou impair. On
peut donc écrire
I — (_I)Izl

2

9(572) =

Conséquemment. si 'on pose

U= [_a_]__ [?./a] N [3a] - [/,a]+

I % 9 16 ooy
—1)2al )kl —1)l6al
wo (0ot
1 ! 9

on a

U——%W:alq—fﬁ.
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C’est (') la relation que M. Tchébychew a déduite
d’une identité de M. Catalan (2). Elle montre, par
exemple, que 'équation

:E:L el - 42‘(—1)‘2”"

=1

admet la racine unique

2
r = " 0,59308....



