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QUELQUES PROPRIETES ELEMENTAIRES DES GROUPES
PLUSIEURS FOIS TRANSITIFS

Par M. E. CESARO.

1. Soit G un groupe de substitutions, A fois transitif,
de degré n. Soicent

(1) Sty $2y 83y e vy Sm

toutes les substitutions de G, pour lesquelles & ¢léments
donnés x,, x,,, .,y +-., &, restent fixes. En vertu de
sa transitivité, G contient certainement une substitution
aay qui fait succéder, aux k éléments donnés, k éléments
quelconques 2, Ty, XTy,y -« .y Ly choisis parmi les
n éléments que Pon considére. Toates les substitutions

(2) 1%, S2Toy S30ny «vvy SmOy

ont évidemment le méme eltet. De plus, si = est une
quelconque des substitutions qui fout succéder les élé-

ments Xy aux éléments x;, il est clair que 7s7,'

né déplace
pas les éléments x;, et apparticnt, par conséquent, a la
séric (1). Or, de ta;' = 5 on tire T = 5,0,. Done, la
ligne (2) contient toutes les substitutions qui changent
les éléments x; en éléments x,. Observons, mainte-
nant, que o, %y % ... o est un arrangement de A in-
dices, choisis parmi les nombres 1,2, 3, ..., 2. Il y a
n(n—1)(n—2)...(n —k+1) de tels arrangements.
Pour chacun d’enx, nous pouvons toujours trouver unc
substitution &, ct former, comme précédemment, une
ligue analogue & (2). On construit ainsi un tableau de
n(n—i)(n—2)...(n—k 1) lignes, dont chacune
contient m substitutions. Ce tablcau renferme, sans
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omission, ni répétition, les substitutions de G. Sans
omission, parce que, étant donnée unc substitution de G,
il suffit d’observer quels éléments elle fait succéder aux
k éléments x;, et de prendre, dans le tableau, la ligne
correspondant & l'arrangement des indices de ces élé-
ments. D’aprés ce qui a été dit, cette ligne contient né-
cessairement la substitution considérée. Sans répétition,
parce que deux substitutions s, et sy, d'une méme
ligne, ne peuvent coincider, sans que l'on ait s = 5,3
et deux substitutions, appartenant & deux lignes diflé-
rentes, ne peuvent qu'étre diflérentes, puisque, aux
mémes éléments x,, elles font succéder des éléments
différents, ou différemment disposés. Par conséquent,
Pordre r du groupe G est

m.n(n—1)(n—2)...(n—k—+1).

Si 'on observe, en outre, que les substitutions (1)
forment un groupe G,, sous-groupe de G, qui a la pro-
priété de ne pas déplacer les éléments x;, on peut énoncer
la proposition suivante () :

Tatorime. — L'ordre d’un groupe G, transitif k
Sfois, de degré n, est divisible par
n(n—i)(n—2)...(n—k—+1).

Le quotient est U'ordre des sous-groupes de G, qui ne
contiennent pas k éléments donnés.

2. En examinant la série des substitutions o' 530,
(h=1,2,3,...,m), on voit immédiatement que le
sous-groupe Gy, qui ne contient pas les & éléments xq,
est le transformé de Gy, moyennant g, 1l est donc sem-
blable a G,. Conséquemment, si v, est le nombre des
substitutions de Gy, qui déplacent précisément ¢ élé-

(") o, Substitutionentheorie. p 4. Lelisatls 1
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ments, ce nombre a la méme valeur pour les autres
sous-groupes. En outre, il est clair que, identiquement,

(3) m =Vy_J+Yp—jh—1-+ Vp-j—o+...-4 Vg

ou vy =1.De méme, si N, est lenombre des substitutions
de G, qui déplacent précisément ¢ éléments, on a

(./}) r=Nn+NIL—1+Nn—2+"'+N0)

avec N, = 1. Cela posé, examinons |’ensemble des sub-
stitutions de tous les sous-groupes G, G, ++ ., Gy .+ . oy
dont le nombre cst égal & celui des maniéres de choisir
A éléments parmi les n donnés, c’est-a-dire a C, ;.
Parmi ces substitutions sont contenues sans omission,
mais avec des répétitions possibles, les substitutionsde G,
qui ne déplacent pas plus de n—k éléments. Si g Sk,
chaque sous-groupe contient v,_, substitutions, qui dé-
placent précisément n — ¢ éléments, et le nombre total
de ces substitutions, dans le groupe G, serait C, zv,_q,
si chacune d’elles n’était pas comptée en autant de sous-
groupes qu’il y a de maniéres de choisir, parmi les ¢
élements qui doivent rester fixes, les k& éléments, dont
I’absence caractérise un sous-groupe. Donc

N, 9= = VYn—gq

‘n q
q(q—1)(g —2).. (g —h—+1)
Substituant dans (4), et observant que

=n(n—i1)(n—2) . (n—A-1) (qsh)

1 =m.n(n—1)(n—=2) (n—Ak—1),
on trouve

Ny = Npog o= N 141
=n(n—1)...(n—A+1)
i V-]
ACAh—11 o1
‘n ] _ o '.
() ) nn—i1) (n—Ah-1)|)

\
> 'm—
{
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Eufin, en tenant compte de (3), et en posant

[ — n )
q(qg —1)...(q—k-+1)

n-q =

on obtient

Nu-+=Np—g oo Nyg 4

=nn—1)...(n-~k-+0)(epitn-t+ Zn—io1Yn—h-1+.e.+

. . .

3. Desnombres v on sail sculement qu’ils ne peuvent
éure négatifs, a exception de vy, qui est toujours 1. Par
suite,

NNy oo o= Npcpm (R — 1) oo (00— A+ 1)5yvg

=n(n—1)...(n—Ah-+1)—1.
Al "’

En d’autres termes

Tutorime. — Un groupe du ntéme degré, k fois tran-
sitif, a aw moins n(n—1)(n—2). .(n—h—+41)—1
substitutions, qui déplacent plus de n — k ¢léments.

Pour A =1, on a un théoréme connu ('). Pour A=2,
on voit qu'un groupe doublement transitif, de degré n,
a au moins n®—n — 1 substitutions, qui laissent un
seul élément fixe, lorsqu’elles ne déplacent pas tous les
¢léments. Pour A= n— 2, il doit y avoir au moins
3.4.5...n—1 substitutions, qui déplacent plus de
deux éléments. En y joignant la substitution unité, on
trouve au moins <.! substitutions. Si P'on exclut le
groupe symétrique, qui est 2 fois transitif, on voit que
le groupe considéré est précisément le groupe alterné.
Celui-ci, en effet, n’a pas de substitutions déplacant
seulement deux éléments. Il n’y a donc que le groupe
alterné, qui pui&;e étre n — 2 fols transitif, ct 'on sait
que réellement il en est ainsi ().

(') Newwo, Substitutionentheorie, p. 51, Lehrsats IIT; di a
M. Jordan.
(%) Nemo, Substitutionentheorie, p. 73.

oo ).
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4. Tutorime. — Zout groupe de degré n, transitif
k fois, n'a pas de sous-groupe de méme degré, et de
méme transitivité, qui ait en commun avec lui les sub-
stitutions déplacant plus de n — k éléments,

Soient G le groupe, et G' un sous-groupe, qui posséde
les propriétés indiquées. Appliquons aux deux groupes
la relation (5). Il vient, par soustraction,

(6) En—k(Vnok—Va k)
s Snk—t(Vi—limt — Vp_foq ) oo Eg(Vo — v ) = 0.

Si kS 2, les quantités ¢ sont essentiellement positives.
D’autre part, puisque G’ est contenu dans G, les quan-
lités placées entre parenthéses ne peuvent étre néga-
tives. 11 est donc nécessaire qu’elles soient nulles, pour
que la relation (6) ait lieu. En joignant ce résultat aux
hypothéses faites, on voit que N, = N7, pour toute va-
leur de g. Donc G'= G. Observons que, pour k=1, le
théoréme énoncé ne subsiste plus; car, dans ce cas,
Sp_y =0, ct les deux groupes peuvent différer par les
substitutions qui déplacent précisément n—1 élé-
ments ().



