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COMPOSITION MATHEMATIGUE POUR L’ADMISSION
A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1884;

SOLUTION GEOMETRIQUE (1),

P UN ANCIEN ELEVE DE MATHEMATIQUES SPECIALES.

On donne une conique ;i 4 22}—/——20 ==1; on jointun
point M de cette conique aux deux foyers I et 1.

I. On demande d’exprimer les coordonnées du centre
du cercle inscrit dans 'intéricur du triangle MFF’, au
moyen des coordonnées du point M.

II. Dans le cas ou la conique donnée est une ellipse,
on démontrera que, si on considere les cercles inscrits
dans deux triangles correspondant i deux points M et
M' de la conique, P'axe radical de ces deux cercles passe
par le point milicu du segment MM'.

11I. Pour chaque position du point M, le rayon
vectenr FM touche le cercle correspondant en un point
P : on déterminera en coordonnndées polaires 1'équation
du licu décrit par le point P. (On prendra le foyer F
pour origine des rayons ct 'axe des - pour origine des
angles.)

V. f3. — Daus toutes ces questions il est nécessaire
de distinguer le cas ou la conique donnée est unc ellipse
de celui ou elle est une hyperbole.

Tracons les cercles exinscrits au triangle FMF'.
Soient 1y, I,, I; leurs centres. La figure formée ainsi
donne lieu a quelques propositions de Géométirie élé-

(') On n’attendait pas des candidats une solution de ce genre.
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menlaire, utiles pour la suite et que je vais d’abord rap-
peler.

Les segments, tels que FQ., MP,, ..., sont égaux au
demi-périmétre du triangle FMF'; un segment, tel que
MP, compté a partir du sommet M, est égal au demi-

~

périmétre du triangle FME diminué de la longueur
du coté FI opposé a M.

Le cercle inscrit et le cercle exinscrit qui ont leurs
centres en I et 1, sur la bissectrice MII, intérieure au
triangle 'MI”, touchent la base FIY' aux points Q et
Q. qui sont distants l'un de ’autre d’une longueur
égale a la différence des cotés MIF) ML,

Les cercles exinscrits, qui ont leurs centres en 1,
Iy sur la bissectrice I, M 1, extérieure au triangle FMF',
touchent la base ¥Y' aux points Q.,Q; qui sont distants
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l'un de Uautre d’une longueur égale & la somme des
cotés MIF, MF'.
Les points Q, Q, sont & égale distance du point O
milieu de FY', il en est de méme pour Q, et Q.

Appelons ac¢lalongucur de labase FF' et a lalongueur
du segment OQ,. Décrivons une circonférence tangente
en Q, a la droite 'l et menons des points F, 17 des tan-
gentes a cette circonférence. Ces tangentes se coupent
en un point tel que M qui, d’aprés ce que nous venons
de rappeler, est tel que la somme de ses distances a I' ¢t
L est égale a 20Q,. Le licu de ce point, lorsqu’on fait
varier le rayon de la circonférence tangente en Q, a FI7,
est donc une ellipse dont les foyers sont I et F et dont
le grand axe est Q.(Q;. On obtient de la méme manicére
cette ellipse en prenant les circonférences tangentes a
FF" au point Q. En employant des circonférences tan-
gentes en Q ou Q, a la droite I'L”, on obtient, au moyen
du méme mode de génération, une hyperbole dont les
foyers sont I', F et les sommets Q et Q.

Considérons d’abord Vellipse (M) lieu des points de
rencontre tels que M des tangentes menées de 17 et 1 aux
circonférences tangentes au point Qs a FI”.

Appelons .x ety les coordonnées du point M; X, Y les
coordonnées du point I; X,, Y, les coordonnées du centre
I,, et ainsi de suite. On voit sur la figure que

y—Y _ MI_FM

Y TINTFNT

Menons F'G parallélement a la bissectrice MN. Le

i toal 3 LO -di d
dernier rapport cst egal a g © ‘est-a-dire —, on a done

v—Y «a
Y ¢
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d’ott

4

(1) Y =

a - C

e

Il résulte de 1a que : quel que soit le point M sur 'el-
lipse (M), les centres tels que I partagent les normales
MN en segments proportionnels.

On démontre de la méme maniérelethéoréme analogue
pour le centre 1, situé comme I'surla normale MN a Iel-
lipse (M).

Pour déterminer la relation entre 2 et X, on pent
s'appuycr sur le théoreme que nous venons de démontrer
et sur ce que la normale en M & (M) est partagée par
les axes de cetle courbe en segments proportionnels aux
carrés des longuceurs de ces axes; on y arrive aussi de la
manic¢re suivante.

On a

f)||4<rll(‘4»7')_1~1£ Py a-e

Olou(r =X) 1M P T a

d’on
(2) \ = — o

Les triangles semblables 1'QI, F Q, 1, donnent

Y, c—a
Y oY

Introduisons les valeurs de Y et de X que nous venons
de trouver, il vient

ayv

(3) Y. =

o -

On voit du reste facilement sur la figure que

1

1,

Y, = ar— 2, +L:2
' ¥

Passons au cas ou le point M décrit une hyperbole.
Conservons les mémes notations pour les coordonnées
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de M et des centres 1, 1,, .... La scule différence avec le
cas précédent, c’est que OQ est maintenant égal 2 a. On
pourrait, comme précédemment, déterminer les coor-
données des centres I, 1, en fonction de x et y ; maison y
arrive tout de suite en remplagant, dans les formules (1),
(2), (3), X par a et a par X,. La relation (2) donne

ainsi

cr
(") Xo = —;
la formule (1) donne

Xo+c¢c r+a
et enfin la formule (3) donne

ay

(6) Y, =

a—— C ’

De cette dernicre formule il résulte que :

Lorsque M décrit une hyperbole, les centres, tels que
I, partagent les normales a’hyperbole en segments pro-
portionnels. On voit aussi qu’il en est de méme des
centres tels que I;.

Les formules que nous venons de trouver répondent a
la premiére partie de la question proposée. Elles per-
mettent aussi de démontrer facilement que :

Lorsque M décrit une ellipse, les centresl et 1, dé-
crivent des ellipses et, lorsque M décrit une hyperbole,
les centres 1y, 1 décrivent des Iy perboles.

Soient M’V la normale en M’ 4 Pcllipse (M) et I' le
centre du cercle inscrit au triangle FM' . En vertu d'un
théoréme dii a M. Laguerre (que nous démontrerons plus
loin) les projections sur MM des normales NN, M'N'
sont égales. Comme les centres I et I’ partagent pr(.}por-
tionnellement MN et M'N', les projections MJ, M'J' des
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segments MI, M'Y' sur MM’ sont aussi égales. On a alors,
en appelant E le point milieu du segment MM/,
BB =0 =17 =M — MT,
et, comme les segments, tels gue MP, sont de longueur s

égales, on voit que Ml T M'T " est égal a la différence
des carrés des rayons des cercles inscrits aux triangles
FMLI', FM'F'; par suite, le point E appartient a l’axe
radical de ces deux cercles.

De la méme maniére, on arrive a cette propriété pour
le cercle exinscrit dont le centre I, est sur la normale
MN a Iellipse et pour le cercle analogue dont le centre
I, est sur la normale en M’ a cette courbe.

Dans le cas de 'hyperbole, on a aussi cette méme pro-
priété pour les deux couples de cercles dont les centres
sont sur la normale en M a cette courbe et sur la normale
a cette courbe en un second point. La deuxiéme partie de
la question proposée est donc démontrée.

I1 résulte des propriétés élémentaires rappelées précé-
demment que, pour le cas de Dellipse, le segment I'P;
est égal &4 @ — ¢ et le segment I'P, est égal a @ +¢. Le
lieu des points P, et Py se compose donc de deux cir-
conférences concentrigues. Le segment MP est aussi égal
a a—cetlescgment MP, est égal 4 a + c. Le lieu des
points, tels gue P et Py, se compose donc de deux con-
choides d’ellipse.

L’équation en coordonnées polaires de l'ellipse (M)

a? — ¢2

étant p = » I'équation en coordonnées polaires

a— C CosSw
du lieu des points, tels que P, est
a— ¢?

p=——"—— —(a—c).
v a—CcCosSw ( )

Cette conchoide a un point de rebroussement en F, et
clle rencontre FI i angle droit au point I7.
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Dans le cas de 'hyperbole, le lieu des points, tels que
PetP,,se compose de deux circonférences concentriques
et le lieu des points, tels que P, et Py, se compose de
deux conchoides de I’hyperbole.

Telle est la réponse a la troisiéme et derniére partie
de la question posée.

11 nous reste & démontrer le théoréme dont nous nous
sommes servi dans la deuxiéme partie.

Pour cela, il suffit defaire voir que la perpendiculaire
a MM élevée du point E, milicu de cette corde, passe
par les milieux des segments interceptés sur les axes de
(M) par les normales MN, M'N' a cette courbe.

Les axes de Dellipse (M) et la corde MM partagent
dans le m¢me rapport les normales MN, M'N al'ellipse.
Les droites, partagées par les axes ct MM’ en segments dans
cec méme rapport, sont tangentes & une méme parabole.
Ces droites, a leur tour, déterminent sur MM’ et les axes
de Tellipse des segments proportionnels. Nous voyons
ainsi déja que la droite qui joint le point E au milieu
du segment NV est une tangente & cette parabole. Pour
prouver que cette droite rencontre MM 4 angle droit, il
suffit de montrer que le point E apparticnt a la dircetrice
de cette parabole. Je dis que cette directrice est la droite
qut joint le point O au point de rencontre T des tan-
gentes en M et M’ & Uellipse (M).

D’abord le point O est un point de la directrice de la
parabole, puisque les axes de ellipse M sont tangents a
cette courbe etse rencontrent en O a angle droit. Ladroite
OT contient le point E milieu de MM’; elle contient alors
aussi le sommet H du parallélogramme formé par les
tangentes TM, TM', et les paralleles M'H, MIL & ces
tangentes. 1l résulte de la construction du point H qu’il
est le point de rencontre des hauteurs du triangle formé
par la corde MM’ et les normales MN, M/N' : triangle
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qui est circonscrit a la parabole. On sait qu’alors ce
point de rencontre des hauteurs est sur la directrice de
la parabole: donc. .., etc.

M. Laguerre a fait connaitre son théoréme dans le cas
ou 'on a une surface du deuxiéme ordre et les normales
a cette surface en deux points M et M.

On arrive a ce dernier théoréme en considérant les
projections des normales en M et M sur un plan mené
par MW perpendiculairement 4l’un des plans principaux
de la surface du deuxiéme ordre et en faisant usage du
théoréme que nous venons de démontrer.



