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SOLUTIONS DE QUENTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 13860

vuir »° série, t. X\, p. 14).

Paw M. L. FAUQUEMBERGUL.

Trouver les trajectoires orthogonales d’une droite
de longueur constante mobile entre dewx axes rectan-
gulaires. (BageAmin.)

On peut voir immédiatement que ces trajectoires sont
des épicycloides. En eflet, la normale d’une des courbes
cherchées, ayant une longueur constante comprise entre
Ox et Oy, qui n’cst autre chose que la droite mobile
donnée, est toujours tangente a une épicycloide; cette
¢épicycloide est done la développée des courbes cherchées,
ct 'unc de ces courbes scra clle-méme une épicycloide.
C’est d’ailleurs ce que nous allons trouver par le calcul.

Soient / la longucur constante de la droite mobile AB
et x, y les coordonnées d’un point quelconque M de
cette droite.

La tangente & la wrajectoire fait avee les axes des
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1 . . dr dy
angles dont les cosinus sont respectivement Z el &’
¥ S
ct, comme cette tangente est perpendiculaire & AB, il en
résulte
ds ds
AM =y — M=x—;
'yd.L" B z‘d]’,
par suite,

Telle est 'équation diflérentielle des trajectoires.

o d .
Pour I'intégrer, posons EE = pj; elle devient

lp
Vi+p?

. . dy
ou, ¢n diflérentiant ct remplacant dx par -

(1) z+=py =

dy ) )

(2) — -+ p
ap | Bl 2l

(l_,_[,z)?

L’intégrale générale de cette équation lindaire est

I pdp ] 1 [ 14 ]
) = C+l/ | = 5=———— C — — 1
’ ‘/l—i-p?[ J o pt)? V1 + p? 2(1=+p?).

I’élimination de p entre cette équation et 'équation (1)

donnerait 'équation générale des trajectoires. Mais il
est préférable d’exprimer x et y en fonction de Pangle =
de la tangente avec I'axe des xj il suflit de poser

p =tanga,
ct les expressions de & ct de y deviennent
. ! . . .
x = [sinz = —sinxz cos2x — Csinz,
2
y = L oss Ceosa
‘J —4;(03 L2 L COosA.

Toutes les courbes obtenues en faisant varier C sont
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des courbes paralléles; car, en faisant

. { . {
Zy = Isina + 5 sinx cos?x, yo=— —cosda,
2
ona

P
T

. i -
z=To+CCOS<1+ ;), y=yo+(.sm<z+ ;)a

ce qui exprime que le point x, y s’obtient en portant
sur la normale, au lieu du point xy, y,, une longueur
constante C. Parmi toutes ces courbes, choisissons celle
qui passe par le milieu de la droite AB, quand cette
droite est également inclinée sur les axes. Nous obtien-
drons la valeur de C correspondant i ce cas; en écrivant
(ue pour ce point x = y et sina = cos2; ce qui donne

l

C = hraid

-+
Les valeurs de x et de y peuvent alors s¢ mettre sous la
forme

30 . [
x:—snnu+§51n31,

8
(4) ¢
’ —3l 0s lcos31
\ry= m c 3 .

A Tinspection de ces formules, on reconnait que la
courbe est une épicycloide engendrée par un point d’unc

. , 37 « Yre . ss
circonférence de rayon 5 roulant a I'intérieur d’une

. . l , . .
circonférence de rayon 2 donc cette épicycloide et ses
courbes paralléles donnent la solution générale du pro-
bléme proposé. On peut dire encore que toutes ces
trajectoires orthogonales sont les développantes d’unc
méme épicycloide.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Goffart, Moret-
Blanc, Lez, Evesque.
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Question 1463
(voir 3° série,t. I, p.383);

Par M. BARISIEN,

Lieutenant au 141° de ligne, 4 Bastia.

De deux points situés sur 'axe des x et équidistants
de l'origine, on méne des tangentes i la conique repre-
sentée par U'équation

ax? +by? +2hxy —2x =o0;

prouver que les points d’intersection de ces tangentes
sont sur la conique

by + hxy —z = o.
(WoLSTENHOLME.)

La conique donnée passe par l'origine et est normale
a l'axe des x.

Soient « et 3 les coordonnées d'un point M du plan.
L’équation quadratique des tangentes menées du point
(2, ) alaconique donnée est

(ax® + by +o2hxy —ax)(ax?+b32+2ha3 —2a)

—[aaz+ b8y + h(2y - Bx) — (z + a)]2 = o.

En faisant y = o, nous avons I’équation aux abscisses
des points d’intersection de ces deux tangentes avec
I’axe des x,

(az? —a2x)(ax®+ bB2+2hal —22)
—[z(az+Bhr—1)—a]2=0
ou, en réduisant,
z?(abf2 — B2A? + 28k —1) —22(bP2 + hafl — a) — 22 =o.

La condition pour que les deux racines de cette équa-
tion soient égales et de signe contraire s’exprime par

la relation
b2+ hap —z=o.
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Les points (2, 2) se trouvent donc bien sur la courbe
by? - hxry —x =o,
qui est unc hyperbole passant par 'origine, et normale
a Paxe des .

Question 1188

(voir 3" série, t. 1L. p. 351);

Pir M. N. GOFFART.

Décomposer en deux facteurs du second degré le
premier membre de Uéquation
rv—+—Ard~Bax2+ Cor—+— D =o,

ou U'on suppose
AYD =C.

(Francesco BorLeryi.)
On a immédiatement

(.1'2 -+ %J‘-‘r- \/l—)>2

= z* —1-:\1"'—1‘< 2\/1))+1\\/Dx-—
=&t~ A3+ Br2+ Cr+ D — 22 <-¥—1—z‘/[)—-8)
4
donce
xr- Axd+ Ba2+ Cx+ D

= (e 2o yD) _z<§ +2¢5_1;>

\

O O N et
ST PSS

2

Chaque facteur de ce produit peut a son tour sc dé-
composer en deux facteurs du premier degré; en grou-
pant ces derniers deux a deux, on ales deux autres dé-
compositions. '
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Remarque. — L’équation proposée prend la forme

des équations réciproques si 'on pose x
devient

_‘yi/f)', elle

= ")")— =Y +~1=0.

/B VD~
Elle se résout donc aisément au moyen des deux équa-
tions du second degré

A

" A 2¢1)_1z
2y — = I=0
7 (\z% Vs ™ )*

J:er(—ét\/ﬁ —1'-2\/_13—}3)—‘,—\/1_):0,
: i

dontles premiers membres sont précisément les facteurs
déja trouvés.

ou

Note. — La méme question a ¢L¢ résolue par MM. Moret-Blanc;
Realis; Pisani; ¢t G. Richard.

Question 1192

(voir 3° sérle, t. [I, p. 352);

Pir M. N. GOFFART.

Soit O un point intérieur ¢ un triangle ABC, dé-
montrer que

OABC ___  OB.CA __ 0CAB
“in(BOC —BAC) _ sin(COA — GBA)_ sin(AOB — ACB)' ’

(J. Brirz, B.-A.)

Les droites AO, BO, CO rencontrent le cercle circon-
serit au triangle ABC en des points A', B, €' qui sont
les sommets d’un triangle dans lequel les angles A’ B,

(') Le lecteur est prié de faire la figurve.



( 444)

C' sont précisément les différences
BOC — BAC, COA —CBA, AOB — ACB.

Or les triangles AOC et A’OC’ sont semblables; et il
¢n est de méme de AOB, A’'OB'. Donc
AC _OC AR _ 0N’
AGCTO0A % AB T OB
Multipliant membre & membre, il vient, aprés trans-

position,
OB.AC _ OC.AB
A'CT T AR

En considérant le couple des triangles BOC, B'OC/,
avec chacun des précédents, on a de méme

OA.BC _OB.CA OC.AB

Bl Cl - C/ A/ - Al Bv

Remplacant B'C/, C'A’, A'B’ par les quantités propor-
tionnelles sinA’, sinB', sinC’, on a la relation deman-
dée.

Note. — La méme question a éLé résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1493

(volir 3° série, t. III, p. 332);

Par UN ANONYME.

On suppose que les cotés a, b, ¢ d’un triangle sont
multiples du rayon r du cercle inscrit, et l’on donne
la somme a® + b% + c® de leurs cubes; trouver les
valeurs de ces cotés.

Par hypothése: a=2r, b= 3r, c=vyr, 2,3, étant
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des nombres entiers. Par suite,

a+-b+c <1+§+‘(>
—— ou p=(—=T" 1)
2 2
a= B—-———+~‘~“>r
p—a= 1 :

p_b:(°L‘.*“£__B>,-,

En remplacant p, p —a, p — b, p — ¢ par ces ex-
plag Pyl ’ ] I
pressions dans la formule connue

- pri=(p—a)p—>b)p—ec),
il vient

(14—3—4—7\)"3: (B4 —a)a+r—B)a+B—)r,
2 / 8 >

d’ou
a8+ =@ +7v—0)(2+v—=8)(a+B—7)
()u, cn posaut

() Bry—am)=A, (2+7—3) =B (2+B—y)=¢C,
(2) 4(A+B-+C)= ABC,

Il est facile de conclure des égalités (1) et (2) que A,
B, C sont nécessairement des nombres pairs.
Les nombres A, B, C ne peuvent éire égaux; car les
égalités A = B = C donneraient
12A = A3,
d’ou
A2 =12,
et A serait incommensurable.
Soit A le plus grand de ces trois nombres, on aura

A+-B+C<3A
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et par suite
ABC <12A; BC <12
D’autre part, I’équation (2)

4(A+B+C)=ABC
revient a
4(B+C)=(BC —4)A;
et sous cette forme clle donne BC > 4.
Or le produit BC des deux nombres pairs B, G étant
compris entre 4 et 12 est nécessairement égal a 8. Donc,
en supposant B> C, on a

B=1{1 et C=n9, dou A=60.

En remplacant A, B, C par 6, 4, 2, on tire des équa-
tious (1) :
r=3 B=4, =5
d’'on
a=3r, b=4r, c=5r
ct
@b bd 4o cd = (33 {3+ 53) 3 = (6 7).

Par conséquent, en nommant s la somme donnée,
égale & a® + 03 + ¢ on aura
. 3
(6rpy=s, r= \
ct
3= 43~ 53
a= ys, b==\s, ¢c==
A A ¢
La question est ainsi résolue.
Si, comme exemple, on suppose

s = 1839 =183,
il en résultera

Note. — La méme question a ¢été résolue par M. Moret-Blanc.



