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CONCOURS GENERAL DE 1885,
MATHEMATIQUES SPECIALES
(voir 3* serfe, t IIl, p 207):
Par M. FONTENE,
Professcur au Collége Rollin.

D'un point P, pris sur une normale en un point A
d’un /)m'abol()'l'({e el/ipli(/ue, on peul mener « la surface
quatre autres normales ayant pour pieds les points B,
C,D,E:

19 Trouver Uéquation de la sphére S passant par les
quatre points B, G, D, F;

2° Trouver le lieu des centres | des spheres S quand
le point P se déplace sur la normale aw point A, ainsi
que la surface engendrée par la droite PI.

Je démontre d’abord le théoreme suivant, analogue
au théoréme connu de Joachimsthal surles normales a
Pellipse, et que je crois nouveau. La démonstration
s’applique au théoréme de Joachimsthal.

TuéorkME. — Si d’un point P on méne & une surface
du second degré les six normales dont les pieds sont
A, B,C, D, E, I, les cing points B, C, D, ¥, I, et le
point A" diamétralement opposé au point A sont sur
une infinité de surfaces du second degré ayant leurs
axes paralléles a ceux de la surface donnée; par suite,
sur trois surfaces de révolution du second degré, dont
“les axes sont ])(II'{l[/("[P.V a ceux de la surface donnée.
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Soit I'cllipsoide représenté par I'équation

xr? }/2 22
(1) ARt —I=0

Les coordonnées x, y, z du pied d’une des normales
vérifient I'équation (1); les coordonnées xq, 5o, zo du
pied A donnent en particulier

(2)
Retranchant cette équation de la précédente, on a

(3) 2(.7‘—.7'0)(.7'—}—.7‘0):0

a?

Soient x4, ¥4, 2, les coordonnées du point P’; on a

.’I‘l—‘l‘-‘}’i-—y _ 51—5__/”
= = = K,

r |4 3
a I P
en particulier,
Ty —Xy My —JFo _ S1— R0 _ feo -
= = — =FNo;
il Jo s
a? 02 c?
on cn lire
k (a2 +k)
ry= Z\l+ =)= T—7—>
a a=
_ o\ _  a?+k
Ty =Xy l+-(§ —J")—a—2——7 teey
d’ou
N x _ar+ky
! Ty at+ Kk’
On a, par suite,
r—ux, ho— Kk
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L’équation (3) devient, en divisant par ko — &,

(X +xy)
(5) F @k =

Il est facile de voir que la division par &, — & sup-
prime le point A; en effet, si 'on suppose le point A
donné par ses coordonnées xy, yo, Zo, €t le point P sur
la normale en A donné par le paramétre ko, les équa-
tions (4) donnent x, ¥, z en fonction de &3 I'équation (3)
est alors une équation en & qui donne les pieds des six
normales, et, en supprimant le facteur &y — k, on sup-
prime le point A.

L’équation (5) est donc celle d’une surface du second
degré qui passe par les cingq points B, C, D, E, F; il est
visible qu’elle passe par le point A’. Or cetie surface a
ses axes paralléles 4 ceux de la surface donnée, et celle-ci
contient également les six points B, C, D, E, I, A’. Donc
ces six points sont tels qu’il y passe une infinité de sur-
faces du second degré ayant leurs axes paralléles a ceux
de la surface donnée; ce qui constitue un théoréme,
puisque les directions des axes font trois conditions.

Parmi ces surfaces, la surface (5) est celle qui passe
au centre O de la surface donnée; son centre est le mi-
lieu de OA'. ’

Parmi ces surfaces, il y a encore trois surfaces de
révolution dont les axes sont respectivement paralléles
aOx, Oy, Oz. Comme une telle surface ne dépend que
de cinq paramétres, trois pour le centre, deux pour les
longueurs d’axes, elle est déterminée par les cing points
B,C, D,E, F, et le fait qu'elle passe en A’ constitue
un théoréme.

On a facilement les équations de ces surfaces de révo-
lution, par exemple de celle dont I'axe est paralléle a

2

Owx. Il suffit d’éliminer 3 2 et z2 entre les équations (1)
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et (3) et lidentité 2+ 22— (y* 4 32) =03 ce qui
donne

| 1 [ - (y2=-32)
1 1 x?
= -— — —1
b2 2 a? =o.

I 1 z? _*_y ror
b2(b2 4 Ly) c2(ct+ky) a(at-+hy) LudaZ(az—+ ky)

Cas du paraboloide. — Dans ce cas, 'un des pieds
de normale est & l'infini sur I’axe; et on a a faire deux
hypothéses.

Si le point A est un des pieds a distance finie, A’ est
al'infini sur I'axe, etla surface analogue a la surface (5)
contient les quatre pieds a distance finie, B, C, D, E,
le pied I' a Pinfini, et le point A'.

Le paraboloide ayant pour équation

; -+ ;} —2r =0,
un calcul analogue au précédent donne pour I'équation

12 32

de cette surface (')

5(5+ 355)
q0q + ko)

y(y+14)
Pp — ko)

(7) “+92 =o0.

C’est un cylindre. Les surfaces du second degré qui
passent par la courbe commune sont des paraboloides,
parmi lesquels est un paraboloide de révolution dont
I'équation est

‘y'l—i-:.?— 2p + g+ ho)r —(q =+ /co)'l’i—y
(8) ¢ o 2
( “‘(P+/l'o)f§f—2(/)+/ro)(r/-:—ko):o.

(') On pose
&£y -— Ly

' Vo S
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Les deux autres surfaces de révolution sont des cy-
lindres paraboliques.

Si, au contraire, le point A est le pied i I'infini, A’ est
le sommet du paraboloide; la méthode précédente n’est
plus applicable. Mais, des trois surfaces de révolution
qui contiennent alors les cinq points B, C, D, E, F, et
le sommet du paraboloide, celle dont I'axe est paralléle
a I’axe du paraboloide est connuc et s’obtient par le
calcul suivant.

L’équation du paraboloide étant

RS s?

T 22 = o,
le point P ayant pour coordonnées xy, y,, 2y, les picds
des normales sont déterminés par les relations

rN—T _yi—¥ _ &—3
-ty 3

r q

’

on en conclut, en tenant compte de I'équation du para-

boloide,

2.0(r—2)+y(Y1—yY)+355—5)=0

ou

(9) 222+ )%+ 52— (22,7 + )1 ¥ + 515) =0,
équation d’une surface de révolution autour d'un axe
paralléle a Oz, et qui passe au sommet du paraboloide.

Cette surface de révolution donne facilement les deux
autres.

On peut remarquer qu’eclle passe au point P, et que
son centre est au milicu de OP.

Elle est indépendante des parametres du paraboloide.
et forme un licu géométrique.
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Remarque sur une surface qui passe par les pieds de

quatre des normales. — L’équation (5) peut s’écrire
xxo(z + T
(10) 2x(Z +T0) _
arx,

forme symétrique en x et x,.
~e 19 .. ’ ’ ' , .
Si P'on désigne par x, y,, z, les coordonnées du pied
~ 1 . . X
F d’une seconde normale issue du point P, on a de méme
la surface

xrxy (v + .1
(ll) E 0( - o) —
a*xr,

0,

qui conticent les cinq autres pieds.
Les quatre pieds B, C, D, E sont donc sur les surfaces
(10) et (11). Retranchant, on a

=o,

T ) oo — )

a*ar,
xro+
- .Z‘<.T+ 0 . |)>
Ly —Ty) —————" L =.
21( 0 o) a*.r,
Oron a
ro(a+ ko) = atry,
| zh(ar+ ky) = atxy;
.
d’ou

'

xror,
ax,

xo— &y = (ks — ko)
L’équation devient, en divisant par Ay — &,

X0 xo—+ @
(12) ‘;, aﬁ,;’:r(-r+ —0—2—0> =o,
1

équation d’une surface dont les axes sont paralléles a
ceux de la surface donnée, et qui conticnt, outre les
quatre points B, C, D, E, le centre O de la surface
donnée, ct le point k symétrique du milieu de AF par
rapport a ce centre; son centre est le milieu de OK.
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Equation de la sphére qui passe par quatre des six
pieds de normales.’— Les quatre pieds B, C, D, E sont
sur les trois surfaces a axes paralléles (1), (10), (11). En
éliminant x2, y*, z* entre les équations de ces trois
surfaces et 1'identité

24 Y2+ 32— (22 + Y2+ 32) = o,

on aura I'équation de la sphére qui passe en B, C, D, E.

Dans le cas du paraboloide, A étant un des pieds a
distance finie, F le pied a Uinfini, il suffit d’ajouter les
équations (8) et (g). Mais, comme I’équation (9) contient
les coordonnées xy, y, 24, et qu'on a posé

zy=x0— ko,
p+ky
Da——4
pP
o q+k
=5y
q

ri=x
S1
on y remplace d’abord &y, yy, z, par ces valeurs.
On obtient {inalement
‘ 2(22+y2+ 52) —ax(xo+p+q)

[ -"(P‘*'q-l“‘lko)(}'%}—,-i— z—ff) —2(p -+ ko)(g + ko) =o.

Application au probléme du concours général. —
On trouve immédiatement, pour le licu des centres I,

c’est-a-dire une droite paralléle au plan y Oz et rencon-
trant Oux.

Quant a la droite PI, elle décrit un paraboloide. En
cffet, les points P et I décrivent deux droites, et leurs
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coordonnées montrent qu’ils sont liés homographique-

ment, de¢ maniére a4 donner une génératrice a 'infini.

Dailleurs, si I'on méne par Porigine des parallcles

aux droites PJI, le lieu de ces paralléles donne le plan
dirccteur

r b T
P g




