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ETUDE DE DEUX SYSTEMES SIMPLES DE COORDONNEES TAX-
GENTIELLES DANS LE PLAN : COORDONVEES PARALLELES
ET COORDONNEES AXIALES (*);

P M. Muvrice D'OCAGNE,
El¢ve-Ingénieur des Ponts ct Chaussées.

1. L’éwude que nous allons présenter se rapporte a la
(xéométrie plane.

(') Rappelons ici que les coordonnées tangentielles que Clebsch
appelle les coordonnees lignes sont les inverses de l'abscisse et de



(411)

Nous avons choisi, parmi les trés nombreux systémes
de coordonnées tangentielles que I'on peut considérer,
les deux qui nous ont paru les plus simples, 1'un corres-
pondant aux coordonnées rectilignes ordinaires, ’autre
aux coordonnées polaires, et nous les avons étudiés avec
quelque détail; ce travail, ou se trouvent exposés nos
principaux résultats, constituc donc, pour ainsi dire,
I'esquisse d’un Traité de Géométrie analytique fondé sur
I’emploi des coordonnées spéciales que nous envisageons.
Aussi n'insistons-nous que sur les points ou ces coor-
données offrent quelque particularité, laissant de coé
les propriétés communes a tous les systémes de coor-
données tangentielles, qui ont souvent été exposées et
que chacun connait.

Cette étude nous a en outre conduit a une méthode
de transformation géométrique qui est exposée dans les
§§ IX et X.

Qu’il nous soit enfin permis d’attirer 'attention du
lecteur sur la courbe dont I'étude assez détaillée fait
Pobjet du n° 50, et qui donnera lieu, sans doute, a de
nouvelles remarques.

COORDONNEES PARALLELES.

I. — CoORDONNEES DE LA DROITE.

2. On donne deux points A et B, dits origines des
coordonnées, et, par ces points, deux droites paralléles
Au et By, dites axes des coordonnées (fig. 1).

Pordonnée A l'origine d’une droite rapportée & deux axes concourant,
Oz et Oy; on les désigne d’habitude par les lettres w et ¢; les coor-
données que nous désignons plus loin par ces deux lettres <ont diffé-
rentes des précédentes.
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Ou porte sur les axes des segments AM=u et
Fig. 1.
u/, v/
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BN = ¢, comptés positivement dans le sens de A vers
u, et de B vers ¢, et négativement dans ’autre sens. On
détermine ainsi deux points M et N. Les longueurs u et
v, prises avec leurs signes, seront dites les coordonnées

de la droite MN.

3. Angle d’une droite quelconque avec 'axe AB des
origines. — Les constantes particuliéres a chaque systéme
de coordonnées sont 'angle § que les axes de coordon-
uées font avec I'axe des origines, et la distance d de ces
origines.

‘Voyons comment, en fonction de ces quantités ct des
coordonnées u et ¢ d’une droite, s’exprime I'angle a que
fait cette droite avec I’axe des origines.

Fig. 2.

Menant par le point M ( fig. 2) la parallele MP a AB,
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on a
sinNMP l\JP o sinz _e—u
simMNP ~ MP " sn(0—=)  ~ a4’
d’oul’on tire aisément
(¢ —u)sinh

tang o — -—————— .
(0 ang« d—+(v--u)cosh

4. Angle de deux droites. — a et o étant les angles
que ces droites font respectivement avec 'axe AB, on a

V=o —a.
Appliquant alors la formule

tangoa' -— tang«

tangV _
1--tanga'tangx

on trouve

d[(¢' —u') — (¢ — u)] sin®

() tangV = (v —u)y—u)+d[(vV—u)--(v—u)]cosh’

La condition de parallélisme de deux droites est donc
(3) o' —u' =9y —u,
ce qui était évident a priori, et la condition de perpen-
dicularité,
(4) @+ —u)o—u)+d[(v—u)+ (v —u)]cosd =o;

si'angle 6 est droit, cette derniére condition se réduit a

4" d2+ (v — W) (v —u)=o.

5. Droite mojenne. — Etant données des droites
(wiy ¢4)y (229 92)y «++y (Umy ¥m) en nombre quelconque
m, nous appellerons droite moyenne de ces m droites
celle dont les coordonnées sont

Uy~ Uy ..o+ Uy et Vg == Py v gy
m m

On voit que cette droite (D) est telle que, si une sécante
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parallele aux axesla coupe au point D et coupe les droites
données aux points Dy, Dy, ..., Dy, le point D est le
centre des moyennes distances des points Dy, Dy, ..., Dyp.
Nous exprimerons ce fait en disant que la droite (D) est
moyenne des droites données par rapport a la direction
de cette sécante.

.

Transformation des coordonnées.

6. Changement de l’axe des origines. — On prend
8 5 P
pour nouvel axe des origines une droite A, B,, déter-
minée par ses coordonnées AA, =a et BB, =54. Les
ormules de transformation sont, dans ce cas
{ les de transf t t, d ,

(5) U= uy+ a,

(5") v =1¢; + b,

« ct ¢ étant les coordonnées d’'une droite rapportée aux
origines A, B, et «, et ¢, les coordonnées de la méme
droite rapportée aux origines A, ct By.

7. Changement des axes de coordonnées paralléle-
ment « eux-mémes, en conservant le méme axe des
origines. — Soient Au et Bv les anciens axes, A u, et
B, v, les nouveaux ( fig. 3).

Fig. 3.

u Uyl v Ty

Appelons x la distance de Au et A, u,, comptée paral-



lelement a AB et 3 la distance de By et B, ¢,. La simili-

tude des triangles MM, Q, NN, R et M, N, P, donne

Wm—u __ o= V1 — Uy

i % B 3 »d—i—Q»—a’
d’ou l'on tire

_{d+=B)uy—avy

(®) “ P p—
et
(6') “:(d——'x)vi+$u,.

d-+3—a

8. Changement des axes de coordonnées dans une
direction quelconque, en conservant les mémes ori-
gines.— Soient Au et Be les anciens axes, et Au, et By,

les nouveaux (fig. 4). On a, dans les triangles AMM,
et BNN,,

u ¢ sin( 6, — ) sinf; — cosf, tangx

1, ¢, sin(b—ax)  sinB —cosOtangz ’
or
¢ (¢ — uy)cinf
angr = ———— 1
! d = (vy— uy) cosby
on en déduit, apres réduction,

u © dsinf;
w; vy dsin®—(vg—ug)sin(h—

(7
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Cette substitution, faite dans une équation algébrique
I'(u, v) = o, n’altére pas le degré de cette équation, non
plus que les deux premiéres substitutions, ce qui devait
avoir licu.

9. Transformation génerale. — Toute transforma-
tion peut se décomposer en plusieurs autres qui rentrent
dans les cas précédents.

Soit, par exemple, a passer d’un systéme (A u, Bv) a
un autre (A uy, By¢,) qui lui est paralléle.

Appclons A, et B, les points ou la droite A, B, coupe
respectivement Au et Be. Nous passerons du systéme
(Au, Bv) au systéme (A,u, B,¢) par la premiére trans-
formation, puis du syst¢tme (A,u, B,¢) au systéme
(Ayuy, Byvy) par la deuxiéme.

Soit maintenant a passer du systéme (Au, By) a un
systéme (A, uy, B,¢,) quelconque.

Appelons A, le point de rencontre de Auet Ayu,, By
le point de rencontre de By et B, v,. Nous passerons du
systtme (Au, By) au systéme (A,u, Byv) par la pre-
miére transformation, puis du systéme (A,u, Byv) au
systéme (Apuy, By, ) par la troisiéme, et enfin du sys-

téme (Asu,, Byvy) au systéme (A, u,, B,¢,) par la pre-
micre.

II. — EquaTion pu porint.

10. Si I'on considére un point fixe P et une droite
variable MN passant par ce point, il cxistera entre les
coordonnées de cette droite une relation qui sera Iéqua-
tion du point P.

Cette relation est facile a établir. Tirons AP et BP
(fig. 5), et posons

AA'=2 DR =38
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Nous aurons, pour une position quelconque de la droite
MN,

BN _ AM
MA’ = NB’
ou
v B—v
1i—w  u
Fig. 5
u v
v

ou encore
u 14

= =1,

B
telle sera I’équation du point P.

11. Réciproquement, toute équation du premier degré
représente un point. Soit, par exemple,

Au+Byp+C=o0

une relation a laquelle satisfont constamment les coor-
données de la droite MN. On voit facilement, et c’est
d’ailleurs un résultat bien connu, que la droite ainsi
définie passe constamment par le point P tel que, si Pp
est paralléle aux axes de coordonnées, on a

pA__ B
y_._ —G
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Pour que le point P soit sur I'axe des origines, il faut
que ~, et par suite C soit nul. L’équation d’un tel point

est done
Aw—+~Bo—=o.

Pour que le point P soit a I'infini, il faut que v soit
infini, ct par suite que A + B =o.
Sile point P est sur Au, son équation se réduit a
ANu—+C=o0;

sur By,
Bet G — o.

Coovdonnées de la droite AP,

W == 0, o= -

coordonndes de Ia droite BP,

Pour le point a infini dans la direction des axes,
A =0, B=0; I'équation de cc point sera donc € = o.

12. Si Péguation du point est mise sous la forme

U = Iy —--n,
on a

n=J\\" ¢t m-="=.

Remarquons enfin que, si A et B sont de méme signe,
le point P est entre les axes de coordonnées; s’ils sont
de signes contraires, le point P est en dehors de ces
axes.

13. Point de rencontre de deux droites. — Soient
les droites définies par les coordonnées (u,, ¢,) et

(s v2). On a immédiatement, pour Péquation de leur



point de rencontre,

u [ 1
(10) Uy ¢y 1| =0
Uy ¢o 1
ou
w—u ¢ —
. !
(10") -t - 1.

Usg— U $g— 0y

14. Condition pour que trois droites passent au

méme point. — Cette condition sera, d’aprés ce qui
précede,
w, ¢y 1
(n Uy ¢2 1 |=o.
Luy o3 0

15. Equation générale des points situés sur une
droite donndée. — Si u, ct v, sont les coordonnées de la
droite donnée, I'équation de tout point situé sur cette
droite sera de la ferme

(12) w— 1y = h(¢ — ),

P\
PN’

% étant égal a

16. Distance de deux points. — Soient (fig. 6) deux
Fig. 6.

[ ————

voints P ¢t P’ ayant pour équations
I y I} {

Au-+~Be+C=o0
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ANu+Bova+- 0O =o.

Menons par les points P et P’ les paralléles Pp et P'p/
aux axes, ct par le point P’ la paralléle P'Q a AB; nous

aurons
PP'? = 32 = PQ2 4+ P'Q2 -4 2PQ.P'Q cosb;
or
—c —C

—PPp—VPp = ——  —_-
PQ="Pp—1 A+B A +B’

ct, en appelant d la distance AB,

) , Bd Bd
PQ=Ap—Ar=x 3~ 31’

done
. ( c_ oy l-z( BB
s =armB~axp) TC\TTB T AW
' ) 9 0% B B\ eos
' I WK F il vy T L\ ey Ry ey O :

17. Distance d’un point & une droite. — Soient le
point P dont P'équation est

o)

Au+Be+C=o,

ct la droite MN dont les coordonnées sont u, ct v,

u v

(fig. 7). Abaissons du point P la perpendiculaire PH

sur MN, et menons parallélement aux axes la droite Pp
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qui coupe MN au point P'. Nous avons
PH = PP'sinPP'H = (Pp — P'p) sin(0 — 2),

a étant I’angle de la droite MN avee AB.

Or nous avons vu que
—C

) — .
Pr= 773’

pour P’p, on a
Pp—u Ap B

oi—u, AB T ALB

b

d’ou
Py — Auy+ Bey
=R
enfin on a
sin( —a) d
sinx T ei—uy
d’on
d <inf)
tang (b —2) = 03 — Uy + d cosl
ct

(lsin

V2 + (v — w2+ 2d (v — uy) cosh

sin(0 —2) ===

1l vient, par suite, pour I'expression de PH,

(Auy+Beg+ C)dsind
(A +B) V2 +(v;— 1)+ 2d(v, — uy)cosh

(1) PH==F¢

Si I'on veut, par exemple, la distance ¢ de I'origine A
ala droite (u,, v,), on aura, en appliquant la formule
précédente,

N ) wydsinf)
(1§  d==F : .

V2 (0y— ul 24+ 2d(vy— uy) cos0

18. Droites et points imaginaires. — Nous appelle-
rons droites imaginaires les droites dont les coor-
données seront de la forme

u=a-+bi, v=c+di.

Deux droites seront dites imaginaires conjuguées
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quand leurs coordonnées seront respectivement conju-
guées. La premiére aura pour équation
u=a-+bi, v=c—di;

la seconde
u=a—"bi, v=c—dt

La droite médiane de deux droites imaginaires conju-
guées est réelle; ses coordonnées sont en effet a et c.

Le point de rencontre de deux droites imaginaires
conjuguées est réel; son équation est, en effet,

v—c—di  u--a—bi
2.dr - 20
ou
f—c u—a
d T T

Un point est dit imaginaire lorsque les coeflicients de
son ¢équation sont imaginaires :

(A--Biju—(C--DO¢e—LE+TFi=o.
Point imaginaire conjugué
(AN —BHu+(C—=D)e+-E—=TF/(=o.
Fn éerivam les équations
\t+~Co—LE—iBu--D¢—F)=0
A\ —Co -E—UBu—Dv+T)=o,

on voit que ces deux points se trouvent sur la droite qui
joint les points réels dont les équations sont

A\e-~-Cov—LE=0 e Bu—+Dv+F =o.
19. Tutorimr. — 7oute équation homogeéne de

(IPgl'é men uet l'eprésente un .f‘)'.stéme dB m ’)Ol.lll‘
, . . . . , s ..
I'F(’l\ ou ”H(lgllll’lll'(“ sttues sur [ axe (]P." orzgmes.
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Nous exprimerons ce fait en disant qu'une telle équa-
tion représente une ponctuelle située sur l'axe des ori—
gines. (A suivre.)



