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ETUDE DE DEUX SYSTÈMES SIMPLES DE COORDONNÉES TAN-
GEMÏELLES DANS LE PLAN : COORDONNÉES PARALLÈLES
ET COORDONNÉES AXIALES H ;

Pvu M. MVURICE D'OCAGNE,

Elève-Ingénieur des Ponts et Chaussées.

1. L'étude que nous allons présenter se rapporte à la
Géométrie plane.

(!) Rappelons ici que les coordonnées tangentielles que Clebseli
appelle les coordonnées lignes sont les inverses de l'abscisse et de



Nous avons choisi, parmi les très nombreux systèmes
de coordonnées tangentielles que l'on peut considérer,
les deux qui nous ont paru les plus simples, l'un corres-
pondant aux coordonnées rectîlignes ordinaires, l'autre
aux coordonnées polaires, et nous les avons étudiés avec
quelque détail ; ce travail, où se trouvent exposés nos
principaux résultats, constitue donc, pour ainsi dire,
l'esquisse d'un Traité de Géométrie analytique fondé sur
l'emploi des coordonnées spéciales que nous envisageons.
Aussi n'insistons-nous que sur les points où ces coor-
données offrent quelque particularité, laissant de côté
les propriétés communes à tous les systèmes de coor-
données tangentielles, qui ont souvent été exposées et
que chacun connaît.

Cette étude nous a en outre conduit à une méthode
de transformation géométrique qui est exposée dans les
§§ IX et X.

Qu'il nous soit enfin permis d'attirer l'attention du
lecteur sur la courbe dont l'étude assez détaillée fait
l'objet du n° 50, et qui donnera lieu, sans doute, à de
nouvelles remarques.

COORDONNÉES PARALLÈLES.

I. — COORDONNÉES DE LA DROITE.

2. On donne deux points A et B, dits origines des
coordonnées, et, par ces points, deux droites parallèles
Au et By, dites axes des coordonnées (fig. 1).

l'ordonnée à l'origine d'une droite rapportée à deux axes concourant,
Ox et O y; on les désigne d'habitude par les lettres uet v; les coor-
données que nous désignons plus loin par ces deux lettres '-ont diffé-
rentes des précédentes.



Ou porte sur les axes des segments A1\I = « et

BN = y, comptés positivement dans le sens de A vers
M, et de B vers p, et négativement dans l'autre sens. On
détermine ainsi deux points M et N. Les longueurs u et
v, prises avec leurs signes, seront dites les coordonnées
de la droite MJN .

3. Angle d'une droite quelconque avec Vaxe AB des
origines. — Les constantes particulières à chaque système
de coordonnées sont l'angle 6 que les axes de coordon-
nées font avec l'axe des origines, et la distance d de ces
origines.

Voyons comment, en fonction de ces quantités et des
coordonnées u et v d'une droite, s'exprime l'angle a que
fait cette droite avec l'axe des origines.

Fig. 2.

Uj V,

Menant par le point M (fig. 2) la parallèle MP à AB,



on a
sinNMP NP

= ITTF: ousinMNP MP sin(6 — a) ~~ d '

d 'où Ton tire aisément

(v — u) sin6

4. sangle de deux droites. — a et a' étant les angles

que ces droites font respectivement avec Taxe AB, ou a

V = a' — a.

Appliquant alors la formule

tangV= tangc^-tang^
i -»- tanga tanga

on trouve

d\(v'—u' ) — (v— wY
—

) t «in °" V —

° d2-^ {v' — u'){v — u) -+- Ö?[(P' — M7) - - ( y — w)J C O S

La condition de parallélisme de deux droites est donc

(3) v'— u' = v — M,

ce qui était évident a priori, et la condition de perpen-

dicularité,

(i) d2 -h (V— u'){v — u) -h d[(v' — u') -+- (v — u)] cosô = o;

si l'angle 6 est droit, cette dernière condition se réduit à

(4') d2-\-(v'—u'){v — u) = o.

o. Droite moyenne. — Etant données des droites

(a4, pj), (M2, e2), . . . , (ww, T̂O) en nombre quelconque

m, nous appellerons droite moyenne de ces m droites

celle dont les coordonnées sont

Ity -L- lt2 -h . . . - h î// ; l *>1 ^ 2 — « • « ^//f

On voit que cette droite (D) est telle que, si une sécante



parallèle aux axes la coupe au point D et coupe les droites
données aux points D4 , D2, . . . , DOT, le point D est le
centre des moyennes distances des pointsDMD2 , . . . ,D W .
Nous exprimerons ce fait en disant que la droite (D) est
moyenne des droites données par rapport à la direction
de cette sécante.

Transformation des coordonnées.

(). Changement de Vaxe des origines. — On prend
pour nouvel axe des origines une droite A4 Hj, déter-
minée par ses coordonnées ÀA{ = a et BB4 = b. Les
formules de transformation sont, dans ce cas,

( 5 ) u — Ui -+- a,

( -V) v = ('i -+- b,

a et v étant les coordonnées d'une droite rapportée aux
origines A, B, et u{ et V\ les coordonnées de la même
droite rapportée aux origines A{ et B].

7. Changement des axes de coordonnées parallèle-
ment à eux-mêmes, en conservant le même axe des
origines. — Soient Aa et Bt» les anciens axes, Ksuh et
\ï\\>\ les nouveaux ( fig, 3).

Fig. 3.

Appelons a la distance de Au et A, w,, comptée parai-



lèlement à AB et ^ la distance de Bv et B, v{. La simili-
tude des triangles M M , Q , NN,R et M,N,P, donne

d'où

(6)

et

(6 ' )

l'on tire
y.

u =

p d -h p — o

(tf-+- P)z«, — a r t

rf-f- 3 — a

8. Changement des axes de coordonnées dans une
direction quelconque, en conservant les mêmes ori-
gines. — Soient Au et B^ les anciens axes, et A u{ et B*><

I1 /
// //

les nouveaux (fig. 4)« On a, dans les triangles AMtVJj

?/ v sinfO, — a) s i n O i — c o s O i t n n g a

sin(6 — a) ~ sinO — cosO tan» a

tan ira =

on en déduit, après réduction,

t/j "~ r^ " r/ pin 0 — O'i — " i ) ? i " ( ^i — ^ *



( 4 « ö )
Cette substitution, faite dans une équation algébrique

F( M, v ) = o, n'altère pas le degré de cette équation, non
plus que les deux premières substitutions, ce qui devait
avoir lieu.

9. Transformation génerale. — Toute transforma-
tion peut se décomposer en plusieurs autres qui rentrent
dans les cas précédents.

Soit, par exemple, à passer d'un système (Au, B^) à
un autre ( A< M15 B< V{ ) qui lui est parallèle.

Appelons A2 et B2 les points où la droite A<Bf coupe
respectivement Au et Bt>. Nous passerons du système
(AM, Bi') au système (A2u, Btç>) par la première trans-
formation, puis du système (A2w, B2f) au système
( A{ tin Bi V\ ) par la deuxième.

Soit maintenant à passer du système (Au, Hv) à un
système (A, utJ Bf ^4 ) quelconque.

Appelons A2 le point de rencontre de Au et A< u{, B2

le point de rencontre de Bp et B, v{. Nous passerons du
système (Au, B*>) au système (A2u, B2^) par la pre-
mière transformation, puis du système (A2w, B2y) au
système (A2M<, B2*^ ) par la troisième, et enfin du sys-
tème (A2Wi, B 2 ^ ) au système (A< u^ B< Vi) par la pre-
mière.

II. — EQUATIO» DU POIMT.

'10. Si Ton considère un point fixe P et une droite
variable MN passant par ce point, il existera entre les
coordonnées de cette droite une relation qui sera l'équa-
tion du point P.

Cette relation est facile à établir. Tirons AP et BP
{.fth- 5), et posons

AA'=a, DB'=- 3.



Nous aurons, pour une position quelconque de la droite
MN,

ou

BN
MA' ~

ç

a — u

Fie.

AM
NB7

u

5.

7/K
|B

ou encore

telle sera l'équation du point P.

11. Réciproquement, toute équation du premier degré
représente un point. Soit, par exemple,

une relation à laquelle satisfont constamment les coor-
données de la droite MN. On voit facilement, et c'est
d'ailleurs un résultat bien connu, que la droite ainsi
définie passe constamment par le point P tel que, si Vp
est parallèle aux axes de coordonnées, on a

(8) ^ = - 5 ,

(9)
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Pour que le point P soit sur l'axe des origines, il faut
que y, et par suite C soit nul. L'équation d'un tel point
est doue

A u -4- \\v — o.

Pour que le point P soit à l'infini, il faut que y soit
infini, et par suite que A H- "B = <>.

Si le point P est sur A//, son équation se réduit à

A u -~ ( : — o ;

Coordonnées de la droite AP,

coordonnées de la droite ISP,

C
r = "• " • — v

Pour le point à l'infini dans la direction des axes,
A — o, B — o *, l'équation de ce point sera donc C = o.

12. Si l'équation du point est mise sous la forme

on a

n — A V et m —- —̂̂  •

Remarquons enfin que, si A et B sont de même signe,
le point P est entre les axes de coordonnées-, s'ils sont
de signes contraires, le point P est en dehors de ces

13. Point de rencontre de deux droites. — Soient
ies droites définies par les coordonnées (u{, <»| ) et

("2i *':>)• O'1 a immédiatement, pour l 'équation de leur



poin t

d o )

ou

do')

de rencontre,

a —

U i' 1

'-

14. Condition pour que trois droites passent au
même point. — Cette condition sera, d'après ce qui
précède,

( I I )

15. Équation générale des points situés sur une
droite donnée. — Si uK et ^ sont les coordonnées de la
droite donnée, l'équation de tout point situé sur cette
droite sera de la forme

U — lt{ = 1(V —( 1 2 )

A étant égal à ^ 7 •

16. Distance de deux points. — Soient {fig. 6) deux

Fig. 6.

; Ke

points P et P' ayant pour équations
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('t
A'M + BV + C' = o.

Menons par les points P et F les parallèles Pp et F / /
aux axes, et par le point F la parallèle P'Q a AB; nous
aurons

PP'2 = 8* = 1>Q2 + P'Q24- 2PQ.P'Q cosO;
or

et, en appelant d la distance AB,

T),n , ., Bd IV d

donc

[ , / C G' y ../ U B'

17. Distance d'an point à une droite. — Soient le
point P dont l'équation est

et la droite MN dont les coordonnées sont M, et vK

(fig. 7). Abaissons du point P la perpendiculaire PH
sur MN, et menons parallèlement aux axes la droite P/?



qui coupe MN au point P'. Nous avons

PH = PP'sinPP'II ^ ( P ^ — Pf/?)sin(ô — a),

a étant l'angle de la droite MN avec AB.
Or nous avons vu que

Â + B'
pour Vp, on a

V'p—Ui _ A^ __ B
vx — iii ~ À B ~ Â + B '

d'où

enfin on a
sin(0 — a) _ d

si n a Vi — ii\

d'où
tang(0-»)=- ^

V\ — U\ -H <

et
sin(0 — a) = db -—===

11 vient, par suite, pour l'expression de PU,

- (A+ B)^ .

Si l'on veut, par exemple, la distance o de l'origine A
à la droite (u\* V\)> on aura, en appliquant la formule
précédente,

/., 'x 5 _ — Wir/sinO

18. Droites et points imaginaires. — Nous appelle-
rons droites imaginaires les droites dont les coor-
données seront de la forme

u = a -+- ùi, v = c 4- ö?i.

Deux droites seront dites imaginaires conjuguées
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quand leurs coordonnées seront respectivement conju-
guées. La première aura pour équation

u = a -+- bi, v = c — di;
la seconde

u = a — bi, v = c — de.

La droite médiane de deux droites imaginaires conju-
guées est réelle; ses coordonnées sont en effet a et c.

Le point de rencontre de deux droites imaginaires
conjuguées est réel; sou équation est, en effet,

t» — c — di if — a — bi
i di i bi

ou

Un point est dit imaginaire lorsque les coellicients de
son équation sont imaginaires :

(A -- Bi)u — (G — \M)v — E-r- Vi = o.

Point imaginaire conjugué

( V __ Hi)f/ + ( c _ Di)v-4- E —F/ — o.

Ru écrivant les équations

V t t - r C f - E — i\ B u — D v — F ) = o
et

\ u -T- G r - E — i( B u — 1) v -T- F ) = o,

ou voit que ces deu\ points se trouvent sur la droite qui
joint les points réels dont les équations sont

\ u -r- 0 v —- E — o et Btf-rDp + F = o.

19. THÉORÈMF. — Joute équation homogène de
degré m en u et v représente un système de m points
réels ou imaginaire* situés sur Vaxe des origines.



( 4*3 )
]\ous exprimerons ce Tait en disant qu'une telle équa-

tion représente une ponctuelle située sur l'axe des ori-
gines, [^-î suivre.)


