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SUR QUELQUES COURBES ENVELOPPES;
Par M. WEILL.

Considérons un point A qui décrit une courbe C, et
faisons correspondre au point A une courbe I'(A), qui
dépende du point A seulement, mais non de la tangente
cn ce point a la courbe qu’il décrit; lorsque le point A
décrit la courbe C, la courbe variable F(A) a une cer-
taine enveloppe E.

Ceci posé, menons au point A la tangente ala courbe
C, ct soient A’y A”, ... diverses positions du point A
sur cette tangente; a ces points correspondront des
courbes F(A), F(A’), ... qui admettront une certaine
enveloppe 9(A); si 'on remplace le point A par le
point B, et sil’on opére de méme sur le point B, on aura

une enveloppe 2 (B) correspondant aux courbes F(B),
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F(B'), ..., obtenues en déplacant le point B sur la tan-
gente a la courbe C menée au point B.

D’aprés la définition de la courbe F(A), on peut,
pour avoir le point ou cette courbe touche son enveloppe
E, donner au point A un déplacement infiniment petit
sur la courbe C, ou sur n’importe quelle courbe touchant
la courbe C en ce point Aj en particulier, sur la tan-
gente au point A ala courbe C; dans ce dernier cas, on
voit que le point ou F'(A) touche son enveloppe E est
un point commun aux deux courbes infiniment voisines
F(A), F(A'), et, par conséquent, appartient a la courbe
©(A); donc, enfin, la courbe E est I'une des enveloppes
des courbes o.

Ce théoréme trés général a des applications nom-
breuses; nous nous bornerons a des cas trés élémen-
taires.

ExevrerLe I — Etant données trois droites fixes OA,
OB, AB, un point M variable sur AB est le sommet d'un
parallélogramme OCMD dont les cotés sont paralléles a
OA, OB; on sait que la diagonale CD a pour enveloppe
une parabole tangente en A el B aux droites fixes OA,
OB.

Supposons que, OA et OB restant fixes, AB se déplace
en touchant une courbe fixe en un point M; quand le
point M se meut sur cette courbe, la droite CD corres-
pondante a pour enveloppe une courbe E. D’aprés le
principe général, cette courbe E est 'une des enveloppes
des paraboles variables tangentes aux droites fixes OA,
OB aux points A et B ou ces droites sont rencontrées par
les tangentes AB a la courbe licu de M. Appliquons ce
résultat a quelques exemples.

Premier cas. — Les droites OA, OB étant rectangu-
laires, AB touche en M un cercle ayant son centre en O;
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la droite CD a pour enveloppe une hypocyceloide a quatre
rebroussements; en eflet, elle est de longueur constante;
donc la parabole qui touche OA, OB en A ct B a pour
enveloppe cette courbe; on peut remarquer que son
sommet est le point ou elle touche son enveloppe; done
son axe enveloppe une hypocycloide 4 quatre rebrous-
sements. De la, diverses réciproques.

Deuxiéme cas. — Les droites OA, OB étant rectan-
gutaires ou obliques, AB enveloppe une hyperbole ayant
pour asymptetes ces deux droites; les paraboles dont il
s’agit ont pour enveloppe une hyperbole ayant les mémes
asymptotes; d’'ou, par transfermation homographique,
un théoréme.

Troisieme cas. — Les droites OA, OB sonl 'axe etda
tangente au sommet d’une parabole fixe, et AB est tan-
gente a cette parabole; les paraboles dont il s’agit ont
pour enveloppe une parabole, ayant méme sommet et
méme axe (ue la premiére et un paramétre quadruple;
d’on, par transformation homographique, un théoréme.

Quatrieme cas. — Les droites OA et OB sont une
tangente a un cercle et le diametre passant par le point
de contact, les paraboles tangentes & ces deux droites
fixes aux points ou elles sont rencontrées par une tan-
gente variable AB au cercle, ont pour enveloppe une
hypocycloide a trois rebroussements.

Exewmrre II. — Soit une courbe fixe C et un point
fixe F'5 en un point M de la courbe C menons la tan-
gente a cette courbe, et joignons ' a un point variable
A de la tangente, puis tracons la perpendiculaire AK a
la droite AL Lorsque le point A se meut sur la tangente,
AK enveloppe une parabole ayant F pour foyer et la
tangente comme tangente au sommet,

Lorsque le point M se déplace sur la courbe, les para-
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boles correspondantes ont pour enveloppe la courbe em-
veloppe des perpendiculaires menées par les différents
points M aux droites FM, FM', etc. Applications :

Premier cas. — La tangente au sommet de nos para-
boles variables enveloppe un cercle; I'enveloppe des
paraboles est donc une conique ayant pour foyer F; on
peut remarquer que le sommet a pour lieu un limagon
de Pascal ayant F pour point double. Ce théoréme a
diverses réciproques intéressantes.

Deuxiéme cas. — Des paraboles qui ont pour foyer
le point double d’une strophoide, et dont la tangente au
sommet enveloppe cette courbe, ont pour enveloppe une
parabole. La réciproque est la proposition suivante : Lors-
(u’une parabole touche une parabole fixe et a pour foyer
un point fixe pris sur la directrice, sa tangente au sommet
enveloppe une strophoide ayant ce point comme point
double. Sans qu’il soit nécessaire d’insister, on voit que
toute podaire négative donnera une enveloppe de para-
boles.

ExewrLe 11I. — Revenant au probléme de exemple I,
supposons que Penveloppe de CD soit unc courbe
connue, qu'elle touche en un point Kj a une position de
CD tangente ¢n K, correspond une parabole tangente
en A et B aux deux droites fixes OA, OB, le point M ou
la droite AB touche son enveloppe étant le sommet du
parallélogramme ODMC; de plus, cette parabole touche
en K la courbe enveloppe de CD; donc, de 'enveloppe
des paraboles, on pourra déduire celle de la droite AB.
En particulier, si I'enveloppe de CD, c’est-a-dire 'en-
veloppe de nos paraboles, est unicursale, il en sera de
méme de I'enveloppe de AB. Prenons les droites OA,
OB comme axes coordonnés, et soit

pr-i qy -1=20
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I'équation de CD; on aura
A f(P’ [1) =0,

relation qui définira 'enveloppe de CD; Penveloppe de
AB aura pour équation

Premier cas. — L’enveloppe de CD est une conique
quelconque. L’enveloppe de AB est une courbe du qua-
trieme degré ayant trois points doubles, dont deux a
I'infini, le troisi¢éme au point O. On peut alors énoncer
les deux théorémes suivants :

Une courbe du quatrieme ordre ayant trois points
doubles A, B, C, si ’on méne a cette courbe une tan-
gente qui rencontre AB et AC en P et Q, une conique
touchant BC, et touchant les droites AB et AC en P et
Q, a pour quatriéeme enveloppe une conique.

Une anallagmatique du quatriéme ordre a point
double étant donnée, une parabole qui a son foy er au
point double de cette courbe, et pour tangente au

sommet une tangente & cetle courbe, a pour enveloppe
une conique.

Deuxicme cas. — L’enveloppe de CD est une conique
qui touche en R et S les droites OA, OB. L’enveloppe
de AB est alors unc conique passant par R et S et ayant
pour directions asymptotiques QA et OB. On en déduit
le théoréme suivant :

Lorsqu’une conique variable touche trois droites
fixes OA, OB, PQ, et une conique fixe tangente a OA,
OBen R, S, la corde de contact AB de cette conique
variable avec les droites fixes OA, OB a pour enveloppe
une conique passant par R, S et par les points oir la
conique fixe rencontre PQ.
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Troisiéme cas. — L’enveloppe de CD est un cercle
tangent aux deux droites rectangulaires OA, OB; le
milien de CD décrit alors une hyperbole ayant O pour
foyer; par suite, AB enveloppe une hyperbole ayant O
pour foyer; donc le foyer de la parabole qui touche OA
et OB en A et B décrit un cercle, et 'on a le théoréme :

Le lieu des foyers des paraboles qui touchent un
cercle et deux droites rectangulaires tangentes a ce
cercle est un cercle.

ExempLeIV. — D’un point M d’une courbe abaissons
sur deux droites rectangulaires fixes des perpendiculaires
MP, MQ, et du point M la perpendiculaire MH sur PQ;
lorsque M se déplace sur la tangente AMB a la courbe,
MH enveloppe une parabole Py qui touche en o,  les pa-
ralleles aux droites fixes menées par A et B, les points
@, 3 étant sur la perpendiculaire abaissée du point O de
rencontre des droites fixes sur la droite variable AB.
Quand M se meut sur la courbe, lcs droites MH ont une
caveloppe E; cette courbe est donc une des enveloppes
des paraboles Py. Soit

G = —I1=0

QIR

xr
P
P’équation de la tangente en M a la courbe décrite par
ce point; la parabole Py a pour équation
.
(pz-+qy)—4ipg(q92 +py —pg) =0;
p et ¢ sont liés par une cerlaine relation f(p, ¢) = o.
L’enveloppe des paraboles se décomposera nécessaire-
ment, en général; car nous avons immédiatement une
courbe qui fajt partie de cette enveloppe et qui ne la
constitue pas tout entiére.
On voit que le théoréme général établi plus haut se
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traduit par une propriété analytique de décomposition
de certains polynémes en facteurs, dont on aura des
exemples aussi nombreux qu’on le voudra. Dansl’exemp‘e
actuel, les paraboles Py ont pour enveloppes d’abord une
courbe dépendant du licu de M et qui est la courbe E,
puis deux droites fixes qui sont les bissectrices de I'angle
des deux droites rectangulaires fixes; ainsi la deuxiéme
partie de I'enveloppe est indépendante de la courbe
licu de M; ce fait est général.

Exemrre V. —— On sait que, si un angle de grandeur
constante tourne autour d’un point fixe, la corde inter-
ceptée par les cotés de 'angle sur deux droites fixes en-
veloppe une conique ayant pour foyer le point fixe; le
lieu de la projection du point fixe sur cette corde est
donc un cercle qui passe par les projections du point
fixe sur les deux droites. Ceci posé, soit P un point fixe
autour duquel nous ferons tourner un angle de grandeur
constante, soit AB la corde interceptée par les cotés de
Pangle sur une ou deux courbes fixes, A étant sur la
courbe K, et B sur la courbe K';: menons en A et B les
tangentes aux courbes K et K’ respectivement et proje-
tons le point P sur AB et sur ces deux tangentes, aux
points M, R, R".

Le cercle qui passe par M, R, R’ scra tangent au point
M au licu des projections du point fixe P sur la droite
AB sedéplacant suivant la loi indiquée. On connaitra
donc immédiatement une des enveloppes de ce cercle.

Ainsi, la courbe K étant une conique, A et B étant
tous deux sur cette courbe et 'angle APB éiant droit,
le point M a pour lieu un cercle; donc le cercle MRR’
aura pour une de ses enveloppes un cercle.



