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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1469

(voir 3° série, t. II, p. 431);

Par M. E. CATALAN.
a, b étant des nombres entiers, la quantité

(a+var+ 02" ' (—a + ar+ b2)2 !
2y/a? + b2

est la somme de deux carrés, et aussi la somme de trois
carrés (n32).
I. Soient

a=a +yar—bt B —=—a--at b2
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On a, identiquement,

SR S SR

a+B a+ B a8

En effet, si 'on chasse les dénominateurs, cette éga-
lité devient

(»_ﬂn—l -+ p2n-l )(a . ﬁ)
= g2n g gn t@n -+ B?n+ 1g(a2n-2 x 9 i1 pn—l <+ (32/1-2)
= a2n 4 pzn_*_ azn—ip + ap?n-l;

ce qui est exact.

Il reste a prouver que chacun des termes, dans I'iden-
tité (1), est un nombre entier.

Considérons, par exemple, la fraction

a4+ 82 (a+yVa@+8)" + (—a+ya>+ 61)"

P aais b

Si, comme on’a supposé, n est impair, cctte quantité
se réduit a
n—1

n(n—i)(n—2)

n n—t
—an—14 Can=3(a?+ 02) 4.+ (a2 + b%) ?

I 1.2.3
ct celle-ci est un nombre entier.
Le premier théoréme est donc démontré.

H. Remarque. — Si «, 3 sont des nombres entiers,
pris arbitrairement, le premier membre de I'égalité (1)
peut n’étre point la somme de deux carrés.

Exemple :

(') Les signes supérieurs, si n est impair.
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III. D’aprés l'identité (1) :

1¢ Si n est impair,

e
Donc
n A\ 2
(Z55 ) =g = gr+Gare)

2° Si n est pair, et supérieur a 2,

an—1 4 pn—i L .
_ g /e .
yuis
l arz—1+pn—1 2
(e 5 ) = =g tfer

Dans les deux cas, la quantité

a2r—1 4 anvl
a-+3

est une somme de trois carrés.

IV. Application.

a=12, b=23, 7..—_-2—!—\/!—3
3:—2—{—\/3, n=13.
On trouve :
ad + 5 .
a2+ 4 =769

769 = 7%+ 242 4-122.

Note. — La, méme question a été résolue par MM. Moret -Blanc:
Goffart: Genty.
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Question 1474

(volr 3¢ série, t. II, p. 479);

Par M. E. FAUQUEMBERGUE,

Professeur au lycée de Nice.

a, x, y étant des nombres entiers, chaque valeur
de x qui vérifie I équation
(a4 1)z =y2+1
est la somme de trois carrés. Il y a exception pour

x =1 et pour x = fa*-+1.
(E. CaTALan.)

Cette proposition est la conséquence immédiate d’un
théoréme communiqué par M. de Jonquiéres & M. Ge-
rono, et inséré dans le numéro de mai 1878 (p. 220) des
Nouvyelles Annales; en voici I’énoncé :

. S , P gy .
Tatoreme. — Si 'on représente par == la réduite

Q/z
. , 1
de rang n (la premiére étant, selon l'usage, - ) de la
5 57 o

JSraction continue suivant laquelle se développe la ra-
cine carrée de a* + 1 (a étant un nombre entier), on
a les deux relations

Pon="Pnr.Qu+ Put1.Qn+1,
Qzn= 6;2 —+ @:2 .
Or, I'équation proposée est de la forme
yr—Ax2=—1,

ct Yon sait que, lorsqu’'une équation de cette forme est
résoluble en nombres entiers, toutes ses solutions sont
données par les deux termes des réduites de rang pair

(la premiére étant %> dans le développement de \/’K en
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fracltion continue. On a donc ici

—_—2 —
z=Qwm=Qun +Qus1 -

Mais des deux termes Qpny Qnyi, I'un est nécessaire-
ment de rang pair ct, par suite, égal a une somme de

)

—_— -
deux carrés ; donc Q,,- ou Q,H_,- est aussi une somme
de deux carrés. Donc enfin Q. est une somme de trois
carrés. Iy a exception pour n =1 ct n = 2.

En effet, pour n =1, Q, =0, Q. =1 ct.r=1;pour
n=12,0Q,=1,Q;=2actw=1+ fa2.

Question 14715

(voir 3° série, t I, p. 479);

Par M. E. FAUQUEMBERGUL.

Résoudre, en nombres entiers, I'équation

224 y2= w4 024,

(E. CaraLan))

On obtiendra unc infinité de solutions de cette équa-
tion au moyen des deux identités suivantes, faciles a vé-
rifier,

(22 + 12 (2 —1)2= (2~+1)2+ (22)2+1,
(2024 1)24 (B2 —1)2= (222 — B2+ 1)2+ (223)2+1.
Mais il est probable que ces identités ne donnent pas

toutes les solutions possibles.

Note. — M. Moret-Blanc indique unc infinité d’autres solutions.
On vérifie, d'ailleurs, I’équation proposée en faisant y =1,

x=p+q* u=p'—q®, ¢=2pq.

P el ¢ étant des nombres entiers quelconques.
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Question 1480

(vofr 3 série, t. I, p. 480);

Par M. E. CATALAN.

Tutorime. — La somme des puissances 4n, de deut
nombres entiers, inégaux, est une somme de quatre
carres, dont deux sont égaux entre eux.

La propriété énoncée résultc, immédiatement, de

I'identité

. x2n+2 —1_—)»2n+2 2
xhn —"_}"" = ——

z? 4y
x2n == y2n\ 2 2212 = g 2n—2\2
+a(zy __—tl__ -+ x2},2 —_—— ],
z%2+y? X2y

dont la vérification est facile (*). D’ailleurs, pour gue
toutes les fractions se¢ réduisent a des nombres entiers,
on doit prendre les signes supérieurs si n est pair. Enfin,
n doit surpasser 1.

Application. Soiecnt n =8, x =2,y =1:
918 4 1 \2 216 __ [\ 2 ol 1\ 2
22 1= —5—— ) + 2( 2. + (4. —
22 —1 22 41 2241
2621452 65535\ , 16385"
— ) +2(2. — +(f. —=
9 J )

= 52 4292+ 2.26 21 {2+ 13 1082

I

=27488000f1+ 2.687173 796 + 171819671,
ou
232 + 1= 4 294 967 297,

résultat connu (2).

(') Pour I'effectucr, il suffit de faire disparaitre les dénominateurs,
ct de développer les carrés des quatre binomes.
(*) Leeusone. Theorie des Nombres, t. 1, p. 220,
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Question 1481

{ voir 3° série, t. II, p. 528);

Par UN ANONYME.

Résoudre les équations

(1) 2t — 23\/15 + fat—1 =0,
(2) 2t— 233 — 222+ 223 —1=Do.

Interpréter leurs racines.
(Gorrarr.)

I Résolution des équations proposées. — En appli-
quant a ces équations les méthodes qui déterminent les
racines communes, on trouve que leurs premiers
membres ont pour plus grand commun diviseur

JV3(VB) 1wy

2

xr?—

ct qu’on a identiquement

zt— 315 + 4t —1
‘ [r__xﬁ(l:rﬁ) . H;\/?]

ST BEYE)

(1)

r‘—z3‘/_—2x2+2x\/3—-1
‘ xﬂ(x+\/3)+r+\/5]
{ 2

2

( x[zz_x‘/s‘(r—\/E)Jr,_;/g].

2

La résolution des équations (1) ct (2) est ainsi ra-

mende a celle d'équations du second degré.
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Les racines de I'équation (1) proposée sont

V3i+v3)  Vie—ays
’ + 7 2

e 4 4

o= V30+VE) _ Vie—ay5
4 4

gy = \/§(—l+ﬁ) " \/10-!—2‘/3
g i

o V3(—=1-+/5) _Vio+o

) 4 4

L’équation (2) a pour racines

Ty Tyy — X3y — Ty

II. Interprétation des racines obtenues. — La ra-
cine — x;, représente le coté du pentédéeagone régulier
inscrit dans un cercle dont le rayon est pris pour unité;
car ce ¢OLé a pour valeur
Wio+ay5 Y3(—1-1y5)
- - 7

3

’

+

. ™
2 sin — =—ux,.
15

Il résulte encore des formules de la Trigonométrie
que les racines xy, x5, 3 sont respectivement égales a

. 8w . 2T e
281N —)y 2810 ——>y 281N —)»
15 15 15

c’est-a-dire égales aux cotés des trois pentédécagones
éroilés.

Note. — M. II. Plamenevsky, maitre 3 I’Ecole reale Temir-Chan-
choura (Caucase), a résolu directement chacunc des deux équations
proposées et trouvé ainsi les racines qui leur sont communes, au
moyen de calculs assez étendus pour qu'il ne nous soit pas possible,
faute d’espace, de les reproduire ici. Quant a interprétation des ra-
cines obtenucs, I'auteur de cette solution remarque sculement qu’elles
sont les abscisses des points d’intersection d'un cercle et de deux pa-
raboles dont il fait connaitre les équations.

Les mémes équations ont aussi ¢té résolues par MM. Moret-Blanc,
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et X..., mathém. ¢lém. a Rouen, qui ont remarqué, tous deux, que

les racines de ces équations représentent les cotés des quatre penté-
décagones inscrits dans un cercle de rayon égal a 'unité.

Question 1482

(voir 3° série, t. I[. p. 528);

Par M. MORET-BLANC.

OA et OB crant deux droites fixes quelconques, on
considére une ellipse variable tangente & OA au point
O, ayant une courbure constante en ce point et dont
un foyer reste constamment sur OB. Démontrer que le
grand axe de cette ellipse passe par un point fixe.

(p'Ocacne.)

Soit C le centre de courbure fixe situé sur la normale
commune.

Abaissons CM perpendiculairve sur OB et MN perpen-
diculaire sur OC : quelle que soit Iellipse variable, le
point N appartient a Paxe focal. Cela résulte immédia-
tement de la construction connue par laquelle on déter-
mine le centre de courbure d’un point donné d'une
cellipse, ct qui n’est autre que l'inverse de la précé-
dente.

Remarque. — Soit fait 'angle COD = COB : une
droite menée par N coupe OB et OD en deux points I,
IV, qui sont les foyers d'une conique tangente a OA au
point O, et ayant en ce point pour rayon de courbure
OC. La conique est une ellipse ou une hyperbole suivant
que F et I7 sont du méme coté ou de cotés dillérents de
OA. Si la droite menée par le point N est paralléle a
P'une des droites OB, OD, la conique est une parabole
ayant son foyer sur 'autre.
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Note. — La méme question a ¢té résolue par MM. A. Droz; N.
Goflart; Sequestre; E. Barisien; A. Tissier, 4 Poitiers; Henri Bour-
get; L. B., qui a donné une démonstration analytique, et par un
Anonyme.

MM. Sequestre et Barisien remarquent que le théoréme énoncé est
vrai pour une conique quelconque.

M. Goffart fait observer qu’on aurait pu énoncer aussi ce théo-
réme :

Une ellipse est tangente au point O, a une droite OA, ou sa
courbure est constante; son grand azxe passe par un point fire
pris sur le rayon de courbure du point O. Démontrer que les foyers
décrivent des droites fixes.

Ces droites passent au point O, et sont symétriques, par rapport
a OA.



