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ADDITION A DEUX ARTICLES PRECEDENTS (!):
Pan M. S. REALIS,

Ingénieur & Turin.

1. La recherche des solutions entiéres de I'équation
ari+bxry +cy:=h,

on a, b, ¢, hsont des entiers donnés, a été 'objet d'im-
portantes études de la part des géometres qui se sont
occupés de I’Analyse indétecrminée, parmi lesquels 5l
nous suffira de citer ici Euler, Lagrange, Gauss, Le-
gendre. Mais si. au point de vue théorique, la question
peut étre considérée comme traitée d’'une manicre com-
pléte, il n'en est pas ainsi au point de vue de lapplica-
tion; on sait en effet que, dans la plupart des cas, les
calculs exigés par les méthodes classiques deviennent
trés  pénibles, et méme impraticables. C’est ce qui
donne de Dintérét aux méthodes particuliéres, par ou
des classes plus ou moins étendues d’équations apparte-
nant a la forme indiquée peuvent étre résolues d'une
maniére directe, et par 'emploi de formules explicites.

Aux exemples qui font Pobjet des deux articles pré-
cédents, on peut en ajouter beaucoup d’autres analo-
gues, tels que ceux que vont nous oflrir les équations
(6), (7), (8), (9) ci-apres, et les équations plus géné-
rales considérées aux n” 10 et 11. Mais nous allons
préalablement appeler attention sur une particularité
remarquable que préscntent les relations linéaires par
lesquelles on passe d’une solution a une autre, lorsque

(') Voir Nouvelles Annales, 3¢ série. t. IL, p. 494 et 535.
Ann. de Mathémar. 3¢ série, t. 11 (Juillet 1887.) 20
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les coeflicients @, b, ¢ ont entre eux unc certaine dé-
pendance; cette particularité consiste en ce que ces re-
lations s’appliquent a la fois & plus d’une équation dif-
férente, comprise dans la forme dont il s’agit.

2. Soit proposée I'équation
(1) ma?—(m -+ nx1)ry +~ny?=h,

plus générale que celles des articles précédents, et que

nous supposerons vérifiée par les valeurs entiéres r = a,

) =0

[’équation (1) sera également vérifiée par les valeurs
f r=(m—n)a—(m—n=1)B,

(2) ly =(m—n=12—(m—n)d,

comme il est aisé de s’en assurer par la substitution di-
recte. Hatons-nous de dire que ces derniéres valeurs, par
clles-mémes, n’en engendrent pas d’autres, vu que, en
les attribuant 4 2 et B, application des formules (2)
nous fait retomber sur la solution déja connue x = 2,
3 =B

La nouvelle solution, cependant, n’en est pas moins
utile a connaitre, vu les facilités qui en résultent dans
Papplication des méthodes générales derésolution ; mais
¢’cst surtout lorsqu’il s’agit de certaines classes d’équa-
tions (ue Putilité des formules (2) devient manifeste,
ainsi que nous allons en voir des exemples. Nous nous
reportons d’ailleurs, pour différents détails propres a
simplifier la question, a une Note insérée au tome VI
(année 1880) de la Nouvelle Correspondance mathéma-
tique ('), et que nous supposons connue du lecteur.

Dans I'équation (1), m, n, k sont des entiers donnés,

(') Sur quelques questions se rattachant aw probléme de Pell,
nes 5, 6, 7. 8. 9.
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h w’étant pas nul. Pour que les formules (2) ne devien-
nent pas illusoires, on doit admettre que m— n est diffé-
rent de zéro, et que la solution initiale x =a, y =8

ct celle qui s’ensuit d’aprés ces formules ne rentrent pas
I’'une dans Pautre.

3. 1l est digne d’attention (et ¢’est la la particularité
annoucée plus haut) que les expressions (2) s’appli-
quent également a Iéquation, cssentiellement diflé-
rente,

(3) (2m Er)yri—a(m—+n)ry +(oan==1)y2=nh,
a, 3, h satisfaisant, en ce cas, a la relation
(2mzz1)a—o(m—+ n)yaB +(2n 31)32= 1.

On remarquera en outre que les nombres m, 2 n'in-
terviennent dans les expressions (2) que par leur dif-
férence m — n; cela fait que, pour des valeurs conve-
nables de a et 3, ces mémes expressions s’appliqueront

encore aux équations (1) et (3), on 'on aura augmenté
ou diminué m et n d’'unec méme valeur enticére.

4. Soit fait, comme application, m =75, n=—7,
h = 1.

L’équation (1), en y prenant, dans l'expression du
coefticient de xy, le signe inférieur, devient
(€A S5r24-3xy —pyi=1,
et les formules (2) se réduisent a

r=122—113,

(5)
y=13a—123,

ou il n’y a pas licu de s’appuyer sur les valeurs

1:3:‘“[.

L’équation (4) (traitée d’une maniére différente dans
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les ne 6 ct T de la Note citée de la Nouvelle Corres-
pondance) est vérifiée par r = 2 == 184, y =p=—121;
elle scra donc également vérifiée, d’aprés les for-
mules (5), par & = 3539, ) = 3844. C'est ce qui a lien
en cliet, et on voit facilement de quelle maniére : a
chaque solution obtenue par le procédé indiqué dans la
Note, correspond une autre solution a obtenir a I'aide
des formules (5).

5. Dans la méme hypothése de m=3, n=—19, ct
en prenant les signes inférieurs dans les expressions des
cocfficients de x? et de y 2, Péquation (3) devient

11.r2-—- fry--1332=/h.

I’aprés la remarque ci-dessus (n° 2), si cette équa-
tion est vérifiée, pour une valeur donnée de £, par » =2,
1 =B, clle Pest également par les expressions (5) qui
conviennent a 'équation (4). Faisant, par exemple,
Ih= 23, on al’équation

112 -y  13yr=23,

dont une premicre et une seconde solution se présentent
Q’clles-mmémes, & savoir

2

(r=a= 2, (.r:a: 3,

y=8=-n ?y:ﬁ:-—z,

. b

et dont deux autres solutions nous seront immédiate-
ment fournics par les valeurs

(r=12.2->11.1= 35 (=123 11.9 =58,
| y=13.2-=12.1=138; z y=13.3+ 12.2=63.
Ainsi qu’en I'a dit, les formules (5 ) sont impuissantes
a elles scules a4 nous mener plus loin; nous ajouterons
cependant que les solutions entiéres de I'équation con-

sidérée, parmi lesquelles nous citerons encore les deux
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suivantes :
{ = 33. \uo=0678;,

ly=—57 |y =731,

sont en nombre infini, et qu’elles s’obticnnent, en tota-
lité, au moyen de formules directes. C’est sur quoi nous
pourrons revenir dans un article spécial, et en générali-
sant la question. ’

6. Lorsque le coefficient de x*'ou de 2, dans 'une
quelconque des équations (1), (3), est égal a =1, chaque
solution se trouve généralement associée avec une autre,
indépendamment des relations (2); en ce cas, le nombre
des solutions distinctes a obtenir a I’'aide de ces relations
est illimité.

Soit, par exemple, I'équation

(6) xr2—(n—+2)xy + ny?=r,

a laquelle on satisfait d’abord par x =1, y = o, puis
[d’aprés les formules (2), ou l'on aura fait m=1, et
pris les signes supérieurs | par x =n—1,y = n.
Résolvons I'équation par rapport a x, aprés y avoir
fait y = n; il nous viendra
n2--an | n2+9

= g )

2 2

ou le signe inférieur nous reconduit a la solution précé-
demment obtenue, tandis que le signe supérieur nous
met en présence de la solution associée

T =n%+n-+1i,
‘}’ = Nn.
Au moyen de cette solution, les formules (2) produi-
sent les nouvelles valeurs
‘ r=n—n2+on—1i.

|y —nd=an.



( 310)

associées o leur tour avec

r=nt+n3—3n2 -on—+1.

Yy =n¥+2n,

ct il est manifeste que Pon peut continuer ainsi indéfi-
niment.

7. D’aprés Yobservation faite plus haut (ne 3), les
formules
r=(n—1)x—(n—2)8.
y=nx—(n—13g,
relatives a 'équation précédente, donnent également une
seconde solution de I'équation

(7) x2—2(n+1)xy +(2n—1)yr=1,

que 'on suppose déja vérifiée par x =a, y = B.

La premiére solution étant o =1, = o, la seconde
sera donc x = n — 1, y = n. Pour trouver d’autres va-
leurs des indéterminées, on résoudra d’abord I'équation
par rapport a x, aprés y avoir fait y = n, d’ou résultera
la solution associée '

r=2an?+n-+1I,
% y=n.

Les formules poséesnous donneront ensuite le systéme

de valeurs
% r=oond—a2n+o2n —1.

y=2(n3+ n).
associé au systéme
y = qrr= o+ 6n—on —u,

2 2= .

que Pon pourra faire suivre, de méme, d'unc infinité
d’autres.
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8. Soit encore I'équation
(8) r2—(n-+2)ry - ny*=—1,

qui n’est autre que I’équation (6), dans laquelle on a
changé le signe du second membre.

La solution initiale étantici & = =1, 3 == 3 =1,
le méme procédé et les mémes formules cmployées
pour ’équation (6) nous fourniront les solutions sub-
séquentes. Nous trouverons ainsi

r=n-—-—i, gz':n? -n--1,

Yy =n
g r=n3+n2+on—+1,

y=nie

¥y =n*+1
j o= nt*—nd4+3n2—oan—+1,

(_y =n*+3n2+41,

Ces solutions, du reste, peuvent se déduire directe-
ment de celles que 'on a trouvées pour I’équation (6).
Faisant, dans cclle-ci,

n=—n', r=-ux, y=y-—-1r,
il en résulte eflectivement

r'2—(n'—2)x'y' +nyt=—1,

ce qui ne différe pas de I’équation (8).

9. Considérons, comme dernier exemple, I'équation
(9) r?—a(n—1xy +(2n —1)y*=—o,

qui correspond 4 (7), ou l'on a supposé le sccond
membre = — .

D’aprés ce qui précede, ce sont encore les formules et
le procédé relatifs aux cas précédents (6), (7), (8) qui
vont nous servirici. On trouve, en effet, en partant de
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la solution évidente x =1, y =1, que l'équation (g)
admet une suite indéfinic de solutions ultéricures, les
premicres étant

=N -1, y L =90 --2n-+1,

<oy
I

1 [y =oant—1:
r=4nd—on>—{n—1u.

Yy =a2n’—u

T= (R — 43 —06n2—4n—+i,
e

= 4n*—6n2-1,

10. Les développements exposés donnent le moyen
de résoudre la question suivante :

Assigner, par formules directes, une infinité de so-
lutions entiéres de I’éguation indéterminée

2 - Ary + Byr=1.

dans laquelle A et B sont des entiers donnés, A — » et
A — B —1 étant différentsde zéro, et le rapport

A -

A —-B -1

se réduisant & un nombre entier.

Nous nous bornons ici a indiquer le résuliat de la so-
lution, d’ailleurs tres aisée a trouver.

Ayant fait, pour abréger, A — B — 1= p, on obtien-
dra, a ’aide de la seule solution initiale xy =1,y,= o,
et des relations linéaires

l »

‘ Taq = l_) l( B - [)‘T‘_’.IIAI (2B —A 1) 2a—1 ]7
1

' Fra= [\ =2)Ta-y B Dae]
r

s Lra+1 = \."2«1* Tras

|

Vaagrt — V2o
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les solutions entiéres consécutives

‘ ra= 4 (B 1) = LA oA B,
r P
I
== (\ —2 = - —2);
'3_ p( 2), [ 1)(A 2);

LB —{AB—DB2 +6B—1),
po

8
l

Yi= (AT — AT —2AB - 6A + 4B 4.

que Pon pourra faire suivre d’autant d’autres que I'on
voudra.

11. II est facile de reconnaitre que les relations li-
néaires qui viennent d’étre écrites conviennent égale-
ment a I'équation plus générale
(10) 22— Axry + By2=/,

A et B étant comme ci-dessus, et & (dillérent de zéro)
correspondant & une solution initiale x =4, y = 8,
que I'on suppose connue. Mais comme, en général, les
valeurs de 2 et 3 ne sont pas exprimables directement
par les coefficients, les valeurs ultérieures des indéter-
minées x, y ne le scront pas non plus, et elles se trou-
veront ici exprimées en fonction des quatre (uantités A,
B, «, B.

Dans les cas particuliers ou les valeurs initiales seront
des nombres constants, ou bien, déterminées en fouction
explicite de A ct B, ou des quantités dont ces coeffi-
cients dépendent, les valeurs successives de x et y s’expri-
meront de méme au moyen des coefficients, ou des quan-
tités dont ils dépendent.

On trouvera, par exemple, que I’équation

22— (n2+n = 2)xy +niyt= -(n+1).

vérifiée d'abord par xo=1.,)4=1. admet en outre les



(314)
solutions
s:r,:n'-'-.- n-—1i. o= nd3—n—1,
'}’1——‘!: Y2 = nd+4 nita;
( Zz=nd—+an*+2n3+3n%+2n +1,
(y3:113+ n?-4u,

DRI I T I I T T AP Y

dont la loi est donnée par les relations

s Taa—1= (N2~ N -+ 2)V3a-2— T2a-2,
(.7-2a—1:.}/2a-2;
Zag= (R —1)T20—1— (7 — 2) Y20 -1,

Y2a = NTeqa— (N —1)Y2a1;
pour a =1,2,3,4,5,....
On wrouvera, de méme, que I’équation
2 —(n?+4 n - 2ay + nryr=n?,
vérifiée d’abord par &y = o0, y, =1, admet les solutions
ry=n-—2, | x3=n3
yo=n—1; |yz=n—n

g xv=n*—nd—n2+3n —2,

yr=nt*—ntto2n—1,

découlant des relations

Tra= (N — 1) Taa-1-— (N —2) Y2 1,
Yia =NTyq—1— (N —1)¥aa-1
3 Taqr1= (2= N+ 2)Vaq — Taa,

{ V2a+1= Y2a>
apartirdea =1.

Remarque. — Ceute derniére équation étant encorc
vérifiée par ', = n, )| = o, il s’cnsuit, de la méme ma-
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niere, cetle autre série de solutions
xy=n2—n, Z'y = nt+ nd+ 12+ n,
Yh=nd, yy=n?,
§ &y =n’—nd+an*—n,
3 i
| ¥, = nd+ n*+ 2n?,
qui viennent s’ajouter 4 celles qui précédent.
Du reste, en faisant x = nu, y = nv, I'équation de-
vient
u2—(n?+ n +2)uv + N2 =1,
T - . ., R
et I'on est ramené a la question traitée au n° 10.

12. Il importe d’observer, au sujet des 'équations
comprises dans la classe (10), que les relations linéaires
(ui établissent la dépendance entre les solutions d’indice
pair 2a, et celles d’indice impair 2@ —1, ne différent
pas des relations signalées plus haut a I'égard des équa-
tions particuliéres (6), (7), (8), (9). Ces relations
jouissent, en elfet, de la propriété annoncée au n° 1,
puisqu’elles ne sont pas déterminées par la valeur parti-
culiére des coeflicients, mais seulement par celle du

A—a2 . .
rapport x—p——- lequel peut demeurer invariable pour

une infinité de valeurs différentes de A et B.



