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SUR LE CALCUL DES FONCTIONS SYMETRIQUES DES RACINES
D'UNE EQUATION;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. Pour ramener le calcul des fonctions symétriques
rationnelles des racines d’une équation a celui des
sommes des puissances semblables de ces racines, on fait
usage des propositions suivantes :

1° Toute fonction syméirique rationnelle d’un certain
nombre de lettres est le quotient de deux fonctions sy-
métriques entiéres des mémes lettres;

2° Toute fonction symétrique entiére d’un certain
nombre de lettres est une somme de fonctions symé-
triques homogénes des mémes lettres;

3° Toute fonction symétrique entiére et homogéne
d’un certain nombre de letires est composée linéaire-
ment de fonctions symétriques de la forme Ya%d% ... P,
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ou les exposants «, 6, ..., A sont des nombres déter-
minés, les mémes pour la méme fonction;

4° Enfin, toute fonction symétrique de la forme
Saxbé ... [* ou a, 6, ..., k sont des nombres déter-
minés, est une fonction rationnelle et entiére des sommes
des puissances semblables des racines.

Nous allons, dans cc qui suit, donner une démonstra-
tion des premiéres de ces propositions.

2. Considérons le cas d’'une fonction symétrique ra-
tionnelle de deux lettres,

fla, &)
F(a, b)

Nous allons démontrer que, si I'on a, quels que soient
aetb, '
fla, by _ f(b, a)
F(a, b)  F(b, a)’

on aura séparément

.f(a? b) = f(b7 a)y
F(a, b) = F(b. a).

Nous nous appuierons pour cela sur la proposition

. . . . . , . xr
suivante, bien connue : Si la fraction irréductible FfE—T—;

est égale, quel que soit x, a une fraction '17;‘ iz)) » les deux
1

fonctions f;(a) et Iy () sont égales respectivement a
f(x) et F(x) multipliées par un méme polyndme en-
tier.

Soit b, une valeur de b, telle que f(a, b,) et ¥ (a, b,)
ne puissent s’annuler simultanément pour aucune va-
leur de a; c’est-a-dire, supposons que b, ne soit pas
Pune des valeurs de & faisant partie du systéme des so-
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Jutions communes aux deux équations

f(a) b) = 0,
F(a, b) =o.
On aura
.f(av bo) — f(b()v a),
F(“: 00) - F<b07 d)’
/E b°; est une fraction irréductible en a; car nous
0
supposons fi ; débarrassée de tout facteur en @ ou b

commun au numérateur et au dénominateur, et la va-
leur b, ne donne pas, dans 'hypotheése faite, de facteur
commun a f(a, by) et a F(a, by); par suite, f{b,, a),
F (b, a) sont respectivement d’un degré en a au moins
égal a cclui de f(a, b,) et de I (a, b,): on pourra donc,
en appliquant le théoréme précédent, écrire les égalités

f(b(“ a) = .f(a7 bO) 90(a7'1)0)1
F(by, a) = F(a, by) 0y(a, b,),

0,(a, b,) étant un polynome entier cn a dont les coefli-
cients sont rationncls en b,.

Divisons maintenant f(b, a) par f(«, b), en ordon-
nant les polynomes par rapport aux puissances de a,
nous aurons

J(b, a)=f(a,b)O(a, b)) R(a, b).

Si f(a, D) est de degré m en a, R(a, b) sera au plus
du degré m—1 en a, et les coellicients des diverses
puissances de @ dans R(a, b) sont des fonctions ration-
nelles de b.

Si, dans cette égalité, on fait b = b, il viendra

Sf(by, a) = f(a, by)8(a, by)— R(a, by).

Mais I'égalité

S(bo, @) = f(a, by) 8o (a, by)
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nous montre que les m valeurs de @ qui annulent
S(a, by) annulent aussi f(b,, a), ces valeurs annulent
par suite R(a, b,).
Or R(a, b,) v'est que de degré m — 1 en a au plus,

R(a, by) = ri(by)am=1+ ry(bo)am2 ...+ rp_1(by);
par suite, R(a, by) est identiquement nul, et I'on a
ri(by) =0, r:(by) =0, ru—1(by)=o.

Ces égalités ontlicu pour une infinité de valeurs de by}
comme clles sont algébriques en by, les fonctions r,,
T3y + oy I'm_y sontidentiquement nulles, par conséquent
R(a, b) est identiquement nul et 'on aura, quels que
soient a, b,

J(b, a)=f(a, b)8(a, b),
d’onr

F(b, a)=TF(a, b)6(a, ).

La fonction O (a, b), que nous savons entiére en a, est
aussi entiére en b car, étant rationnelle en b, on pour-
rait la mettre sous la forme

®(b) étant un polyndéme en b, tel qu’aucun coefficient
de ©(a, b) ne soit divisible par un facteur de ¢(5).
Les égalités ci-dessus deviendraient

f(bv a) X< ‘?(b) = f(av b)el(av b)v
F(b, a) < 9(b) = F(«, b)0O,(a, b);
par suite,
fla, ) et F(a, b)
devraient étre divisibles par ¢ (), ce que nous n’avons
pas admis.
Si, dans les deux égalités

f(b, @)= f(a, b)6(a, b),
F(b. a)=F(a. ) 6(a.b).
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on change @ en b et b en a, on obtient les suivantes :

Sla, b) = f(b, a)6(b, a),
F(a, b)=F(b, a)6(b, a),

qui nous donnent, en les combinant avec les premiéres,
O(a,b)o(b,a)=1.

Comme O (a, b) est une fonction entiére de a etde b,
il en sera de méme de O (b, a), par suite O(a, b) est
indépendant de @ et b, et les deux fonctions © sont
égales. Leur produit étant égal a 1, elles ne peuvent étre
égales qu'a — 1 oua —+1.
Or on ne peut pas avoir O (a, b) =—1, car les éga-
lités
fla, b)y=— f(b, a),
F(a,b) =—F (b, a)

donneraient, pour b = a,

f(a, a) =— f(a, a),
. F(a, a) =—F(a, a);
par suite,
Sf(a, a)=o0, F(a, a)=o.

Les deux fonctions f'et I' admettraient le facteur a — b
simultanément, ce qui est contraire a ’hypothése faite;
par conséquent,

Sfla, b)= f(b, a),

F(a, b)=TF(0, a),

et les fonctions f(«a, b) et F(a, &) sont symétriques en
a et b. La ®démonstration que nous venons de faire s’ap-
plique au cas d’une fonction symétrique rationnelle d’un
nombre quelconque de lettres, comme il est aisé de le

voir; nous pouvons donc regarder la proposition comme
établie d’'une maniére générale.

3. La seconde proposition peut se démontrer facile-



( 223)
ment de la maniére suivante. Soit f(a, b, ¢, ..., 1) la
fonction symétrique entiére considérée et soit, d'une ma-
niére générale, f, (a, b, c, ..., [) 'ensemble homogéne
des termes du degré p de la fonction proposée.
On aura

(a, b, c, ..., 1)
S .
=fm(a, b,c, ..., )+ fru1(@,b,c, ..., [)+...
+f1<a7 bv LR ] l>+./0~

Si 'on permute deux lettres quelconques a et &, on

aura
Sfla, bye, ..., 0)=f(b,a,c, ..., 1);

et par suite aussi
f(ha, kb, he, ..., X)) = f(b, ha, ke, ... A1),

on a donc les deux égalités

Jf(Xa, kb, ke, ..., A1)
=wMf,(a, b, c, ..., )+Im=1f(a, b, c, ..., l)+...
“+Xfi(a, b, ¢, ..., )=y,
f(Xb, ha, ke, ..., A1)
=Mnf (b, a,c, ..., )+ n=1f(b,a,c, ..., )+...
+Afi1(bya, ¢y ooy 1)+ fo

En les retranchant membre & membre, on a, quel que
soit A,

[ fm(a, b, e, ..., 0)—fm(b, a,c, ..., 1)]
+)\”1_1[f,,,_1(a, l), Cy cuny l)—fm—i(by Ay Cy ovey l)]

+)\[f1(a, bycy ..., )—fi(b,a,¢, ..., D] =o.

Les coefficients de toutes les puissances de A doivent
donc étre nuls, pour tout systéme de valeurs des lettres
a,byc,... 1L
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On devra donc avoir

Sm(a, b, ¢, ..., l)y=fu(b,a,c, ..., 1)
fm—l(a» b, c, ..., l)zf/n—l(by A, Cy ...y l)a

........................ ceese s ces v sy

fi(a’ bye, ..., 1) =fl(b7 a, ¢ ...y ),
c’est-a-dire que toutes les fonctions
Jula, b, ¢, ..., 1)
sont symétriques par rapport aux lettres qui y entrent,
4. Pour démontrer la troisiéme proposition, il suffit
de considérer un terme quelconque Aa#bBey... P de la
fonction symétrique homogene fu(a, b,c, ...,1). Si

Ion change a en b et b en a, la fonction f, ne change
pas, mais le terme considéré devient

AbxaBey ... I
il se trouvait donc primitivement dans la fonction
Sula, bye, oy )
On montre de méme que tous les termes de la fonction
symétrique
Saxbd ... I},

ou 2, 3, ..., h ontles valeurs précédentes, s’y trouvent;
ctde plus ils y sont tous multipliés par le méme coeffi-
cient Aj; par suite fu(a, b, ¢, .... /) cst unc somme de
fonctions symcuwiques de Ja méme forme,

Jula.b,e, ... Dy=ZS(ASarbBey... D).



