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THEOREMES SUR TROIS GONIQUES D'UN FAISCEAU LINEAIRE;
Par M. WEILL.

On sait que les coniques qui passent par quatre
points fixes sont coupées par une droite fixe en des
points formant involution. Considérons une conique et
deux cercles quelconques, mais ayant le méme centre, et
soient AB et CD deux cordes communes a la conique et
au premier cercle, et M, N, P, Q les quatre points com-
muns a la conique et au deuxiéme cercle; menons MN,
(ui rencontre le premier cerele, en a et 3, et les cordes
AB et CD, en y et 6. La conique, le premier cercle et le
systeme des droites AB, CD constituent trois coniques
d’un faisceau lindaire : donc la droite MN les rencontre
ensixpointsy,o,M,N, 3, & eninvolution ; 'un des points
doubles de cette involution est a I'infini, car le milieu
de MN est aussile milieu de 3, puisque les deux cercles
sont concentriques; donc ce milieu est aussi le milieu
du segment vo. On en conclut qu'il existe une conique
passant par M. N, P, Q et ayant AB et CD pour asym-
ptotes. On peut alors énoncer les théorémes suivants :

Tutorime I. —£tant donnés quatrepoints M, N, P, Q
communs & un cercle et & une conique, il existe une co~
nigue passant en M, N, P, Q et ayant pour asy mptotes
deux cordes AB et CD, communes & la conique et  un
cercle quelconque concentrique au premier.

Tatorime M. — L'enveloppe des «asymptotes des
coniquespassant parquatre points fixesM, N, P,Q,com-
muns & un cercle et & une conique fixe, coincide avec
I"enveloppe des cordes communes & la conique fixe et &
une série de cercles concentriques au premier.
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Tueonime IHl. — Les quatre points oitles asy mptotes
d'une conique variable passant par quatre points
Sfizes M,N, P, Q communs & un cercle et & une conique
donnés rencontrent cette conigue sont sur un cercle
concentrique au premier.
En transformant ce dernier théoréme par homogra-
phie, on obtient le théoréme que nous avions principa-

lement en vue et qui s’énonce ainsl :

Tutonive 1V. — Ltant donndes trois coniques ayant
les mémes points communs M, N, P, Q, deux tangentes
quelconques en a et 3 a la premiére rencontrent la
deuxieme en A, B, C,1; il existe une conique passant
par A, B,C, Det bitangente a la troisiéme conique fixe
aux points | et J oit cette troisieme conique est rencon-

trée par la droite af3.

Ce théoréme est trés général et susceptible d’applica-
tions nombreuses. Nous allons énoncer quelques-uns
des résultats auxquels il conduit.

Tutoreme V. — Ltant donnés une conique fixe C
et deux points fixes A, B, on méne par A et B une co-
nique quelconque C' qui rencontre la premiére en
M, N, P, Q; les points doubles de l'involution dé-
terminée sur la droite AB par les coniques passant
par M, N, Py Q sont des points fixes, quelle que soit
la conique C.

Tatorime V1. — Les cordes 13 de contact d’une co-
nique fixe C et des coniques passant par deux points
fixes A, B et bitangentes & C forment deux faisceaux
distincts. Les sommets de ces faisceaux sont les points
M, N situés sur AB, et harmoniques conjugues par rap-
port a AB, et par rapport aux deux points de rencontre
deladroite AB et de la conigue C.
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Tatorime VI — Il existe quatre coniques bitan-
gentes a une conique G et passant par trois points
donnés P, Q, R; si U'on prend les points o, conjugués
harmoniques par rapport a PQ, et par rapport aux
deux points de rencontre de la droite PQ et de la co-
nigue C, et si l'on opére de méme pour QR et PR, on
aura six points «, 3, o, B/, o, 3", formant les sommets
d’un quadrilatére complet; les cotés de ce quadrilatére
sont les quatre cordes de contact.

Tutontme VIII. — Etant données trois conigues in-
scrites dans le quadrilatére, si, de deux points A et B
de la premiére, on méne des tangentes & la deuxiéme, il
existe une conique tangente a ces quatre tangentes
et bitangente & la troisiéme conigue donnée, et le
péle de la corde de contact coincide avec le péle de
AB par rapport & la premiére conique.

Tatorime I1X. — Etant données deux coniques in-
scrites dans le méme quadrilatéere, si, de deux points
A et B de la premiére, on méne des tangentes a la
deuxiéme, il existe une conique tangente a ces quatre
droites et passant par deux sommets opposés P, Q du
quadrilatére donné ; le pole de PQ par rapport a la
conique coincide avec le pole de AB par rapport a la
conique fixe passant par A et B.

Tutorime X. — KEtant données deux coniques ho-
mofocales, si, de deux points A et B de [’une, on méne
des tangentes & [’autre, il existe une conique passant
par les foyers communs et tangente & ces quatre tan-
gentes; le pole de F¥' par rapport a cette conique coin-
cide avec le pole de AB par rapport a la conique pas-
sant par A et B.

Tatorime XI. — Ltant données deux coniques ho-
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maofocales, si, de dewx points A et B de l’une, on méne
des tangentes & Uautre, on forme un quadrilatére cir-
conscriptible & un cercle; le centre de ce cercle est le
pole de AB par rapport a la conique passant par A et
B; deux sommets opposés du quadrilatére forme par
les quati e tangentes sont sur une conique homofocale
aux proposées.

Ce dernier théoréme, énoucé par Chasles, donne
immédiatement les propriétés méiriques relatives aux
foyers.

Du théoréme I, on déduit les suivants :

Tutorime XII. — Soient AB, CD deux cordes com-
munes « une conique et (L un cercle, soit P le centre du
cercle; siy du point P, on abaisse une normale PK sur
la conique, la tangente & la conique au point K ren-
contre AB et CD en deux points équidistants du point K.

Tutonive XN — Ztant donné un quadrilatére
tnscriptible ABCD, on considére dewx couples de cotés,
AB, CD d’une part, et AC,BD d’autre part. Les droites
variables, sur lesquelles les deux couples interceptent
des segments égaux PQ, RS, ont pour enveloppe une
courbe dont la podaire, par rapport au centre O du
cercle, est une Iy perbole équilatére passant par O.
Le licw du miliecu K du segment PR, qui est aussi le
milicu de QS, est cette méme hyperbole équilatére, qui
w'est autre que le lieu des pieds des normales abaissées
du point O sur toutes les coniques passant par ABCD;
enfin, cette hyperbole équilatére est aussi le lieu des
centres des coniques passant par ABCD.

Tutonime XIV. — Etant données trois surfaces du
second ordre passant par la méme courbe gauche du
quatriéme ordre. on méne en deux points P et Qdela
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surface S les plans tangents; il existe ane surface du
second ordre passant par les coniques d’intersection de
ces plans tangents avec la surface S, et bitangente a la
surface Sy aux points ou elle est rencontrée par la
droite PQ.

Pour démontrer ce théoréme, dont on peut déduire
le théoréme IV, en faisant une section plane, considé-
rons la surface

S=Aa?+ A B2+ 2BaB +2Dy8 =o0.
Soit S, = o la deuxiéme surface. La troisiéme sur-
face S, = o pourra s’écrire
Se=Aa2+ A f2+2BaB+2Dy0 +X S, =o,
d’ou I'identité
So—(Aoa2+ A;fB2+2BaB)=2AS;+ 2 Dvd.

Cetre identité démontre le théoréme énoncé; en ellet,
le premier membre représente une surface bitangente a
la surface S,, la corde de contact passant par 'intersec-
tion PQ des plans a =0, 8=0; le second membre
représente une surface passant par I'intersection de la
surface S, et des plans y = 0, 8 = o qui sont justement
tangents ala surface S aux points P et Q. Ce théoréme,
d'une démonstration si simple, a de nombreuses consé-
quences, que 'on développe aisément.



