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DE L'INTEGRATION D'UNE CLASSE DE SYSTEMES D'EQUATIONS
SIMULTANEES, LINEAIRES ET DU PREMIER ORDRE ;
Par M. IBACH,

Licencié ¢s sciences mathématiques et ¢s sciences physiques.

I. On sait que la forme la plus générale d’un systéme
d’équations difiérentielles, linéaires et simultanées du
premier ordre est la suivante :

d
‘ ?l%:éPIJ’*QM:%
(1) ‘

ds
( —d_.l" -+ ])Qy"“ Q?.S:O'Z?

ct la méthode de d’Alembert conduit 4 démontrer que
la résolution d’un pareil syst¢éme dépend de I'intégration
d’une équation différentielle de la forme

du
_ .'_Au_q.-Bu?—i
dr ' ’

dans laquelle A, B, C sont des fonctions de x. Or Euler
a prouvé que l'on ne peut intégrer cette derniére équa-
tion que si 'on en connait @ priori une solution parti-
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culiére. En thése générale, le probléme est doné inso-
luble; on va voir toutefois qu’en modifiantlégérement la
méthode de d’Alembert, on arrive 4 intégrer facilement
une classe nombreuse de systémes d’équations simulta-
nées.

1I. A cet effet, multiplions par les paramétres 9, et 8,
les équations (1); ajoutant ensuite et retranchant tour a
tour les équations aiusi obtenues, nous avons

dv dsz
§ 61% ’i“ez% 4+ (P04 Py6,)

(2)
=+ 5( Q101+ Q1205) = 0y 8; 40,05,
dv dz .
(3) Sexd—;—ezd—x—*‘.}’(f’xox—]j?,ez)
j + 5(Q10; — Q20) = ¢10, — 0505,
¢ POSC
0,y + 624 = E
4) o ’
{ 0y — 0,5 =13

ie différentie ces derniéres équations, et j’obtiens
) q y €L

ds db  _db _ dt
(5) eld —+ 0, d-—v—yd_ -+ % ?i;_d—w’
dy, _db,  d

(6 W =

Entre les six équations qui précédent, il est possible

ds
z, a’): Ty - Pour y parvenir,
retranchons d’abord I'équation (5) de I'équation (2) et
I'équation (6) de I’équation (3); nous trouvons

d’éliminer les quantités y,

d9;\
s <P101+P202—3?‘ ¥
(7) a6, :
( +<Q161+ Ozﬂq— —d—x->2—0101—1—9202~—%7
(P 8, — Py, —%i—_)y
(8)

df, dr
<Q161— Qieg—— —%—)z:—_o el_.p eq__ LTI.’
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dans lesquelles il ne reste plus que les quantités y et z.
D’autre part, les équations (4) fournissent immédia-
tement y el z en fonction de §,, 8,,§ et

_ kT k=2
T 20,0 T T2,

b

de telle sorte que I'éiimination proposée se trouvera
complétement réalisée si 'on remplace, dans les équa-
tions (7) et (8), v et z par leursvaleurs

O\ [E
<P,%—Ff30r— dx><§2 C)

d:
<Q101+Q292 ><’ >_0‘01*%09‘¢~i}’
+¢

b
(Pm,_lyol_v_i>< - >

dh, — 2\ d?,
+(Q191 — Qa0+ %> < -z('):) = 0101 — 038, — ZE:;

ou, en ordonnant en £ et &,

Py Py0y— 2,0, Q,0,— D0
d: »,*( 1h 2l — . 1Y 2Ys d.I‘
dr 26, 20,
(9) d9,
‘ <P]01+P202_‘{]_.7t Q]01+Q202 )
\ -+ 20 - 20, / e+ ol
db d()
e ( PO Pyt — T Q40— Qu, >
= 4 +
(lo) 'r \ 261 20,
i dh diy»
Py 0, — Py0,— 7[_]‘? Qi0; — Q0,4+ —= Iz
4+ = :: 9101—~0202.
N 20y 20, /

Ces deux équations ne sont pas plus facilement inté-
grables que les équations initiales ; mais il faut bien re-
marquer que, des quatre fonctions £, ¢, 6, et 8,, deux
sont absolument arbitraires, et que, par conséquent, il
est permis de choisir deux d’entre elles, 9, et 8, par
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exemple, de facon a simplifier les équations (g) et (10).
Or on peut disposer de 0, etde §,, de maniére a égaler 4 o
le coefficient de { dans I’équation (9) et de § dans I'équa-
tion (10), en écrivant

d8 o,
P06, Py 2—2{3‘: Q101+Q202—“d—é
[ = ) ’
(11) ) ! " * "
( P10 — Py — =L _ Uh— Qb 7;
9, = 6, ’

et il est facile de voir qu'on aura ainsi transformé les
q

équations (9) et (10) en équations linéaires de premier
ordre, de la forme

.
5;+U£:M,
NP

Si les équations (11) permettaient de déterminer 0,
et §,, les équations (9) et (10) transformées fourniraient
toujours £ et C. Il ne resterait donc plus, pour avoir
y et z, qu’a porter dans les équations (4) les valeurs de
6y, 85, & et { une fois connues, et il est clair que les va-
leurs de y el z contiendraient deux constantes arbitraires
introduites par les intégrations des équations (9) et (10)
transformées.

On le voit, toute la solution du probléme dépend ac-
tuellement des équations (11). Pourra-t-on en tirer des
valeurs acceptables de 6, et 8,7 C’est ce que nous allons
étudier.

A cet effet, ajoutons ct retranchons ces équations
membre 3 membre :

3l db,

|\ Pio—Zr @t

(12) Y ﬁl = 8, ’
( Py(8,)2— Qq(8,)?=o.
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De cette derniére équation, on tire
k]

b _ VP,
% Q)
quant a la premiére, elle peut s’écrire sous la forme
&, b,
b AT g, AT
Pi—gr =Q—;

ct, en P'intégrant immédiatement, on obtient encore

O _ Jei—aar,

0,

. 0 . N . .
Mais ces deux valeurs de U—‘ doivent étre identiques;
2

nous avons donc la relation

(A) _‘/_")_1 — efll'l—qul.r.
VQ
Les équations (11) qui, en thése générale, sont in-~
compatibles, pourront donc, toutes les fois que la rela-
tion (A) sera réalisée, se réduire a la seule
0, 0,
—= =
VP VQ
dont on peut conclure que 'on aura trouvé des valeurs
acceptables de 8, et 6., si I'on prend ces valeurs respec-
tivement proportionnelles a \/P—2 ct \/_QT.
On peut, pour simplifier, supposer que 6, et 8, sont

respectivement éganx a VP et \/Q. .
HI. Ce qui précéde conduit a formuler le théoréme
suivant :

Le systéeme d’équations différentielles et simultanées
de d’Alembert est intégrable toutes les fois qu’'entre
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les coefficients Py, P., Q,, Q. des variables yet z,
existe la relation
(A) \/':2 — (,ftl‘, Qodr,
VQi

IV. Nous avons dit qu’en employant les hypothe-
ses (11), les équations (g) et (10), qui donnent § et T, se
simplifient; elles deviennent, en effet, dans ce cas,

p PO+ Py — %
RN (LA R A

a7\ G
PO, — P60

dz < 101 — Paly— — )y

o\ Jem et b
\

Ce sont de simples équations linéaires et du premier
ordre, d’ot I’'on tire immédiatement

']».0‘+pa(jg>d_0’ a I‘,0,+P5fji‘d—e’
_ . dx dr dr dr
2:() 0, . ("101"‘“ ‘7202)(’ by + C y

d df - » do,
P,O,—-P,Oz—ﬁ PO, —P, 1ot
- e —_— —dr
te O (0101 — eaBz) e b + ¢

En posant, pour simplifier,

”
S

I

9

Pib; = Py — ;]71
S )
0, ’

Pyby — Py, — 1
N __dr q°
N T =,

jaurai pour y et z les valeurs suivantes :

9—107 oS [f(mﬂ, —+ (v,%)?fn ar C]
.94

+ ;%_ P-fqrd"' \r{( 018; — 05 02)(,_{‘1‘ R C'] )
. Up

I

¥

(B) ¢ o
s = (’ﬁde‘r[f("lﬁl - "202)”‘(“’“"" C,}
20,
1 fWar SWar o
— =5 ¢ [1(9,0,— 0285)e -,
1
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Dans le cas particulicr o il n’y a pas de seconds mem-
bres, ¢'cst-a-dire si ¢, et v, sont égaux i o, ces valeurs se
simplifient encore et deviennent

‘y B CefodrH (;,P—fll‘dr
- Tahy ’
(C) ¢ >0 R
( i (:(’ng(h-‘c'# f‘l dr
3= — ~ 207‘ - .

IN. L’étude de la relation (A) conduit aux remarques

sulvantes ;

Remarque I. — La relation (A) ne contenant pas
trace des scconds membres ¢y et vy, on peut en conclure
que la difficulté d’intégrer un systéme d’équations diffé-
renticlles et simultanées n’est pas augmentée par la com-
plication de leurs seconds membres.

Remarque II. — Si nous supposons que Py, Py, Q,,
Q. sont des constantes, larelation (A) est identiquement
vérifiée. Nous nous retrouvons donc ici en présence de
ce résultat connu, que le systéme d’équations (1) est in-
tégrable dans le cas ou les coeflicients sout constants.

Remarque I11. — Si nous posons P, =0, Q, =o,
la condition (A) est encore identiquement vérifiée. 11
cst facile de constater en cflet que, dans ce cas, les
équations du systéme initial deviennent de simples équa-
tions linéaires ctdu premicr ordre, I'une en y, etautre
en z, qu'il est possible d'intégrer immédiatement.

Remarque 1¥V. — D’une maniére générale, la condi-
tion (A) étant une relation entre les quantités Py, Py,
Quy Q2, si nous en choisissons trois d’'une maniére ar-
bitraive, la quatriéme se trouve déterminée, soit immé-

diatement, soit par une quadraturc.

V. Avant de terminer, observons encore que, dans le
cas particulier ou P, = Q., la relation (A) indique qu’il
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suffit, pour rendre intégrable le systéme fondamental,
que les deux autres coefficients soient dans un rapport
constant. Nous pouvons donc formuler le théoréme
sulvant :

Tutorkme II. — Si le coefficient d’une variable
dans une des équations (1) est égal au coefficient de
Uautre variable dans Uautre, et que le rapport des
deux autres coefficients soit constant, le sysiéme d’é-
quations uc d' Alembert est intégrable par la méthode
précédente. .

VI. Nous allons, pour achever, donner de ceire mé-
thode quelques applications qui ne sont peut-étre pas
sans intérét.

Application 1. — Soit a intégrer le systéme
dy N g
Ty 35 = 0,
dx )
ds
— — axrly 3 = 0.
dr Y

La condition (A), en observant que x correspond &
Py, (a*x?) a Py, 224 Qp, x4 Q ct que ¢, ct v, sont
nuls, la condition (A) se trouve vérifiée (théoréeme II).

Les fonctions O, et 0y, qui, daus le cas général, sont
égales a \/P._, et \/Qi, sont par conséquenl représentées
respectivement par ax ct x.

Par conséquent encore

db,
> 8, o
0 — { :791‘“1)202‘ _ dr —artoop— L
Q= 0, = : o
P paty— |
v — - e =—ar? r— -

Comme les équations proposées n’ont pas de seconds
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membres, les formules (C) donnent immédiatement

ax?

log.r b logx at ar
Ce® TR T LT TS
y = ,
- 20x
log.a r? axd log a? + ax?
g - — —_ g — — —
C™ T F g TES
S = .
20

Application 11.

— Soit a intégrer le systéme

‘,1-}_, e e?.r; = ¢,

d.r

ds

— - a?e?@y = y,.

dx 4 h

Tei
Pi=o0, Qy=o0, Py=a2e?x, (Q — e27,
done

0, = aer, 0§, =er,
donc encore

Q= ae*—i1, W =—aetx—;

y ct z sont fournis par les formules (B) :

f aer |~ ae:r
€T — —

J — -
Y= ——e 2 pra -+ py)ete ? + G
L [ (01 -+ 02)

a B * « .
I 24— T —r— L
“+ —— 2 ex(p @+ vy)e Y
saet

i - aedr [” d aeir - -
s=——¢ 2 (1@ py)exe 2 -G
2aer

: I o+ ;_’ err —r — :T',.er
— e ex(pia —+vy)e 2 +C1.
vae .

Application 111. — Soit a intégrer le systéme

d er 1
—‘-7—4* -+ 3 =o0,
r x

3 s ex
—— ¢y + — 5 =o0.
dr J x

La condition (A) est vérifiée. En cflet,

Vb, =
Vo !

=x.
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D’autre part,
I
Pl - Q2 = -_If’
donc
S(Py— Q) dr =logx,
de plus
elogxr — z;
nous avons donc

\/}’2 . ef(l‘,—Q.ulr.
VQi
Les scconds membres étant nuls, on a, d’aprés les for-

mules (C), en remplacant Q et W par les valeurs

exr | + a2 — ex - 2

Q= = )
N x
. er -] — r2—gp X — 72
Y= —— — )
o pe
el
T 2 r__ H
[l S ke A8
Ce X —L'C'e RS
P R
) 20

T2 12
—f—— dr —f dr
Ce ! — C'e '

2L




