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NOTE SUR I \ FAISCEAU DE SURFACES D'ORDRE QUELCONQUE
[ S U I T E ( > ) ] ;

PAR M. A. LEGOUX.

CONSIDERATIONS SUR LES SURFACES HOMOFOCALES

ET ORTHOGONALES.

Recherche des caractéristiques du système de surfaces
de U.

On sait que Chasles appelle caractéristiques d'un sys-
tème de surfaces : i° le nombre de ces surfaces qui
passent par un point donné ; 2° le nombre des surfaces
tangentes à une droite donnée; 3° le nombre des sur-
faces tangentes à un plan donné.

La première des caractéristiques est évidemment
l'unité.

Le nombre des surfaces du système qui sont tangentes
à une droite donnée est égal au nombre des courbes
situées sur la surface et dans un plan passant par la
droite donnée, tangentes à cette droite} ce qui revient
à dire que ce nombre est le même que la seconde carac-
téristique du système de courbes planes représentées par
l'intersection des surfaces U avec un plan quelconque

u = Xx -r- BJK -4- Cz,

ou bien des courbes dont l'équation est

+ B / + C*)* -^ Ki*< = o,

( l ) Voir 3e série, t. II, p. 233.
Ann. de Mathémal.,3e série, t . III. (Avr i l 1 8 8 4 . )
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où Ton suppose que dans w on a remplacé u par sa va-
leur en x,y, z.

Or l'équation précédente est de la forme

u*u\u\u\u\ = K,
avec la condition

u\i uii W3? • • • représentant des fonctions linéaires des
coordonnées, savoir

bty— exz, u% — a2x — b2y-\-C<LZ, . . . ,

l'équation différentielle de ces courbes planes est

du y o du2 du-i
a r S — i -x- V h . . . — o ;

Ui r ll2 U3

et l'on voit bien facilement qu'on peut la mettre sous
la forme

y — x ^ \

dy

fiil...] -̂  .. .= O,
ou bien encore

dx I ^ dx

P, Q, R représentant des polynômes du troisième degré
en x, j , z.

Or, si Ton donne le coefficient angulaire de la tangente

-~- et l'ordonnée à l'origine y — X'T~' O11 aura une

équation du troisième ordre pour déterminer les points
de contact. Il existe donc trois courbes du système tan-
gentes à une droite donnée. D'après ce qui a été dit plus
haut, la seconde caractéristique du système de surfaces
<?st donc 3.



Cherchons enfin combien il existe de surfaces du sys-

tème tangentes à un plan donné

AX — BY •+- CZ -h DU = o .

En désignant par x, j , zy u les coordonnées d'un des

points de contact, on trouve, pour déterminer ces coor-

données, les relations suivantes :

az b z — -— es — -— dz
x Y z u

A ~ B ~~ G "" D 7

A x -*- B j + G : + DM = O.

Prenons pour inconnue auxiliaire le rapport com-

mun; soit \ ce rapport, on aura

a £ = A À , bz— i— = XB,
37 J^

C £ — J— = ^s — — = AD.

Tirant de là les valeurs de x,y, z, uet remplaçant dans
la dernière équation, il vient, pour déterminer),,

Aa B3 Cv Do
1- — -J-— -i ? 1

as

(5)

a s

ou

— XA

a

X -

1 bz

as
T

--

X

XB '

6s
"~ ¥

es —

X

-XC '

Y

es
" G"

dz

X

—

—

XD

C'est une équation du troisième degré en \ qui a ses

trois racines réelles et, comme à chaque valeur de \ cor-

respond un système unique de valeurs pour x , y, z, u,

il en résulte qu'il existe trois surfaces du système tan-

gentes à un plan donné et que la troisième caractéris-

tique est 3. On aura donc un système ( i , 3, 3) d'après

les notations de Chasles, et ces surfaces U jouissent de
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toutes les propriétés communes aux surfaces de ce sys-
tème.

SiTon considère les transformées des surfaces précé-
dentes par le principe de dualité, on aura des surfaces
faisant partie du système (3 , 3, i), c'est-à-dire qu'il en
passera trois par un point quelconque de l'espace et que
l'on aura par suite un système triple. Nous verrons
bientôt que ce système triple devient dans un cas parti-
culier un système triple ortliogonal et que les surfaces
qui constituent ce système n'ont pas d'enveloppe, autre-
ment dit que le système de surfaces orthogonales ne
forme pas un système homofocal. La considération des
courbes paraboliques tracées sur les surfaces U nous
conduira sans peine à ce résultat remarquable.

THÉORÈME. — Les trois jwinls de contact des trois
surfaces du système U qui touchent un plan quelconque
sont les trois sommets dun triangle conjugué relative-
ment à la section du cône (4) pcir ce plan.

Pour démontrer ce théorème, cherchons les équations
de condition qui doivent être satisfaites pour que le
triangle, ayant pour sommets les points de contact des
trois surfaces U qui touchent un plan quelconque^ soit
un triangle conjugué relativement à la section du cône
(4) par ce plan.

Soient Xj, Ao, 13 les trois racines de l'équation en X;
x{,y <, z<, U{ les valeurs de x,y, 2, u correspondant à
)M ; X 2 , j 2 , z2y Uo les valeurs correspondant à \^ e t c -

L'équation du cône (4) peut être mise sous la forme
simple

b*y* r2s2 dï u"- w*- , .

Voir même Recueil, 3' série, t. II, p. 77.
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l'équation du plan polaire du point (x^y
lativement à ce cône est

^ M , ) r e -

c2Zi )Z -f-

Y /
U = o.

En exprimant que ce plan passe par les deux autres
points (ar2, j 2 , -2, w2), (^3> Js , *s* "3), on a

(6)

Enfin on a une troisième équation de condition

sa P Y 8 '

qui, jointe aux deux précédentes, exprime que le triangle
en question est conjugué relativement au cône. Il faut
montrer que ces trois équations sont identiques lorsqu'on
remplace les x, y, z, u par leurs valeurs en fonction des
\ fournis parFéquation (5).

Retranchons membre à membre les équations (6),
d'abord les deux premières, et remarquons que, x,y9 z
n'entrant dans ces équations que par les rapports

— ? — ? . . . , o n peut supposer w = i pour simplifier l'é-

criture*, il vient
«2 , 62

y Ki(tt î- Kj) = O.
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Remplaçons xu x 2 , . . •, y{, yt, . . . par leurs valeurs
cn)^ , X2, ^3, on trouve que le premier terme devient,
en posant

Si = Aj -h A2 -+- A37 S2 — Ai A2 -4- Ai A3 -+- À2 A3, S 3 = A i A 2 A 3 ,

2 — A 3 )

i s — A 3 S 3 '

Par une substitution pareille, le deuxième terme devient

— A 3 S 3

de sorte que l'équation prend la forme suivante

Si nous retranchons membre à membre la première
et la troisième, puis la deuxième et la troisième des
équations (6), et si nous remplaçons les x,y, z, u par
les X, nous retomberons sur deux équations identiques à
la précédente5 donc il suffît de vérifier que (7) est une
identité.

L'équation (5) donne

ABCD.S! = ABC d(oi -{- fi -+• y) -h ABDc(a + (3 -h 0) -4-...,
ABGD.S2= £[ABcrf(a + P) + A C W ( a + 7 ) + . . . ] ,
ABGD.S3 = z*(Abdc<x -h Bacd$ + . . . ) .

Effectuons les substitutions des Si, S2, S3 dans le pre-
mier terme de (7)5 il vient, toutes réductions faites,

( a B - 6A)(aG — cA)(aD
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On aura des expressions analogues pour les autres
termes, et (7) devient

— bA)(aC — cA)(aD — <TÂ)

^dB){bA~âB)_£
(cD-d rG)(cA — aC)(cB — bC)

C - cD)

ou bien, en chassant les dénominateurs,

— cB)(bD — dB)(cl> —
-±-b*(cA—aC)(aV—dA)(cT> - dC)

dB)

On vérifie facilement que c'est une identité; d'où ré-
sulte la démonstration du théorème.

Maintenant considérons, sur une des surfaces U, la
courbe parabolique d'ordre 2 s et la développable cir-
conscrite à cette surface suivant la courbe parabolique
qui représente, comme on sait, l'arête de rebrousse-
înent de cette développable.

Dans chacune des surfaces réciproques de U, on aura
une courbe de rebroussement et une développable ( * )
circonscrite à la surface suivant cette ligne de rebrous-
sement, lesquelles correspondront, en vertu du principe
de dualité, à la développable osculatrice et à la courbe
parabolique précédentes; d'où :

THÉORÈME. — Les suif aces réciproques des surfacesli
forment un système triple, c'est-à-dire qu il en passera
trois par un point quelconque de Vespace; chacune de

(•) Voir SALMON, Geometry 0/ three dimensions, p. 5Î6.
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ces surfaces aura une ligne de rebrous sèment, la dê-
veloppable circonscrite à la surface suivant cette ligne
de rebroussement sera de classe izy et elle sera cir-
conscrite à une conique imaginaire transformée du
cône (4 ) qui représente le lieu des courbes paraboliques
dans les premières surfaces.

Aux trois surfaces U qui touchent un plan quel-
conque correspondent trois surfaces réciproques passant
par un point donné, et aux trois points de contact, les
trois plans tangents aux trois surfaces menées par le
point donné. Et, comme le triangle formé par les trois
premiers points est conjugué relativement au cône (4)i
les trois plans tangents aux surfaces réciproques qui
passent par un point donné sont conjugués relativement
à la conique imaginaire C qui est la transformée du cône.

Si, en particulier, cette conique C devient le cercle
imaginaire de l'infini, on aura :

THÉORÈME. — Les surfaces réciproques de U consti-
tuent, dans le cas ou la conique C devient le cercle
imaginaire de l'infini, un système triple orthogonal,
et, d'après le théorème de Dupin, chacune d'elles est
coupée par les deux autres suivant ses lignes de cour-
bure.

Remarque. — Les surfaces de ce système triple n'ont
pas d'enveloppe. En effet, pour que deux des trois plans
tangents coïncident, il faut que deux sommets du trian-
gle conjugué dans les premières surfaces U soient sur le
cône imaginaire et, par suite, les deux plans tangents
coïncidents dans les surfaces réciproques sont tangents à
la développable circonscrite à la surface suivant la ligne
de rebroussement imaginaire.

On a ici un exemple remarquable d'un système tripk*



de surfaces, orthogonales dans un cas particulier, et qui
n'ont pas d'enveloppe, qui, par conséquent, ne sont pas
homofocales. La méthode générale qui sert à trouver
l'enveloppe donnerait ici le lieu des courbes de rebrous-
sement des surfaces du système. Cette remarque ne me
parait pas avoir été faite jusqu'à ce jour.

C'est ainsi que dans le plan un système de courbes
orthogonales n'admet pas d'enveloppe en général, au-
trement dit un système de courbes orthogonales ne con-
stitue pas généralement un système homofocal. Le lieu
des points où les deux tangentes aux deux courbes qui
passent par ces points coïncident est, en général, un lieu
de points singuliers (i ).

Inversement on peut avoir dans le plan des courbes
homofocales qui ne sont pas orthogonales. Nous en avons
donné un exemple dans les courbes représentées par
l'équation

2 2

où ƒ représente une fonction quelconque de x et
a et h des constantes et \ un paramètre arbitraire. Ces
courbes sont, quelle que soit la fonction J\ homofo-
cales aux coniques ^ \- ^~—j = i; mais, pour qu'elles

soient orthogonales, il faut que la fonction ƒ satisfasse à
une certaine équation aux dérivées partielles qu'il est
aisé d'établir. ( Voir même Recueil, 2e série, t. XX,
p. 4o6.)

De même, si l'on considère les surfaces du système
triple

X* t r 2 z* __
À / — a "*" \f — b *

(') DARBOUX, Comptes rendus, t. LXXI, p. 267; Étude géomé-
trique et analytique d'une famille de courbes, thèse par l'auteur.



où f représente une fonction quelconque de .r, y, z,
toutes ces surfaces sont homofocales; elles sont inscrites
dans Ja même développable focale, quelle que soit la forme
de la fonction ƒ, mais elles ne sont pas orthogonales.

Pour qu'elles soient orthogonales, il faudrait que la
fonction ƒ satisfit à trois équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre que l'on trouve aisément en
exprimant les conditions d'orthogon alité. Ce calcul
nous a conduit à cette solution négative, à savoir que
les trois équations n'avaient pas de solution commune,
que, par conséquent, le système triple en question n'é-
tait pas, sauf le cas des surfaces quadratiques, un sys-
tème triple orthogonal.

Equation tangentielle des surfaces U.

Si Ton se reporte aux relations entre les coordonnées
x,y, z, u et le paramètre X, on en tire

fi z. £ _ _ j _ . . .
\v ~~ at — X A w ~ bz — XB w ~ cz — XG '

remplaçant dans l'équation générale des surfaces U, il
vient

d'ailleurs ). doit satisfaire à l'équation (4) ou (4 bis)

v as . ht . ce . dz
Â _ _ _ A —-g- A — ^ A - D ~

= o.

On obtiendra donc l'équation en coordonnées tangen-
tiellesÀ, B, C, D, en éliminant le paramètre \ entre ces
deux équations.



On voit, à l'inspection de ces équations, que le résul-
tat de cette élimination n'est autre chose que le discri-
minant de la première équation. On aura une équation
de degré 3s en A, B, . . . et du troisième degré en K.
Donc les surfaces réciproques de U forment bien un
système triple d'ordre 3e et de classe e. Si l'on consi-
dère A, B; C, D comme des coordonnées ponctuelles,
l'équation résultant de l'élimination de \ représentera
en coordonnées ponctuelles les surfaces réciproques de U
relativement à la quadratique JC2 + y2-\- z2-h u2 — o(<).

Application au cas particulier OÙOL= [3 — y = S = I ,
£ = 4 • — Les surfaces réciproques de U sont des sur-
faces de douzième ordre et de quatrième classe dont
l'équation en A, B, C, D se présente sous une forme assez
simple.

L'équation en \ devient, dans ce cas,

fa b c d\,o n ( ab ac

D )13 - l 6
 (AÏÏ ~ sn — • j A '

/ abc acd
"4 ( Ton "+" * nr\

i

VABG AGD '") KABCD

Or on sait (SALMON, Iligher Algebra, p. 171) que le
discriminant d'une équation du quatrième degré de la
forme

a'»-4- ib'A3 — 6c'À2-4- \d'\-L- c' — o
est

(a'ë — 4b'd'-h 3c'2)3

— ij(a'c'e'-{- nb'c'd'— a'd'2— e'b"2- — c'3)2 = o.

Appliquant ce résultat à l'équation précédente, on aura,

(•) M. Darboux a étudié des systèmes triples orthogonaux repré-
sentés par une équation analogue à Id précédente dans son savant
Mémoire sur les coordonnées curuhgnes {Annales scientifiques de
l'École Normale, 1878 ).



après avoir simplifié et réduit,

]3

...)(abcD H - . . /

[^5_64(«BCD- f -*ACD-f-cABD

— 27r-^-ABGD(a6GD -+-...J

(

— (aBGD-(-...)2__ ? i
K 27

C'est une équation du douzième ordre en A, B, C, D.


