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EMPLOI, DANS LA GEOMETRIE TRILINEAIRE, DES COORDONNEES
DES POINTS CIRCULAIRES;

Par M. H. FAURE.

I. Soient a, &, ¢ les c6tés du triangle de référence,
A, B, C ses angles, S sa surface, R le rayon du cercle qui
lui est circonscrit.
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Considérons les deux points w, et w, qui ont pour
coordonnées

oy =—1I, oy = —1I,
Bi = cosC-+sinCy'—1, Py =cosC—sinCy—r,
Y1 =cosB —sinBy—1; ys=cosB+ sinB\/-—l.
On vérifie aisément que : 1° satisfaisant a la relation
aa+ bl +cy=o,
ces points sont a 'infini; 2° satisfaisant a la relation
aly -+ bay+cad =o,
ces points sont sur un cercle. Les points w,, w, ainsi dé-
finis par leurs coordonnées sont donc les points situés a
P’infini sur un cercle.
1I. A D'aide de ces valeurs, la fonction X

X =U'+ mm'+ nn' — 2 cosA(mn'+- nm')
—acosB(nl'+ In') — 2 cosC(Im'+ ml')

peut s’écrire sous la forne

X = 3[(lag+mBy+n¥)(lag+m'By +n'ys)
+(lag+mBy 4+ ny)(U'ay + m' By + n'yy)];

la vérification est facile, en observant que

aq %y = Bi% =Y1Y2 =1,
vi1Bs + Biys =—a2cosA, a;yy+ Y2y =—2cosB,
ay B2 + P12y = — 2 cosC.

En particulier, la fonction Z
Z=0124+m?+n*—amncosA —2anlcosB—almcosC
sera égale au produit
(lay+mBy+ nyy)(L2, +mBy + ni,).

II. Cela posé, soit la—+mp + ny=o0 l'équation
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d’une droite. Convenons de représenter par la notation
D(«fy) son premier membre et de méme par DY (afy) la
fonction linéaire I'a + m/ + n'y.
1° On sait que si, A, p, v sont les distances des som-
mets du triangle de référence a une droite quelconque,

452 = az)\z_;_bng
~+ ¢2v2 — 2 bcpy cos A — 2cavh cosB — 2 cosC;

nous pouvons donc écrire
452 = (akay + b By + cvyr)(adras + bpfs + cvye).
2° Distance d’un point («, B,v) & la droite
D(aBy)=o.
Cette distance ¢ pourra s’écrire sous la forme

5 D(aBy)

B \/D(“tﬁl‘{i)D(“zﬁzh);

car on sait que

la+mB +ny

[N
0 =

Vi 4+~ m?+n2—amncosA—a2nlcosB—almcosC

Lorsque la droite D est déterminée par deux de ses
points (o, &', v'), (¢, B",¥"), on a

|1a' d”l

o
0 =

’
o 2
/]a o o' | |ag o o]

en convenant de représenter par | « o' o’ | le détermi-
té / /N / .

nant des neuf quantités o, o/, o5 B, &, B; v, Y, y" et
de méme pour les autres.

Si, dans I’expression de 3, on suppose que le point
(¢, 8, v) coincide successivement avecc hacun des points

. . b ,r N N 3

circulaires, et que I’on désigne par &, et 8, les distances
des points w, et w, a une droite quelconque, on trouve

81.82 =1I.
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3° Angle de deux droites. — On sait que le cosinus
de I'angle § des deux droites D, I est donné par lare-
lation

X
cosh = ——.
(WAA
Z érant ce que devient Z lorsqu’on ajoute un accent aux
lettres /, m, n. Nous avons, par conséquent, en intro-
duisant les coordonnées des points circulaires,

D(aBiv1)D'(22Bays) + D(23Bay2) D' (o [31"(1).
VD (e Bryr) D (a2 B2v2) D' (s Br1y1) D' (22 B2 72)

Si les droites sont déterminées par les coordonnées
a, 3, v de leur point d’intersection et par les coordon-
nées o, {', ¥/, o', §”, ¥¥ d'un point pris sur chacune
d’elles, on a aussi

2¢050 =

oy a o | Jog o0 @ | +1ag & o | | & @]

2 cosh =

\/la, aa | |2 @ 2| |ag aa”| [ay aal

Si I’angle § et les points o/, o’ sont donnés, cette re-
lation donneimmédiatement I’équation du cercle passant
par deux points et capable d’un angle donné.

4° Distance de deux points m, m' donnes par leurs
coordonnées («, 8, v), (¢, Py ¥'). — Si, pour abréger,
on pose
L=8y—7v%, M=qya—ay, N=oaof —p,
on a la relation

mm’2= %;(Li—t— M2+ N2 — 2MN cosA — 2NL cosB —2MN cos C).

Nous pouvons donc écrire, a I'aide des coordonnées des
points circulaires,

2
mm= g (Lay + Mg, + Nyy)(Lay -+ M + Nya),
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ou bien

——2 R? , ,
mm:—s—2[alaa| Jag 2 a'|.

Remarque. — Sil’on désigne maintenant par X I’aire
d'un triangle dont les coordonnées des sommets sont

(o By v)s (s B 7), (o, §,7"),on a

R ’
2E=S-|a Byl

_—2
Si donc nous remplacons dans la valeur de mm’ les
déterminants par leurs valeurs respectives

25 , 28 ,
= wymm!, = wymm,

R R
on trouvera

2
mm' = foymm’.wgmm'.



