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SUR LA CONDITION POUR QU'UN POLYGONE SOIT INSCRIT
ET CIRCONSCRIT A DEUX CONIQUES;
Pyr M. WEILL.

Je me propose de donner une solution élémentaire de
ce probleme célébre, qui consiste a chercher la condi-
tion pour qu’il existe un polygone d’un nombre donné
de cotés, qui soit inscrit a unc conique donnée et cir-
couscrit a une autre conique donnée; on sait que, dans
ce cas, il existe une infinité de polygones de ce rombre
de cotés, jouissant de la méme propriété. Je considére
les polygones du systéme qui sont infiniment aplatis.

Premier cas. — lLe polygone a un nombre pair de
cOles.
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Le polygone est inscrit dans la conique U et circon-
scrit & la conique V, ces deux coniques ayant respecti-
vement pour équations

al —y(Aa+BB+Cy)=o,

Laf —Ky2=o.

Au point A, commun aux deux coniques, menons a
la conique V la tangente qui rencontre la conique U en
un second point C; du point C menons a la conique V
la seconde tangente qui déterminera sur la conique U
un point D, et ainsi de suite. Si, aprés p opérations, on
arrive a4 un point B commun aux deux coniques, il
existera un polygone infiniment aplati, de 2p cotés,
AC,CD, DE, ..., LB, BL, ..., DC, CA, qui sera in-
scrit dans la conique U et circonscrit a la conique V:
donc, en exprimant que la ligne qui part du point A
aboutit au point B aprés p opérations, nous aurons écrit
la condition cherchée pour un polygone de 2p cotés.
Cela posé, cherchons I'équation de la conique a laquelle
sont tangents les cotés de la ligne polygonale qui part
du point A pour arriver au point B, en passant par les
points de contact de la ligne ACD ... B avec la co-
nique V.

En appelant / un paramétre, un point de la conique V
est a I'intersection des deux droites

K ~
a = ZTJY’ 3 = _5
La droite qui joint deux points /, /' a pour équation
La+ K8l —a2Ky({+1)=o0.

En identifiant cette équation avec celle de la polaire
d’un point (o, ', y)dela conique Upar rapport a la
Ann. de Mathémat., 3° série, t. I1I. (Mars 1884.) 9
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conique V, on a

3':[, a’:ll—fll', “{'—__.—'——-—.

Donc la relation entre [ et I/ est

1) —Il—(11’+ ﬁi(A%11'+B+cl:l>=o.

2

Cette relation a lieu entre les paramétres [ et I de
deux points consécutifs de la ligne polygonale dont
nous cherchons 'enveloppe. Cette ligne, qui part de A
pour arriver en B, ap sommets, et les valeurs du para-
métre /, qui correspondent & ces p sommets, sont

Ly, by ooy 1.
Ona

l,:o, l,,:oo,

Dans I’équation (1), faisons /= o, nous aurons pour
' deux valeurs : I'une o qui est a rejeter; 'autre est

— 2B
o= ———.
: G
Cherchons /;. 1l faut, dans ’équation (1), rempla-
cer I’ par la valeur que nous venons de trouver pour [, et
I'équation du second degré en / donnera /, et /;. 1l faut
trouver une loi de récurrence. Kcrivons I’équation (1)

sous la forme
ML U+ P01+ QU+ )+ Rl =0
ou bien
(3) (M 4+ PU)+ I[P+ I(aM -+ R) 4+ Q] + MI2 4+ Ql=o.
Si /' représente /; dans cette équation, les deux va-
leurs de I seront [, et I;, et 'on aura

Ll (M-+Pl) —MI—Ql=o,
ls—IL)YM 4+ Pl) + P13+ (2M+ R)l;~ Q = o.



(131)
Eliminons 22, il vient
L(M + Ply)(M + Ply)
+ ML (M+ Pl;)+ (2M2+ RM — PQ)/;+ MQ =o.

Pour que la ligne polygonale arrive au point B, il
faut que l'on ait

(4)

lp= o,
c’est-a-dire que le coefficient de /2 dans I’équation (3)
soit nul, ou enfin que l'on ait
' M+ Pl, ,=o0.
Ainsi, pour un quadrilatére, on aura
ly=w, dou C=o.
Pour un hexagone M+P/, =0, d’ott MC—2BP=o.

Posons
M+ P/, = H,,

M- Pl = H,,
La relation (4) peut s’écrire alors
H‘H2I'I3—:‘ HQS’-*— T = o,

en désignant par S et T des constantes. On aura, en gé-
néral,
H,H,+ Hpio+-H, 1S+T =o.

En égalant H,, 4 zéro, on aura, entre ABCKL, la rela-
tion cherchée correspondant a un polygone de (27 + 4)
cotés. Reste a exprimer, en fonction de ces données, les
quantités S, T, H, et H,. On trouve

C2 K
= 55— 7T (AB=+©),
T— 9<ﬂ_9+9‘§),
8 L 4 2L
h. — C2L—4ABK
1= jCL "’
C2L+ 4ABK 4 ABK?
Hy=

4CL T L(G2L—4ABK)’
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Les calculs précédents supposent connue une sécante
commune aux deux coniques données; pour exprimer
la méme condition a l’aide des invariants 8,8',..., il suf-
fit de former I’équation en X des deux coniques UetV,
on trouve

A O_Q_LA 6—?1?
(5) K = fé, C: T, AB = A" — L2 .‘,
(6) AL3— L2+ 0L —A=o.

Ayant H, = o, avec les notations précédentes, il res-
teraa éliminerL entre 'équation (6) et I’équation H, = o,
aprés qu'on y aura remplacé AB, C, K en fonctionde I
¢t des invariants.

Si Iy, Iy, I, sont les paramétres de trois sommets con-
sécutifs de la ligne polygonale considérée, on a

M3+ Qly

L= M-Pl
i P2+ (2M+R) I+ Q
lg—r— lb - — ———‘—'M’T“r)l —_ .
- 3

Or la droite qui joint les points /,, /, a pour équation
Lo ﬁKlg ll, —_ 2“"K(12+ lb) = 0.

Si I’'on remplace dans cette équation [, /; et [, + [, par
leurs valcurs en fonction de /3, on aura facilement
Péquation de Penveloppe des droites qui joignent de
deux e¢n deux les sommets de notre ligne polygonale;
cette enveloppe est une conique, comme on le sait. On
obtiendrait, mais par des calculs de plus en plus com-
pliqués, la conique enveloppe des droites qui joignent
de trois en trois, de quatre en quatre, les sommets de la
ligne polygonale.

Deuxiéme cas. — Le polygone a un nombre impair
de cotés.
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Il est inscrit dans la conique U et circonscrit a la
conique V, lesquelles ont pour équations

a3 —y2=o0, (Aa+ByPR—a3(my-—a)=o.

Un point de la premiére conique sera a I'intersection
des deux droites
?‘ =Y t, a= % .
Au point A, commun aux deux coniques, menons a la
conique V la tangente qui est

my —a =o.

Cette tangente rencontrera la conique U en un
point ¢,. De ce point, menons & la conique V une tan-
gente qui déterminera sur la conique U un point ¢, et
ainsi de suite. Si le point £, ainsi obtenu se trouve au
point B ou la droite ¥ rencontre la droite 8 et la co-
nique U, c’est que I'on pourra inscrire et circonscrire
aux deux coniques un polygone infiniment aplati de
(2p —1) cOtés; on aura

ty=o, Ip=o.

Par un point ¢ de la conique U, menons les deux tan-
gentes a la conique V, la corde de contact aura pour
équation
A(Aa—By)—=8

7 —t(my —a)+B(Aa+ By)—mB =o.

(1)
Un point de la conique V est a I'intersection des droites
Aa+By=2A(my—a), Az—By= g
L’équation (1) donne alors entre t et A la relation

(2) X’(x—mt)+7\(A+Bt)—§:o,

(3) §+t(12m—1B>—<M+“> =o.
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Ona
fhi=w, M=o, = ,ln’ l’zzm(—ArIn—ﬁ_);
tp=0, lp=0, Apy=—A.
En général, on a
lk)\k—1=;(,;_—_%m’
)\k+1k—1=:(TA_j_Tl:ktk—)'

En éliminant ¢, il vient, en posant Am + B = C,

(M=t 4 +A)2 4 2BCAg Ay — 2m CA g A gy (Mg =+ Aj—y) = O,
(M4 M1+ A)2+...=o,

Mg+ A4+ Mgy + A
—2mCAg(Ap_1 4+ A=+ gy )+ Ax(1+ 2BC) = o.

Posons
=H
k k+ sme’
il vient
o
Hp+ Hpeq + Hpao + T Povias B =o.
k1

Cette formule de récurrence est la méme que dans le
cas des polygones d'un nombre pair de cotés. En effet,
dans ce cas, nous avons trouvé

H,Hp+1Hyio + SHppy+ T=o0;
on en déduit

HpviHproHps +SHps + T =0,
d’ou

1 1
Hy—Hpyy=S (e — )
n n+3 <Hn+l H,H.-; ’
par suite

\

1 1
Hy+Hy+ H,—(Hpsy+Hapio+ Hpa) = S(PT, - Hn+2)’
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ou enfin

—S S
Hyvy+Hppo+Hpy g+ o + <— — He—H;— H,,) =0,
Hpo H;

ce qui démontre l'identité des deux formules de récur-
rence.
Revenons aux polygones d’un nombre impair de cotés.
La condition pour un polygone de (2p —1) cotés
s’exprimera par A, = o, c’est-a-dire par
— 1

Hp = am(Am—+B)

Les constantes o et 3 ont pour valeurs
"= 1+2(Am + B)? , 8= 1— B(Am — B)
—4m2(Am + B)? m(Am + B)
H,=o,
_H3:[H—2m(Am+B)]2+l+2mA(A1n+B)+2(Am+B)2,
am(Am -+ B)[1+—2mA(Am-B)+2(Am -+ B)?]
_fr—2m(Am 4 B)]E_

’

A3

Pour un triangle, le systéme des deux coniques est
aB —y2=o0, (Aa+Byr—2fy=o.
Pour un pentagone,

14+ 2Am?2\?2

B—y=o, (Aa—v om )—23(m7—“>=0'

Pour un quadrilatére, en revenant au premier cas,
on trouve que le systéme des coniques U et V est repré-

senté par
a3 —y(Aa+Bj)=o,

Laf —Ky2=o.
Pour un hexagone, le systéme est

a2 —y(Az+ B3+ Cy)=o0,
jABa3 — C2y2=o0.
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Pour un octogone, le systéme est
af —y(Ax+ BB+ Cy)=o,
/,(JXW})«@ — CG2y2=o.
On obtient les cas particuliers en donnant, dans les

formules précédentes, des valeurs particuliéres aux coef-
ficients ainsi qu’aux fonctions linéaires «, {3, v.



