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NOTE DE TRIGONOMETRIE ELEMENTAIRE ;
Par M. N. GOFFART.

Dans les Proceedings de la Société philosophique de
Cambridge, M. Glaisher énonce et vérifie quelques for-
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mules de Trigonométrie élémentaire auxquelles il est
parvenu, dit-il, par I'intermédiaire des fonctions ellipti-
ques.
Il est aisé d’en donner des démonstrations fort simples.
Posous, avec M. Glaisher,

‘d=f(—a+b+c+d),
yb’:—;(—l—a—b+c+d),

(1) C
’C=§(+a+b—c+d),
d=3~a+b+c—d),
el
'd=Ha+bt+crd)=+La +b+c+d),
(o) V47— ba b o) o),
l ya—btc—d)y=—3a—-b+c—d)

"=
( d=Ya—b—-c+d)y=—1(ad—b—c+d).

I. Considérons cn premier lieu les sommes

Jcos(a — b) + cos(c — d)] = | cos(a + b) -+ cos(¢ + d)],
[cos(a — b)— cos(c—d)] == [cos(a + b) — cos(c + d)].

1° Ou peut écrire
v = cos(@ — b) -+ cos(¢c — d) + cos(a -+ &) + cos(¢ —d)
sous I'une des deux formes

v =[cos(a — b)+ cos(a—+ b)] + [cos(¢c —d)+ cos(c+ d)]
= 2(cosa cosb + cosc cosd),

o =|cos(a—b)-cos(c+d)|—[cos(c — d) + cos(a -+ b)]
= 2(cosa’ cosb'+ cosc' cosd');

d’ou
(2) cosacosb + cosccosd = cosa’ cosd’ + cosc’ cosd’.
2° La formule

= cos(a—b)+ cos(c—d)—cos(a-+b)—cos(c+d)
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peut s’écrire aussi des deux maniéres

u=[cos(a—b)— cos(a—+b)|+[cos(c —d)—cos(c+d)]
= a|sina sinb + sincsind],

u=/[cos(a—b)— cos(c—d)] -+ [cos(¢c — d)— cos(a + b)]
= 2[sina’sind’ - sin¢' sind’},

d’ou

(8) sinasinb - sincsind = sina’sind’ —sinc¢'sind'.

1l y a évidemment trois formules analogues a (a) ct a
(8), ety enles ajoutant, on peut les écrire symbolique-
ment

1)

S(sinasinb) = Z(sina’sind’),

X(cosacosb) = Z(cosa’ cosd’).

3 La formule
v'=rcos(a —b)—cos(¢c—d)-~cos(a —b) —cos(c-+d)
s’écrit des deux maniéres

v'=[cos(a--b)--cos(a—+ b)] —[cos(c—d)--cos(c—d)|
= 2(cosa cosb — cosc cosd);

v'={[cos(a—b)—cos(c+d)] —|cos(c--d)— cos(a — b)]
= 2(— sina’ sind’'+ sinc’ sind’);

d’'on
(a') cosacosb— cosccosd =—sina' sind'+ sinc’sind’.
4° La formule
u' = cos(a—b)—cos(c—d)—cos(a-+b)+cos(c+d)
s écrit

w=/[cos(a— b)-—-cos(a—0b)]—[cos(c—d)— cos(c -+ d)]
= 2(sinasind — sinc sind),

u'=[cos(a—b) + cos(c + d)] —|cos(¢c — d) + cos(a + b)]
= 2(cosa’ cosb’'— cosc’ cosd’);
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d’ou

(8") sinasinb — sincsind = cosa’ cosd’ — cosc’ cosd’.

II. Considérons en second lieu les sommes

W = cos(a — b)cos(c— d) -+ cos(a -+ b)cos(c -+ d),
W' = cos(a — b)cos(c+d) - cos(a -+ b)cos(c—d).
1° On peut écrire

cos(a—b) —cos(a—+b)

W = .
cos(c + d) cos(c — d)

Or ce déterminant peut s’écrire de deux maniéres diffé-
rentes en remplacant, d’une part, les colonnes par la
somme ct la différence des colonnes, et, d’autre part, les
lignes par la somme ct la différence des lignes, ce qui

donne
, sinasinb — cosacosbh |
3 W == .
cosccosd sinasind |
= cosa cosb cosccosd <+ sinasinb sinc sind,
i cosa’cosb’ <inc'sind’
FRANE . .
— sina’ sinb’  cosc' cosd’
= cosa’ cosb’ cosc’ cosd -+ sina’ sinb’'sin¢’ sind’;
.
d’ou
(A) cosa cosb cosc cosd -+ sina sind sincsind
== cosa’' cosh' cosc’ cosd' + sina’sind’sinc¢’ cosd'.

2° La deuxiéme formule s’écrit de méme

W cos(a—0b) —cos(a--6)
" cos(c—-d) cos(c-~d)
et donne
W sinasinb — cosacosb
* 7| cosccosd —sincsind
= cosa cosd cosc cosd — sina sinb sinc sind,
LW cosc” cosd” sina’sinb” l
27 7\ sine"sind”  cosa’cosb”

= cosa’ cosb” cosc” cosd"— sina’ sinb” sin¢” sind”;
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d’ou
(A) cosa cosb cosc cosd — sinasinb sinc sind
= cosa" cosb” cosc’ cosd” — sina” sind"sinc" sind"..

Si l'on introduit au moyen des relations (2) dans
(A') les &, ¥/, ', d' aulieudes a, b, ¢, d, en remarquant
qu’il en résulte un changement de signe pour sinbd’,
sinc’, sind”, il viendra

cosa’ cosd’' cosc’ cosd’' — sina’ sind’sinc’ sind’

(A")

= cosa’ cosb” cosc" cosd” + sina” sinbd” sinc” sind".
Nous pouvons écrire symboliquement ces trois formules

(A) II(cosa) + N(sina) = I(cosa’) —M(sina’),
(A") Il(cosa) — M(sina) = I(cosa”) — MN(sina"),
(A") M(cosa')—I(sina') = M(cosa") — M(sina”).

IIl. Formons maintenant les sommes
(A)— (A)—(A") et (A)—(A)—(A"),
il viendra, aprés réduction et transposition,

(B) l(sina) =— ll(sina’) —[I(.siua”),
(C) (cosa) =—+ M(cosa’)— II(sina"),

qui se développent ainsi

(B) sina sind sine sind
=sina’'sind'sinc' sind’ + sina” sinb” sinc¢”sind”,

+. | cosacosb cosccosd

(C)

| =cosa cosd' cosc’ cosd’ — sina” sind” sinc” sind”.

IV. Reprenons les formules («) et (8); élevons-les
au carré et retranchons-les, en observant que

cos?a@ cos?bh =1 —sin?a — sin?b + sin?a sin2b.
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Il viendra, en réduisant a I'aide de (B) et (C),

sin2a + sin?b +- sin2c¢ + sin?d

D
(D) = sin2a’+-sin%b'+sin2¢'+-sin?d'—4 sina” sind” sinc” sind”
ou
(D) S(sin2a) = Z(sin2a’) — 4 {sina”).

De méme, ajoutant (a) et ('), préalablement élevées au
carré, il vient
2[M(cosa) — M (sina)]

= 2(cos?a’ cos2f'+ cos2c’ cos?d’)
—(cos?a cos?b + cos?c cos?d + sin2asin?b +sinZesin?d).

Faisant de méme pour (a') et (3), on a
2[M(cosa) — M(sina)]
= — a(sin2a’ sin2 '+ sin2¢' sin2d’)

~+ (coszacos?b — cos?ccos?d +sin2a sin2b +sin2csin?d);

puis, additionnant, il vient, en tenant compte de
cos?xy = 1 —sin2x.

(E) M(cosa)—T(sina) = 1 — 5(sin? @'+ sin2d'-+sin? '+ sin? d’)
ou

{ cosa cosb cosccosd — sina sinb sinc sind

(E
| =1— 4 (sin?a’ + sin2d’ + sin? ¢’ + sin2d’.



