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NOTE DE TRIGONOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE ;
PAR M. N. GOFFART.

Dans les Proceedings de la Société philosophique de
Cambridge, M. Glaisher énonce et vérifie quelques for-



mules de Trigonométrie élémentaire auxquelles il est
parvenu, dit-il, par l'intermédiaire des fonctions ellipti-
ques.

Il est aisé d'en donner des démonstrations fort simples.
Posons, avec .M. Glaisher,

t a! =z ~(— a 4- b 4- c 4- d),

c' = J-f-4- a-\- b — c -h d),

et

J. Considérons en premier lieu les sommes

[ cos(a — b) 4- cos(c — Ö?)J =h | cos(a -+- ô) -+- cos(c -r- d)],

[cos(a — b) — cos(c — d)] zn [cos(a -H b) — cos(c -h d)].

i° On peut écrire

v — cos(a — b)-\- cos(c — d) -h cos(a -h 6) -f- cos(c -r- öf )

sous l'une des deux formes

v =1 [cos (a — b) H- cos (a -f- b)] H- [COS(C — d) -+- cos(c 4- d)\

= 'i(cosa cosb -h cosc cos d),

v — [cos (a — b ) -r- cos( c -{- d)] — [cos(c —• d) -H cos (a 4- b)]

= 2(cosa' cosè'4- cosc'

d'où

(a) cosa cos^ 4- cosc cosc^ = cos a' cos6'4- cosc'

2° La formule
11 = cos (a — 6)4- cos (c — d) — cos (a 4- b) — cos(c-hrf)



peut s'écrire aussi des deux manières

u = [cos(a — b ) — cos(a -r- b)\ -f- [cos( c — d) — cos(c 4- d)\
= 2[sina sin6 4- sine sindj,

u = [cos (a — b) — cos(c — d)] -r- [cos(c — d) — cos (a -r b)]
= 2[sina' sin6'-- sine' sinoT],

d'où

(3) sin a sin b — sine sin â?= sin a' sin b' -r- sin c sint/'.

11 y a évidemment trois formules analogues a (a) et à

(j3), et, en les ajoutant, on peut les écrire symbolique-

ment
'sin b'),

(y)
( S(cosa cosb) = 2

3° La formule

v' = cos ( a — /> ) — cos ( e — d) -r cos ( a — b ) - cos ( c -i- rf )

s'écrit des deux manières

i>' = f cos (a — b) - - cos (a -j- &)] — | cos(c — d) -- cos(c — cH]
= 2(cosa cos 6 — cos e cosd);

v' =z [cos(a— b) — cos( e -+- dj\ — | cos(c -- d) — cos(a — b)\
= 'i(— sina' sin^'-i- sine' *\nd')',

d'où

( a ' ) r o s a cos 6 — cos e co^d — — sin a' sin b' •+- sin c' s'ind'.

4° La formule

u' = cos(a — b) — cos (e — d) — cos(a -\-b)-r- cos (e -h d)

s'écrit

u' = [cos(a - b) — cos(^r — b)] — [cos(c — d) — cos (e -r- d)]

— 2(sinasinè — sine sinö?),

u'~ [cos(a — 6)4 - cos(c 4- d)} — [cos(c — d) 4- cos(a 4- b)\
?=• i(cosa! cos 6'—cos e' COSÖT);



1O"

d ' t

)') bina sin 6 — sine si no* = cosa7 cos b'— cosc' cosa".

II. Considérons en second lieu les sommes

W = cos(a — &)cos(c— d)-r- cos(a-f- b)cos(c -f- d),
W = cos(a — b) cos(c -f- d) -,- cos(a -f- b) cos(c — d).

i° On peut écrire

cos(a — b) —cos(a -î- b)
cos(c -+- d) cos(c — d)

Or ce déterminant peut s'écrire de deux manières diffé-
rentes en remplaçant, d'une part, les colonnes par la
somme et la différence des colonnes, et, d'autre part, les
lignes par la somme et la différence des lignes, ce qui
donne

sina si nb —cos a cos b |

cosc cosa7 sin a sin b
= cosa cosb cosc cos d -i- sin a sin b sinc sina7,

cosa' cosb' sinc'sina7'

sin a' sin b' cosc'cosa7'
= cosa' cosb' cosc' cosa"-f- sina/ sin b' sin c' sina7';

d'où

-iw-

(A)
cosa cos b cosc cosd -î- sin a sinb sin c sin a7

— cosa ' cos6 ' cosc ' cosa7'-!- s i na ' sin b' sin c' cosa7'.

2° La deuxième formule s'écrit de même

cos (a — b) — cos ( a -- b )
cos(c — d) COS(C-Î-O7)

et donne

sin a sine —cosa cos b

cosc cosa7 —sine sina7

= cosa cosb cosc cos a7— sina sin b sine sin d,

cos d' cos d" sin a" si n b"

sine" sina7" cosa"cos6"
05 c" cos d"— sina" sine* sinc" sînoT';



( i o 8 )

d'où
cos a cos b cosc cosa*— sina sin 6 sinc sin d

( = cosa" cosb"cosc" cosd"— sina" sinb"sinc" sind".

Si l'on introduit au moyen des relations (2) dans
( A') les a', b\ cf, d! au lieu des a, Z>, c, d, en remarquant
qu'il en résulte un changement de signe pour sine",
sine/7, s\ndf\ il viendra

cos a' cos b' cosc' cos a1'— sina' sin b' sinc' sina"
( A"")

= cos a" cos b" cos c" cos d" H- sin d' sin b1' sin c" sin âT.

Nous pouvons écrire symboliquement ces trois formules

(A) n(cosa) -f- n(sina) = Il(cosa') ->- Il(sina'),
(A') Il(cosa) — n(sina) = IT(cosa") — n(sinaw),
(A") Il(cosa')— ïl(sina') = II(cosa") -r- II(sina'/).

III. Formons maintenant les sommes

( A ) - ( A ' ) - ( A " ) et (A)-h(A')-(A"),

il viendra, après réduction et transposition,

(B) ll(sina) = — ll(sina') — n(sina"r),
(G) II(cosa) = -r- Il(cosa')—II(sinav),

qui se développent ainsi

sina sin b sine sin d
(B)

f G)

= sina' sin b' sine' sina" -h sina" sin b" sinc" sin a1",

\ vos a cos b cosc cosd

I = cos a' cos b' cosc' cosd' — sina" sin 6" sinc" sina*".

IV. Reprenons les formules (a) et (p ) ; élevons-les
au carré et retranchons-les, en observant que

cos2 a cos2 b = 1 — sin'2 a — sin2 b •+• sin2 a sin2 6.



( l 0 9 )
II viendra, en réduisant à l'aide de (B) et (C),

( sin2 a -+- sin2 b -+- sin2 c -h sin2 d

( =sin2af-f-sin2è'-f-sin2c'-hsin2ö?'—^sina" sinb" sine" sin d"

OU

(D) 2(sin2a) = 2(sin2a') — 4n(sina").

De même, ajoutant (a) et ( (3;), préalablement élevées au
carré, il vient

2[n(cosa) —n(sina)]
= 2(cos2a' cos2fJ'-f- cos2c' cos2oT)

— (cos2 a cos2 b-\- cos2 c COS2Ö?H- sin2 a sin2 b -\- sin2 c sin2 d).

Faisant de même pour (a') et ( [3), on a

2[n(cosa)— n(sina)]
= — 2(sin2a' sin2 [3'-f- sin2c' sin2dr)

-h (cos2 a cos2 6 — cos2 c cos2 a?M- sin2 a sin2 6-+- sin2 c sin2 d);

puis , addit ionnant , il vient , en tenant compte de

cos2 a: = i — sin2 x.

(E) n(cosa) — Il(sina) = i — Y(sin2 a'-*~ sm2&'-f-sin2c'H-sin2öT)

ou

( cos a cos b cosc cosd/— sin a sin b sine sin ri

\ == i — | ( s in 2 a ' - r sin26'-H sin2c'-h sin2d'.


