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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

CONSTRUCTION DES POINTS DOUBLES EN PROJECTION DANS
L'INTERSECTION DE DEUX SURFACES DU SECOND DEGRE;

Par M. L. LEFEVRE,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Tours.

Supposons qu’on demande les points doubles en pro-
jection horizontale. On coupe les surfaces par le plan
vertical qui a pour trace laligne L des points doubles,
on obtientdcux coniques £, ¥ (1) qui se coupent en quatre
points M, N, O, P situés sur deux cordes verticales MN,
OP dont les pieds sont les points doubles cherchés e, f.

Nous allons indiquer une méthode qui suppose seule-
ment qu’on sache construire les points ou les projections
des sections des deux surfaces par deux plans Q, (¥,
choisis comme on voudra, coupent la ligne I.

Le plan Q détermine dans le plan de la figure une
droite qui coupe X en deux points A, A,, ¥ en B, B et
les cordes MN, OP en C, C,.

D’apres le théoréme de Desargues, ces trois couples
forment une involution (2), et si on les projette en a, a,,
b, by, e, fsur L, on a encore une involution qui est dé-

(') Le lecteur est prié de faire la (igure obtenue da.ns ce plan.
(*) Voir Traité de Géomeétrie de MM. Rouché et de Comberousse,
3¢ édition, § 1130.
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terminée, puisque, par hypothese, on en connait deux
couples a, a,, b, b,; supposons construits ses points
doubles d, d,, les points inconnus e, fdivisent harmoni-
quement dd,.

Le plan (' fournit une seconde involution de points
doubles d', d/ qui divisent ¢f harmoniquement : donc
e ct_f sont déterminés.

Remarque. — On devra s’arranger de facon que les
couples d, d,, d',d) soient réels; pour cela, il suffit que
les segments aa,, bb, n’empiéient pas 'un sur lautre.

Il peut se faire que les points e, f ainsi construits soient
des points isolés de la courbe; cela tient a ce que deux
coniques X, ¥ ont toujours un couple réel de sécantes :
il faudra chercher les projections verticales, ce qui est
nécessaire si 'on veut avoir les tangentes.

Tracé graphique.

I s’agit de déterminer trois fois les deux points qui
divisent harmoniquement deux segments : pour effectuer
ces constructions, nous projetons les différents points
de L sur la circonférence d’'un cercle dans le plan de la
figure en prenant pour origine un point quelconque de
ce cercle (loc eit., § 1119).

Considérons par exemple deux cones : nous prendrons
deux des plans auxiliaires passant par les sommets S et
'I' et ayant déja servi a obtenir des points m, n de V'in-
tersection; pour simplifier les construclions, prenons
les deux plans limites; alors les deux points b, b, par
exemple sont confondus : ils forment done 'un des points
doubles d; I'autre point double d, s'obtiendra en pre-
nant le conjugué harmonique de d par rapport a aa,.
Cette construction peut se faire sans le secours du cercle.
On déterminera de méme un second couple d'd’, et 'on
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achévera la construction, ainsi que I'indique la figure, en
prenant pour origine la projection du sommet S de I'un
des comes.

Lorsqu’on connait un des deux points doubles, ce qui
arrive lorsqu’il y a un point de rebroussement, il suftit,
pour avoir l'autre, de déterminer un seul couple dd,
et de prendre le conjugué harmonique du point connu
par rapport a ce couple.

NOTE SUR UN ARTICLE DE M. BRISSE;
Par M. LE D" S. GUNDELFINGER.

Votre travaii, que je viens de recevoir dans les Nou-
velles Annales de mai 1882 (p. 193-216), m’a intéressé
au plus haut point, parce que vous y traitez un sujet
auquel je me suis attaché moi-méme depuis un certain
nombre d’années, et que j’ai traité en détail dans mes
cours. Jusqu’ici, j’ai malheureusement été empéché de
publier les résultats de mes recherches, autant par des
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travaux d’un autre genre, que par le désir de traiter
toute la théorie des surfaces du second ordre dans un
Ouvrage spécial.
En raison de I'intérét que vous portez vous-méme a
cette étude, jec me permets de vous transmettre un court
extrait de mon manuscrit.

I. — RépucrioN DES FORMULES PRIMITIVES
EN COORDONNEES OBLIQUES.

Comme vous, Monsieur, je place aussi le point capital
de cette étude dans Vintroduction des coordonnées a,
b, ¢ pour déterminer une direction dans P'espace et je les
appelle les coordonnées de direction. Par ce moyen, la
transformation des formules primitives pour des coor-
données cartésiennes quelconques se fait de la facon sui-
vante :

1. Carré du rayon vecteur (r2):

rt=x%-y? 32 oxy cos(x,y)-+2235 cos(x, 5)+2y5c05(y,3
= C L 20 g &V . 3 35tz=Y(a, ¥, 5).

2. En déplacant le systéme des coordonnées paralle-
lement & lui-méme, on obticent, pour le carré (R?) de la
distance de deux points &, y, s €t &y, ¥4y 21,

Ri= y(z)—z,y 1 — ¥, 51— 3).

3. Etant données deux directions par leurs coordon-
nées a, b, ¢ et ay, by, ¢y, on cherche I'angle v qu'elles
font entre clles.

Dans le triangle formé par les points @, b, ¢, ay, by, ¢,
et lorigine des coordonnées, on a, d’aprés le n° 2 et le
théoréme de Pythagore,

Y(ay—a,by—b,cy—c)= 12+ 12— 2.1. 1COS P,
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¢’est-a-dire
cosv=a; 3¢ (a)+ b, (d)+ci 3 (c)
ce qui donne, pour v = 9o°,
o=ay¥(a)+bii¥(b)+et(e),
pour a;=1,b;=o0,c,=19, ...,

cos(2,r) =L ¥(a),
cos(y,r)= %‘%"(b),
cos(3,r)= 1 ¥/ (c).

%. Soit un plan i une distance ¢ de P'origine, & ayant
pour coordonnées’de direction a, b, c. Les coordonnées
du pied de la normale ¢ sont ¢a, ¢b, oc.

Si 'on appelle R la distance d'un point. quelconque
(2,5, z)duplan a ce PlLd eta, b, ¢ ’les coordonnées de
direction de la droite qui joint ]es deux points (x, 5, 2),
(%a, ¢b,5c), on a

Ra'=z—2da, Rb =y —cb, Rc'=3z—dc;
d’ou

(z —da) 3y (a)+ (y —b)3¥ (b) + (5 —de)3¥'(c)=o,
ou

iy (@) +y3Y(8) + 53¢ (c)—

pour I’équation du plan.

On peut remplacer les coeflicients de x, y, z dansla
derniére équation par cos( 3,3:) cos (8,5), cos(8,z).
Mais il vaut mieux conserver 1¥'(a), . ...

5. Inversement, étant donnéc unc équation quelcon-

que
Az+By+Cs+d=o,

on peut, par I'introduction d’un facteur proportionnel i,
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\
déterminer a, b, ¢, ¢ par les relations suivantes :

A =1¥(a) uB=14(0), wC=1¥(o),
ud=—2¢, Y(a,b,c)=1.
Si l'on fait
od
v
W(u,e, ) =Dy e+ 2D suv—+...+ D3 zw2,

Da=4p¥(A), Db=L1pv'(B), ...,

[sin’(z,‘}’, s):]si(cl,lyczﬂvcli,ii):Dv =Diln

on aura

w=yD:W(A,B,C), ou udoit avoir le signede — d.

6. Ftant dounés deux plans
Az +By+Cs+d=o0, Az+By+Cs+d=o,
on obtient leur angle par la formule ‘
cos¢ = n(Aa;+ Bb,+ Cey)
cosp=[A V(A +B LY (B)) = CLY(C)]: VWY,
et

W =Dy A?4 2D, AB + Dy 5 C2,
= l)l’lj\%—}— QD['QA]B)_"‘- . e

7. Etant donnés trois axes rectangulaires par leurs
coordonnées a, by ¢, a', b’y ¢y a”, ", ¢" par rapport aun
systéme de comdomlecs ob]lques on a, d’une part

cos(X, ) =+¢'( (L) -+ 44(1))‘}—!— l{/(c)

d’autre part, cos(X,r)= X :r; d’ou, pour les formules
de transformation,

‘ N =3¢ (a)X+3V (b)y +3¢ ()5,
(%) Y =10 (@) X () (s,

' L=3y @)X+ (0")y + F¥(c)a.

[I

En résolvant, on obtient des expressions de la forme

S r=aX+a'Y+a'Z,
y=bX-+0bY+b"Z,

\s=cX+cY+CZ.

(3
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1. — Dr LA DIRECTION DES AXES PRINCIPAUX.

Le plan polaire d’un point quelconque x4, ) ¢, =, par
rapport a une surface du second ordre
[= a1+ 20, 3Ty +...+ Q3332+ 201, T +...+ A, = 0
est donné par

 fi+yifat+ s fs+fi=o,
fi=ai1x+ a2y + aj35+ a;,

SiI’on pose ( )
ry=ra, y1=rb, zs=rc,
et si 'on divise par 'y, on obtient, pour 7y = o,
afi+ bfz_'*‘cffs——“oy

c’est-a-dire I’équation du plan diamétral conjugué de la
direction a, b, c.

Jobtiens ainsi comme vous, trés honoré Monsieur,
les directions des axes principaux; mais peut-étre
arrive-t-on aussi un peu plus rapidement a la formule

o(z,y,s5)=SX2+ S'Y2 4 §"72
par le moyen suivant.

D’aprés len® 7 (B), on obtient, en multipliant par a;,,,
A2y A3,

-6,

=S3Y ()X + Sy (a)Y -S4 (a)Z,
=S3V(O)X +STY(0)Y + S"L Y (V)L
=S1Y ()X +SLY(NY +SFY()2,

ce qui donne, d’aprés le n® 7 (),

o 18l rojm
~ —
< 8
- — —

,c\
~
[3]

x3g' () +y 39 (¥) + 539 (5) = (SX)X +(S'Y)Y + (S8"Z)Z.
Si I'on applique ce résultat au cas ot

Qo= 33 = A3 | = 0,
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on obtient sans calcul tous les théorémes sur les dia-
métres conjugués d’une surface

Ay 3 & Ay 2 )2+ Ay 3 5= K.

1II. — DE LA LONGUEUR DES AXES PRINCIPAUX.

Surfaces & centre. — La définition du centre donne,
comme pour les coordonnées rectangulaires, pour scs
I
coordonnées obliques A, B, G, les équations

ViA)=0, If'(B)=o, Lf(C)=o.

Si Ton regarde A, B, C comme les coordonnées d’un
point variable, ces trois équations représentent trois
plans, qui se coupent: 1°enun scul point; 5° suivant une
droite; 3° suivant un plan, ct, dans les cas 1°el 2°, le point
ou la droite peat étre i distance finie ou infinie. Si
nous mecttons c¢ dernier cas de colé, pour chaque
sytéme de solutions des équations

(1) Wia N @i aB+a;3C+a;p=0 (i=1,2,3),
Pexpression

a, A - a;_gB -+ ar,,3C —+ a;.
sera toujours égale & la méme constante K : car, si
A, B,C, est un deuxiéme point vérifiant le systéme (1),
il faut démontrer que 'ona

(’l,w\l = aay By+ a3, Cy+ a, ., =K,

expression obtenue en ajoutant les équations (1), multi-
: J
plides par A, B,,C,, & I'expression

"'nl"\+"’0.‘EB+’7'¢,3C+(143: K.

On trouve facilement que, pour le premier cas, on a

/

K=A:4, (A= IEaary ayaay, Ag= ’)_'\__>’
'\ : ()a,»’k



dans le deuxiéme cas

oA
K=A1:01= A1 1 d0=...= M350 <Ai,lc= 3 u),
N ((l,"k

dans le troisiéme cas
K z(a/,b Ayt — @y A m) al,m( lim =1, 2, 3)

Donc, si une surface
JELD=0¢n D+ 20+ 2aum+. .+ @ =0

aun centre i distance finie, le probléme de la longueur
des axes se trouve résolu par la transformation

t=x+A, v=y+B, {=s5+C.
Son équation en fonction des axes devient, d’aprés le § II,
SX2 4+ §'Y2 4+ 822 + K = o.

Dans le cas des paraboloides, on définitle sommet «,
3, v par les équations

Y(a)=p3¥(a);

Y (B)=p3 ¥ (),

s S1(N=p3¥(c)
At Ay o B+ a3y + a,,=—pd,
JY(@)z+ Y08+ ¥ (e)y —d=o,

a,b,c étant les coordonnées de la direction des axes pour
S = o. Une analyse plus profonde montre que

pzz(a,,",a—i—ag‘:*b—f—a;,'kc)?:—A:(A“—;-.. ):—-A :SA,, P

4

si, pour une fonction 7 des cocfficients a; (i, k =1,2,3),
on pose
ay 207,

= - ~+ ..o
oay y Jday o

o2

7.

cos(a,))+.. ..
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On obtient de plus
sa=—A 100, pb=— Ay oA, se=— A,

beeey g
FASZA R :
Pd:-[(—l———:—-'ax BAI,_', :8:\5’5 (1)-
2 2

-
16A4 L,

. v
Si 'on admet que, pour lesracines S, §', 87, I'équation
est

Ao—Als—i—Ag 52 — A353 = 0,

on obtient, pour équation du plan tangent au sommet,

A W () Ag 1V () = A 1 (3) + 1 (A 2 — 8A M)A =o.
Pour a, #, ¥ méme, on obtient (i =1, 2, 3)

= 3A A — F(BAA - AN AT (A

5=3A0,0, L — L(BAA - AN A AT T(A) 2,
v=0A3, A0 — 2 (CAA + AM)A5ATL(A) 2,
ou, sous unc forme syulétriquc,
2= A AT — H(A A4 CAA)ATATE A,

o
2=
i

,
K3

SA2 AT — L (AA +CAA)A-1ATZA,
v AL AT — (A A+ SAA)A-TATZ A,
Par la transformation

G2

AN

—a y=n—8, s=f-—v
I'équation

A SEn, D=0

devient
2(r, ), 5)+2p(@axr +by + c3)=o0

ou, en vertu des formules du § 1I,

S"Y: - §"Z2 4 25X = o,

Dans le cas ot S =98 = o, en introduisant les ex-

] ‘o ati : P . \ . .
(') L'équation en S est évidemment, d’aprés le théoréme de
Tavlor,

3

S 3 -+
T T SHEEC,60,0,05.3) = 0.




(13)

pressions
(IJ(U, ¢, (P) = .\1’1 u? -+ 2000+ ...,

2= (@, @' 4 @2, 04 ag )2
R . P A
= 0[';’((11,“ (2% (lg.g)j Ay = <—- +"-) 1,
()d]yl

on obtient, pour la fonction f(§, %, {),

| f(&m,0) =82+ 20Y,
ou
apa ...

v _l ’ " _l ’ ” L'l 3)c"
L=y (z)ad'+ Y ()b+ ¥ (3)c"+ ————>

od od . oD
B [ — Y — Y 3
25Y dar.? () + ()ag'&v(y)-'—dau\la( )

=3

-1 =3 ¢ h=3 -1
oy — A ZiS) S Crpm @y + 3285450

IV. — De LA DIRECTION DES AXES DANS LA SECTION
CONIQUE DONNEE.

9(z,3,5)+ K =0, X=1¥(a)r+i¥(b)y+1¥(c)s =o.

Comme pour des coordonnées rectangulaires, on
trouve

slr,y, 53)=NY24+N72—op' XY—2u'X7Z + ¢(a, b, c)X2,

on
V=3y(a)z +3¢(0)y +3¥(c)5,
7=ty (@) 4+ LY )y + LV(e")z,

et de plus
(Aig— Nep)ad +(aa — Nega) b+ (a; 5— Negg)e'+ W i(a)= o,
W (a)a'+ 3V (b)b'+ LY (ec)d+ po=o,

bol(a)r +34'(b)y +1¢(e)s =o(a, b, )X — Y —p'Z,
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V. — DE LA LONGUEUR DES AXES DE LA SECTION DE

SE =0, () 14(D)r + 1Y (e){+d=o.

Al
La définition d’'un centre A, B, C nous donne

W) W) A©)

@ W(a) (b)) 3¥(e) 7
(2) W(a)A+ 1Y (0)B+ 1Y (c)C+d=o.

Les équations (1) représentent une droite qui, avece le
plan (2), définissent : 1° un seul point, 2° tous les points
de la droite, ct cela : (a) a distance finie, (4) & I'in-
fini ().

Dans le cas (a), on démontre facilement qu’en intro-

duisant un éystt‘:me (x, 5, =) par les formules
F=ar- A, =3 + B, {=z+0C,
S(&7,8) devient
w(aey. 5)—apX +K,
K ayant toujours la méme valeur.
Si 'on pose

F =Aul3¢ ()P + 2A34 (@3 ¢'(h)
LR ').A"%\‘f'((l)d—i- oo Ay d?,

F JoF

U ik = 5

; y4 ee -}—\'{ a l)(l,"/‘-
e 9D,

Dy=— , Diy == ’
vee . . o
‘, Ya [8) Dl = aDu,‘

‘).DQ = :-'!DU.

' oriter e ’ M
(') Le critérium résulte des déterminants connus, comme au § III.
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on obtient, pour le cas (14),
K= (F:Dy),
pour le cas (22),
K= (Filc:Dik) (k =1, 2, 3)~
Dans le cas (1%) de la parabole, on définit un point a,
B, y de la section par la condition que sa tangente soit
perpendiculaire & la direction @', &', ¢!, qui appartient a
la racine N = o.
Si I'on pose
Si=apa+apB+asy+an, (i=1, 2, 3,4),
on trouve, par I'introduction des signes,
p =apa + a2;b+ as, c,
02 = (@), @'+ a2, b'+ a3, c')2 = — (F :3Dy),
Si=p 3 (a)+ oY (a),
Sr=p 3 (B) + o3’ (D),
So=pa¥(e) +a3y(c),
fa = pd+ 0’3,
(@)a+ 3 (0)B+ 3 (e)y+d=o,
W (a@)a+3Y(@)B + ¥ (c)y+8=o0,
ctdela
o = SF“,DTI - %(FDg—!— BFDI)F—I DIﬁ th,
B = 8Fy, D;! — L(FDy+ 8F D, )F-1 D7 Fy,,
= aFag D;i — %(FDQ—F— oF D, )F"1 D;Z F“.

Par les substitutions

x#&—r—a,
y=n+38
s ={+Y,

on obtient
JEn 0 =9z y, ) +2pX
+20[3Y @)z +3¢(8)y +$¥(c)z],
Ann. de Mathémat ., 3¢série, t. 111. (Janvier 1884.) 2
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ce qui donne, pour N\ = o, I'éguation de la section
W2 a5Y sro0, Y = U (a )N +3V(D )y + ¥ ()s,
et 'équation Y = o, en coordonnées £ n, ¢, est
Fiudd/(r)+ ... 1(FDy— 3FD;): D, = o.

Dans le cas (2%), on a

NG " __
A=A =0,

et le systeme des formules s'obtient paree que, d’apres le
§ IV, on a alors
w51, 8) = |89/ () = 09" (b) + () (X—d)
o(a, b, e (X —d).

J'ai étendu tous ces développements au cas de coor-
données téiraddriques quelconques. Les méthodes précé-
dentes (voir Hesse, Salmon) sont toujours en défaut,
quand la surface est un cone ou un systeme de deux
plans; elles ne donnent de résultats que lorsqu’on re-
garde la surface comme l'enveloppe de plans : done,
dans le cas d’une variété, pour les sections coniques
dans 'espace et pour des paires de points. Si l'on traite
les surfaces du second ordre d’'une maniére générale,
en les regardant comme formdes de séries de points, on
doit évidemment donner la définition suivante des plans
principaux :

Un plan P dans I'espace a, par rapport au cercle
sphérique imaginaive, un pole déterminé. Quand le
plan polaire de ce pole se confond avec P, Pest un plan
principal.

Je démontrerai aillenrs comment toutes les formules
découlent de i, Comme, en ce moment, je n'ai pas le
loisir nécessaive pourles publier, je vous seraisinfiniment
obligé de recevoir quelques-uns des résultats ci-joints
(surtout aux § III ¢t V) comme exercices, dans vos

excellentes _4nnales.
Darmstadt. 22 juin 1882,
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THEOREMES SUR TROIS CONIQUES D'UN FAISCEAU LINEAIRE;
Par M. WEILL.

On sait que les coniques qui passent par quatre
points fixes sont coupées par une droite fixe en des
points formant involution. Considérons une conique et
deux cercles quelconques, mais ayant le méme centre, et
soient AB et CD deux cordes communes a la conique et
au premier cercle, et M, N, P, Q les quatre points com-
muns a la conique ¢t au deuxiéme cercle; menons MN,
qui rencontre le premier cercle, en « et 3, et les cordes
AB et CD, en vy et 5. La conique, le premier cercle et le
systeme des droites AB, CD constituent trois coniques
d’un faisccau lindaire : donc la droite MN les rencontre
ensix pointsy,2,M,N, 3, & eninvolution; 'un des points
doubles de cetle involution est a I'infini, car le milieu
de MN est aussi le milicu de a3, puisque les deux cercles
sont concentriques; donc ce milieu est aussi le milieu
du segment yo. On en conclut qu'il existe une conique
passant par M, N, P, Q et ayant AB et CD pour asym-
ptotes. On peut alors énoncer les théorémes suivants :

Tutorime I. —Ltant donnés quatrepoints M, N, P, Q
communs a un cercle et a une conique, il existe une co-
nigue passant en M,N, P, Q et ayant pour asymptotes
deux cordes AB et CD, communes a la conique et & un
cercle quelconque concentrique au premier.

Tuatorkme Il. — L'enveloppe des asymptotes des
coniquespassant par quatre points fixesM, N, P,Q, cont-
muns & un cercle et & une conique fixe, coincide avec
I’enveloppe des cordes communes a la conique fixe et &
une serie de cercles concentriques au premier.
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Tutonime I1l. — Les quatre points oiles asy mptotes
d'une conique variable passant par quatre points
Sixes M,N, P, Q communs & un cercle et @ une conique
donnés rencontrent cette com}/ue sont sur un cercle
concentrique au premier.
En transformant ce dernier théoréme par homogra-
phie, on obtient lc théoréme que nous avions principa-

lement en vue et qui s’énonce ainsi :

Tutonime 1V. — Ztant données trois coniques ayant
les mémes points communs M, N, P, Q, deux tangentes
quelconques en a et 3 a la premiére rencontrent la
deuxieme en A, B, C,1; il existe une conigue passant
par A, B, C, D et bitangente & la troisiémc conique fixe
awx points | et J ot cette troisieme conique est rencon-

trée par la droite of.

Ce théoréme est trés général et susceptible d’applica-
tions nombreuses. Nous allons énoncer quelques-uns
des résultats auxquels il conduit.

Trtonime V. — Ltant donnés une conique fixe C
et deux points fixes A, B, on méne par A et B une co-
nique quelcongue C' qui rencontre la premiére en
M, N, P, Q; les points doubles de linvolution dé-
termincée sur la droite AB par les coniques passant
par M, N, P, Q sont des points fixes, quelle que soit
la conique C'.

Tatovkme V1. — Les cordes 13 de contact d’une co-
nique fixe C el des coniques passant par deux points
fixes A, B et bitangentes & C forment deux faiscequx
distincts. Les sommets de ces faisceaux sont les points
M, N situés swr AB, et harmoniques conjugués par rap-
port a AB, et par rapport aux deux points de rencontre
de ladroite AB et de la conigue C.
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Tatorkme VII. — Il existe quatre coniques bitan-
gentes a une coniqie C et passant par trois points
donnés P, Q, R; si on prend les points «, § conjugués
harmonigues par rapport & PQ, et par rapport aux
deux points de rencontre de la droite PQ et de la co-
nigue C, et si l'on opére de méme pour QR et PR, on
aura six points a, 3, o, B/, o/, 3", formant les sommets
d’un quadrilatére complet; les cotés de ce quadrilatére
sont les quatre cordes de contact.

Tutorime VIII. — Etant données trois coniques in-
scrites dans le quadrilatére, si, de deux points A et B
de la premiére, on méne des tangentes a la deuxiéme, il
existe une conique tangente a ces quatre tangentes
et bitangente & la troisiéme conique donnée, et le
pole de la corde de contact coincide avec le péle de
AB par rapport a la premiére conique.

Tatorkme 1X. — Etant données deux coniques in-
serites dans le méme quadrilatére, si, de deux points
A et B de la premiére, on méne des tangentes a la
deuxiéme, il existe une conique tangente a ces quatre
droites et passant par deux sommets opposés P, Q du
quadrilatére donné; le pile de PQ par rapport a la
conique coincide avec le pole de AB par rapport a la
conique fixe passant par A et B.

Tutonime X. — Ktant données deux coniques ho-
mofocales, si, de deux points A et B de l'une, on méne
des tangentes & [’autre, il existe une conique passant
par les foyers communs el tangente & ces quatre tan-
gentes; le pole de F¥' par rapport a cette conique coin-
cide avec le pole de AB par rapport a la conigque pas-
sant par A et B.

Tatorkme X1. — Ltant données deux coniques ho-
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mofocales, si, de dewx points A et B de l'une, on méne
des tangentes a Uautre, on forme un quadrilatére cir-
conscriptible & un cercle; le centre de ce cercle est le
pole de AB par rapport a la conique passant par A et
B; deux sommets opposés du quadrilatére formé par
les quatre tangentes sont sur une conique homofocale

aux proposeées.

Ce dernier théoréme, énoucé par Chasles, donne
immédiatement les propriétés méiriques relatives aux
foyers.

Du théoreme I, on déduit les suivants :

Tutorime XII. — Solent AB, CD deux cordes com-
munes & une conique et & un cercle, soit P le centre du
cercle; siy du point P, on abaisse une normale PK sur
la conique, la tangente @ la conique au point K ren-
contre AB et CD en deux points équidistants du point K.

Tutoniwe XII. — Ztant donné un quadrilatére
inscriptible ABCD, on considére dewx couples de cotés,
AB, CD d'une part, et AC,BD d’autre part. Les droites
variables, sur lesquelles les deux couples interceptent
des segments égaux PQ, RS, ont pour enveloppe une
courbe dont la podaire, par rapport au centre O du
cercle, est une Iy perbole équilatére passant par O.
Le licw du milieu K du segment PR, qui est aussi le
milicw de QS, est cette méme hyperbole équilatére, qui
n'est autre que le lieu des pieds des normales abaissées
du point O sur toutes les coniques passant par ABCD;
enfin, cette hyperbole dquilatére est aussi le lieu des
centres des coniques passant par ABCD.

Tutonime XIV. — Etant données trois surfaces du
second ordre passant par la méme courbe gauche du
quatriéme ordre. on méne en deux points P et Q de la
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surface S les plans tangents; il existe ane surface du
second ordre passant par les coniques d’intersection de
ces plans tangents avec la surface S, et bitangente a la
surface S; aux points ou elle est rencontrée par la
droite PQ.

Pour démontrer ce théoréme, dont on peut déduire
le théoréme IV, en faisant une section plane, considé-
rons la surface

S=Aa?+ AyB2+2BaB+2Dy3 =o.
Soit S, = o la deuxiéme surface. La troisi¢éme sur-
face S, = o pourra s’écrire
Se=Aa>+ Af2+2BaB+2Dy6 +1S,=o,
d’ou Videntité
Se—(Aaz+ A B2+ 2BaB)=2AS;+2Dys.

Cette identité démontre le théoréme énoncé; en eflet,
le premier membre représente une surface bitangente a
la surface S,, la corde de contact passant par 'intersec-
tion PQ des plans a =0, 3 =o0; le second membre
représente une surface passant par Uintersection de la
surface S, et des plans v = o, d=o0 qui sont justement
tangents a la surface S aux points P et Q. Ce théoréme,
d'une démonstration si simple, a de nombreuses consé-
quences, que ’'on développe aisément.

SEMI-DROITES RECIPROQUES PARALLELES A L'AXE
DE TRANSFORMATION:

Par M. Maurice D’OCAGNE.

La construction de la semi-droite réciproque d’une
semi-droite donnée, qui résulte de la définition (*), n’est

(') Nouy. Ann., 3* série, t. I, p. 546, § 9.
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pas applicablé 4 une semi-droite paralléele a 'axe de
transformation. Nous allons démontrer le théoréme
suivant :

Tutonime. — Le rapport des distances & Uaxe Q, de
deux semi-droites réciproques paralléles a Q, est égal
@ la tangente du demi-angle que fait Q avec la réci-
proque d’une perpendiculaire a cet axe.

Soient AV et A’V’ deux semi-droites réciproques pa-
ralléles 4 I’axe Q; prenons une semi-droite MN perpen-
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diculaire 4 Q et sa réciproque MN'. D’aprés un théoréme
démontré par M. Laguerre ('), ces deux couples de
semi-droites sont tangents & un méme cycle C.
Cela posé, nous avons

AH +A'H =2AC = 2AN’ tang%’:

ou, d’aprés un théoréme bien connu, en appelant 2p le
périmétre du triangle MNN’,

(l) AH—'.—A'H:gptangg..

(') Youc. Ann., 3° série, t. I, p. 547.
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D’ailleurs,

MN’ sing’
— MN = = 2 "tane®
AH = MN = MQ 4+ QN = Gag NV ang?
= (MN' + NN’)tang%,
ou
(2) AH:(zp—AH)Langg.

Retranchant I'égalité (2) de I'égalité (1) membre a
membre, nous avons
A'H=AH tangg
ou
A'H —
Y B P
L’angle o étant indépendant des semi-droites pa-
ralléles considérées, le théoréme est établi.

NOTE SUR LA SYMEDIANE:
PAr M. Mauvrice D’OCAGNE.

A Yoccasion de ma Note Sur un élément du triangle
rectiligne; symédl:ane ('), yairecu de M. E. Lemoine,
ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, deux Notes pré-
sentées par lui a I’ Association francaise pour [’avan-
cement des Sciences,|'une en 1873, au Congrés de Lyon;
I'autre, en 1874, au Congrés de Lille.

Je m’empresse de dire quele point remarquable du tri-
angle auquel ces Notes sont consacrées n’est autre que le
point de concours ou centre des symédianes, que M. Le-

(') Nouv. Ann., 3¢ série, t. I, p. 450.
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moine appelle centre des médianes antiparalléles ().

Mais, M. Lemoine s’est attaché surtout aux propriétés
de ce point, tandis que je me suis plutot occupé de la
symédiane clle-méme, en sorte que, a part certains théo-
rémes qui s¢ présentent d'eux-mémes au scuil de cette
étude, nous avons obtenu des résultats différents.

Je crois étre agréable aux lecteurs des Nouvelles An-
nales en leur faisant conmaitre les élégants théorémes
de M. Lemoine, antéricurs, je le répéte, i mes recher-
ches personnelles. Mais, malgré les titres que vaut a
M. Lemoine sa priorité, je conserverai le terme de syme-
diane, plus court que cclui de médiane antiparalléle.

Je donnerai cusuite quelques propriéiés de la symé-
diane que j'ai trouvées depuis la publication de ma pre-

micre Note.
Tutorimes pe M. LeEmoine.

— Les coordonnées trilinéaires du centre des syme-
dianes, le triangle ABC étant pris pour triangle de réfé-
rence, sontsin A, sin B, sinC.

— Lelicu des points tels que la somme des carrés de
leurs distances aux trois ¢otés d’un triangle est constante,
est une ellipse qui a pour centre le centre des syme-
dianes.

— Les six points déterminés sur les cotés du triangle
par les paralléles a ces cotés menées parle centre des sy-
médianes sont sur un cercle dont le centre est au milicu
de la ligne qui joint le centre des symédianes au centre
du cercle circonserit.

Les cordes que les cotés déterminent dans ce cercle

(") Mon cxcuse d'avoir ignoré les recherches de M. Lemoine sera
que les procés-verbaux de U'Association francaise sont peu répandus.
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sont proportionnelles aux cubes des cotés correspon-
dants.

Les cordes comprises entre les cotés sont égales, ct
sont antiparalléles des cotés opposés par rapport aux an-
gles correspondants.

— Si le triangle A’B'C’ est homothétique du triangle
ABC par rapport au centre des symédianes de celui-ci,
les six points déterminés par les cotés de A'B'C’ sur les
cotés de ABC sont sur un cercle.

— La droite qui joint le milicu d’un ¢6té au milieu de
la hauteur correspondante passe par le centre des syme-
dianes.

Cette droite est le lieu du centre des rectangles in-
scrits dans le triangle, et ayant leurbase sur le coté con-
sidéré.

Le centre des symédianes cst donc le centre de trois
rectangles inscrits dans le triangle, et il jouit seul de cette
propriété.

— La conique inscrite dans un triangle, et qui a pour
centrele centre des symédianes touche les cotés aux pieds
des hauteurs.

— La conique inscrite dans un triangle et dont I'un
des foyers est au centre de gravité a son autre foyer au
centre des symédianes.

— Soient 0,4, 0y, O, les centres des cercles exinscrits
au triangle ABC. Les polaires de A, B, C prises respec-
tivement par rapport aux cercles de centres O,,0;,0,,
forment un triangle A’B'C.

1° Les triangles A’B'C/, 0,0;,0, ont méme centre
des symédianes v. '

2° Les droites A’'w, B'w, C'w passent respectivement
par les milieux de BC,AC, AB.

Ce dernier théoréme est attribué par M. Lemoine a
M. Neuberg.
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TatorEMEs DE L'AUTEUR.

— La symédiane cst conjuguée harmonique dela tan-
gente au cercle circonscrit issuc du méme sommet, par
rapport aux deux cotés adjacents.

Ce théoréme se déduit de celui que nous avons donné
aux Exercices, n® V (3¢ série, t. I, p. 463).

— AH, BH,, CH, étant les trois hauteurs du triangle
ABC, on abaisse du point Hles perpendiculaires HP et
HQ sur les cotés AB et AC, et des points H, et Hy les
perpendiculaires H; S et 1, R sur BC. Les droites PR et
QS se coupent sur la symédiane issue de A.

— Par les sommets A et B on éléve des perpendicu-
laires au coté AB, par les sommets A et C des perpendi-
culaires au coté AC. Ces quatre droites forment un pa-
rallélogramme dont une diagonale passe par le point A.
L’autre diagonale : 1° est perpendiculaire ala symédiane
issue de A, 2° coupe le coté BC au méme point que la
tangente au cercle circonscrit menée par le point A.

Ce théoréme, rapproché de 'antéprécédent et de celui
que j’ai donné dans ma premiére Note au § 13, conduit
a cette curicuse propriété de la parabole :

Si, par le point de rencontre T de deux tangentes a
une parabole, on éléve des perpendiculaires a ces tan-
gentes, les droites ainsi menées forment avec les nor-
males correspondantes un parallélogramme, dont une
diagonale passe par le point T'; U'autre diagonale :

1° Passe par le foyer de la parabole,

2° Est perpendiculaire a la droite qui joint ce point
au point T,

Ce théoréme, quigénéralise une propriété bien connue
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de la parabole (quand I'angle des tangentes est droit),
n’a, je crois, jamais été donné; il fournit une construc-
tion trés simple du foyer d’une parabole dont on connait
deux points quelconques et les tangentes en ces points.

NOTE ADDITIONNELLE.

Depuis la rédaction de cette Note, j'ai recu diverses autres
communications, d’od il résulte qu'on a donné un trés grand
nombre de théorémes relatifs au point que j'ai obtenu par la
rencontre des symédianes, et qu’on définit dans les recherches
dont je parle comme le point dont la somme des carrés des
distances auz trots cotés du triangle est minimum. Je citerai
parmi ces recherches celles de M. Brocard et de M. Neuberg,
dont je ne connais que ce que m’en a appris une trés gracieuse
lettre de ce dernier; mais M. Neuberg m’a fait savoir qu’il se
propose de réunir, dans un travail qui sera bientot publié,
toutes les propriétés connues de cet intéressant élément du
triangle.

M. Tucker, de Londres, m’a fait aussi remarquer qu’un cer-
tain point qui joue un rdle dans une Note publi¢e par lui dans
the Quarterly Journal, sous le titre The triplicate-ratio
circle, se confond avec le centre des symédianes.

SUR UNE QUESTION DE CINEMATIQUE ;
Par M. L. JACOB,

Lieutenant d’Artillerie de Marine.

Je me permets de vous adresser la solution et I'énoncé
d’une question qui s’est présentée a Vatelier de la com-
pagnie d’ouvriers de Lorient et qui présente un certain
intérét au point de vue du mécanisme. Il me semble que
cette question pourraittrouver une place comme exercice
dans les Nouvelles Annales. En voici I’énoncé :

Une droite mobile D de longueur constante glisse
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par lune de ses extrémités sur un cercle S et par Uautre
sur un diamétre A de ce cercle : on demande de déter-
miner la nature des courbes C qui, étant liées invaria-
blement & ladroite D, enveloppent dans leur mouvement
une circonference.

Soieit 1le centreinstantanéderotation de la droite AB,
F le centre de la circonférence enveloppée par la courbe
cherchée. La droite IFE est la normale commune a ces
deux courbes au point de contact M.

Considérons le plan mobile déterminé par la droite AB

IFig. 1.

_E

ctmobile sur le plan dela circonférence fixe S. On peut
facilement dans ce plan construire une position de la
droite 1E; woutes les courbes cherchées enveloppant des
circonférences de centre E seront les trajectoires ortho-
gonales de ces droites.

I suftit pour cela de mener, i partiv du point B, une
droite 8B sur laquelle on prend

SB = a.

de joindre SA, de mener parSladroite SE faisant avee SA
Fangle constant
ASH

et

= Z,
et de prendre sur SE une longueur constante

SIS =

oML = .
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La question se réduit & trouver les trajectoires ortho-
gonales de IE. Or je dis que cette droite est normale
au lieudu pomt E.

En ellet, si F'on considére 'angle constant ASE, le

Fig. 3.

point A est fixe, P'angle S se meut sur la circonférence
de rayon SB et de centre B: doncle centre instantané de
rotation est a interscction de la droite SB et de la per-
pendiculaire menée par le point A a SA. Cela posé, la
longucur SE étant constante, la normale au lieu du point
E est précisément IE.

Si T'on considére la courbe licu du point E dans le
mouvement du plan mobile sur le plan fixe, elle passera
toujours par le point fixe E de ce plan.

Si I’on porte sur EI une longucur constante EM, le
lieu du point M est une courbe paralléle au lieu du
point E, qui enveloppera une circonférence de centre E
et de rayon EM.

Un cas remarquable est celni ou le point E est placé
sur le diamétre fixe A. On essayera alors immédia-
tement un compas permettant de détermincer le licu du
point E.

L’équation de ce licu est facile a trouver; on a

SB=a, AB=5b, SE=¢, AE=yp;

donc
(e — 02+ 02+ 2b(c—p)cosm = a2
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On peut discuter aisément les formes diverses de cetle

courbe.

QUELQUES FORMULES RELATIVES A L’EQUATION COMPLETE
DU TROISIEME DEGRE;

Par M. C. MARGERIE.

Soient I'équation
(1) Q3+ 3122+ 3asx +~ az=o
et I'expression indicatrice
I=4(a}—avas)(a;— ajas) — (aya;— ayas)?,

dont la loi de formation est facile 4 retenir.

a. SiI> o, ’équation a ses trois racines réelles.

Si I <o, I'équation n’a qu’une racine réelle.

Si I= o, deux cas se présentent : 1° les deux bi-
nomes aj — @y @y, ay— a, az ne sont pas nuls : I'équation
a deux racines égales; 2" les deux bindmes a? — a, a, et
aj— a, az sont nuls : I'équation a ses trois racines égales.

B. Si I'équation a ses racines réelles, les deux bi-
nomes a;— a,a,, a;— a,a, sont positifs. C’est 1a une
condition néeessaire. Si done, en formant I, on recon-
nait qu’un de ces deux binomes est négatif, ou que I'un
seulement est nui, on peut abandonner le calcul et af-
firmer que 'équation n'a qu'une racine réelle.

- Siléquation a deux racines égales, et si ses coeffi-
cients sont numériques et commensurables, les deux bi-
némes aj—a,a,, a;— a,a, sont carrés parfaits, et la
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racine double de I'équation est

2
+ azma,a;,_
(Z?-—- ayQqy

11 faut prendre le signe de aga; — a, a,.

CALCUL A T;Tz PRES DES RACINES INCOMMENSURABLES D'UNE

EQUATION NUMERIQUE DONT TOUTES LES RACINES SONT

REELLES ;
Par M. C. MARGERIE.

1. Calcul de la plus grande racine positive. — Soit

I’équation
f(z)=o,
dont toutes les racines sont réelles.

Si A, est la limite supérieure de ses racines positives
~calculée par la méthode de Newton, X, —1 est la partie
centiére « de la plus grande racine positive A.

I équation

«()=fy+a)=o0

n’a qu'une racine positive égale a A — «, ct la racine
positive de I'équation

Ya) =9 (f—0> =0

a pour partie entiere le chiffre £ des dixiemes de A
éerite sous forme décimale. Si %, est le plus petit
nombre entier rendant ¢ (z) positif, B =X, —1.
L’équation
W) =¢(s+B)=0 -
n'a qu'une racine positive dont la partie entiére est
Ann, de Mathémat., 3¢ série, t. 1I. (Janvier 1884.) 3
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nulle et dont le chiffre des dixiémes est le chiffre des
centiémes v de A.
v sera donc le chiffre des unités simples de la racine
positive de 'équation

u
f(u) =‘/.<,—0>=0

¢t s’obtiendra en diminuant de 'unité le plus petit
nombre entier qui rend E(u) positif.
On calculera ainsi successivement les chiffres des dif-
férentes unitds décimales qui entrent dans A.
Revanque. — En prenant la partie entiére de la ra-
cine positive de I’équation

.
%GOZ?(')zm

10™M

on aurait le nombre formé par 'ensemble des m pre-
miers chiffres décimaux de A mais, pratiquement, ce
nombre serait difficile & trouver. Il faut opérer comme
nous 'avons indiqué.

9. Calcul de la plus petite racine positive. — Si a
est la plus petite racine positive de

f(z)=o,

et Ay la plus grande racine positive de

,nun=f(g)=u

on a

et si I'on veut a avec p chiffres exacts, par défaut, on
calculera A, avee p 41 chiffres exacts par cxceés.
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3. Calcul d’une racine positive quelconque. — Soit o
la plus petite racine de I'équation
JS(z)=o0

supérieure au nombre positif p.
p —p sera la plus petite racine positive de I'équa-
tion
Lw)=f(w+p)=o.

La connaissance de cette racine conduira a la valeur

de p.

4. Calcul des racines négatives. — On calculera les
racines positives de la transformée en — x, et l'on af-
fectera les racines trouvées du signe —.

5. Premiére application. — Calcul 4 —— dfaut
7 e app on Calcul 4 — par défau
de la plus grande racine positive A de I'équation
f=x3—5x2—14z—8 =o.
o. Recherche de la partie entiére.

f =3 —5x2—1fr—8 8,

[ =3xr—1072 —14 5,
S =2(3x—5) 2,
flll — 6.

Partie entiére : 8§ —1=7.

B. Recherche du chiffre des dixiéemes.
¢(¥)=fr +7)=y3+16y2+63y —8 =0,
91(3) = q><i> = 53+ 1602%+ 630035 — 8000 = 0;

10

2 rend ¢, (z) positif, donc le chiffre des dixiémes est

-
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~. Recherche du chiffre des centiémes.
Y(t)y=rmy(t +1)=+16322 -+ 66237 —1539 = 0,

w e
bi(uy=1Y (_4_) = u3+1630 12+ 662300 . — 1539000 = 0.
' Lo

3 rend &, (u) positif, done le chiffre des centiémes est ».

5. Recherche du chiffre des milliémes.

7(0) =Y (¢+2) = ¢3 2+ 326602+ 6688320 — 207872 = o,

\

sa(w -_/(‘u‘)

10

\

= wd -+ 32660 %2 + 66883200 w — 207872000 = 0.
4 vend o, (w) positif, donc le chiffre des milliémes est 3.
. ’ . 1 .
La racine cherchée a pour valeur 7,123 & — par dé-
10"
faut.
6. Seconde application. — L’équation
S=2t—-x3+1322—3xr—4=0

a une racine p comprise entre 2 et 3, calculer cette ra-
cine i i prés par défaut.

v =S +2) =+t =5yt =3y +2=0,
Y(5)= o(:i): 25*—358— 552+ 5+1=o0;
si « est la plus grande racine de ¢(z),
p=2+ -
a
Il faut calculer @ avec trois chiffres exacts, par exces.

a. Calcul de la partie entiére de a.

V=053t — 353 — 5525 +1 3,
V' =833—952— 105+1 2,
V'=201252—9g5—5) 2,
V'=6(85 — 3) .

La partic enticre de @ est 3 — 1 ou 2.
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3. Calcul du chiffre des dixiémes de a.

() =4(t+2)=2tt+ 1383+ 2502+9t —g=o,
yi(u) = x<:io)= 2 u* - 130 U3 + 2500 U2+ gooO U — OOOO = O.
5 rend 7, (u) positif, le chiffre des dixiémes de a est 4.

v. Calcul du chiffre des centiémes de a.
E(0) = y1(v+ §) = 20"+ 16203+ 425202+ 357520 — 5168 =0,

E,(w)‘: 13 <%>= 2wk 4 1620 w3 + 25200 Wi

-+ 35752000 w — 51680000 =0}

2 rend §,(w) positif, donc 2 est le chiffre des centiémes
de a, par excés.

= Q — =2 I.
P i 14

. APPLICATION DE LA STATIQUE AU CALCUL
DE DIVERS ELEMENTS D'UN TRIANGLE;

Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

Ou sait que, si la Mécanique doit beaucoup a la Géo-
métrie, elle n’est pas sans lui rendre quelques services
c¢n fournissant, pour des propositions de Géométrie pure,
des démonstrations simples et remarquables, au moins
au point de vue philosophique; j’en veux signaler un
nouvel exemple en montrant avec quelle facilité un
théoréme de Statique, dont on donne peu d’applications
élémentaires, permet de calculer les distances de divers
points remarquables d’un triangle; quelques-unes de
ces distances sont données par M. Dostor dans les Vou-
velles .4nnales, aotit 1883, comme résultant de considé-
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rations géométriques. Le théoréme dont il s’agit est le
suivant :

Soient A, B,C, ..., Fet T les pointsd’application de
forces paralléles o, B, ¥, - . ., 2 et de leur résultante =,
P un point quelconque pris pour origine; on a

£l

(1) PT =_SaPA —

Supposons que les forces considérées soient au nombre
de trois, appliquées aux sommets d’un triangle ABC;
désignons par G et H les points de concours des mé-
dianes et des hauteurs, par O, I, I, T, I, les centres des
cercles circonscrit, inscrit et exinscrits, par R, 7, 7,
1y, e les rayons des mémes cercles, enfin par M le mi-
licw du coté BC. Faisons d’abord a=8=+v=1;la
résultante, © =3, sera appliquée en G. Si nous placons
Porigine P en O, OA, OB, OC seront égaux a R et I'é-
quation (1) donnera

a? -+ D2+ ¢?

(_N_};::éz»: 3]’\‘3——5((12—&—6‘1—%«02):1“1—— \
Pour calculer HG, il suffirait de placer 'origine P en
H et de connaitre AH, BH, CH; or, si par chaque som-
met de ABC je méne une paralléle au coté opposé, je
forme un triangle semblable 4 ABC, le rapport de simi—
litude étant 2, et AH I’homologue de MO : on aura donc
AH = 2MO =\/4 R* — «*. L’équation (1) donne alors
pour HG une vaicur double de OG, ce qui résulte aussi
de la similitude des triangles AHG, MOG.
Faisons coincider 'origine avec le centre I du cercle
inscrit : on a
—3 2 —_—
A 7 l) a

T osin2i AT

be:
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I'équation (1) donne, en remarquant que abc = 4Rrp,

= be(p—a)+... a*+b2ic?

GI
3p 9
N A 2. p2 2
=bc,c§1-§-ab_a ,1;—4—('_4}""

On reconnait aisément que GI, se déduit de XGI en
y changeanta en — a, r en —r,.

Faisons maintenant les forces «, 3, y égales respec-
tivement a a, b, c; leur résultante a 4+ b + c est, on le
sait, app]iquée en I; si nous prenons le point O pour
origine, I’équation (1) nous donnera

—2 R2a + R2b -+ R2c bea? +. ..
ol = —
a-+b+c (a+b-+c)
“Rr— — % Re_,Rp
a-+b-+c

formule connue, mais trés remarquable en ce qu'elle
prouve que, deux cercles étant donnés, il n’est pas pos-
sible en général de construire un triangle inscrit dans
I'un et circonscrit a ’autre. On aurait semblablement

OL, = R aRr,.

Supposons enfin o =a?, 8 =102, v=c?; le centre
des forces paralléles est en S, au point de concours des
droites que M. d’Ocagune étudie sous le nom de syme-
dianes dans le numéro d’octobre 1883 des Nouvelles
Annales. Cherchons d’abord la distanee SA ; sil’on fait
coincider l'origine avec le point A, I'équation (1) donne

ﬁﬁz 262c? . 3a2bc?
rar- b+t (a4 b2+ c2)?

_ (282 +2c2—a?)b2c? b22AG .
(at+b2+c2)r 7~ (a+ b2+ c2)?’

la régle de composition des forces paralléles montre que
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la symédianc a pour longueur

be —_——
m‘/ﬁb2+ 2¢2— a?.

I.’équation (1) donnerait les distances SO, SG, ...,

—2 Ja2b?c?
SO =R — 2%,
> =k (a?+ 02+ c2)?
SG!*Z(Cl+b+6)2 L, At b2+ c? 3arb2c?
T3 a4 by c? 18 (a2 bE+cip

Une marche toute semblable permettra de calculer la
distance de deux points remarquables d’un tétraédre,
pourvu qu’on connaisse les distances de I'un d’eux aux
(uatre sommets el qu’on puisse regarder I’autre comme
le centre de quatre forces paralléles connues appliquées
aux mémes sommets.

SUR L’ANGLE DES LITS OBLIQUE ET NORMAL DE LA VIS
SAINT-GILLES ;
Par M. Erxest LEBON.

1. Les appareilleurs emploient, comme génératrices
des lits de la vis Saint-Gilles ronde, des rayons d’unc des
demi-circonférences méridiennes de 'intrados; mais les
lits ainsi obtenus sont obliques a I'intrados.

Soient RS (fig.1) I’axe d’une vis Saint-Gilles, SRX
un plan méridien, AFB une demi-circonférence méri-
dicnne de I'intrados, O le centre de AFB. On sait que
tout point I de AFB engendre une hélice dont la tan-
gente FM en 17 est dans un plan perpendiculaire a OX.
Le licu des normales a I'intrados, telles que FN, aux
divers points d'une hélice, est une surface normale a
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I'intrados. Soit FG I'intersection du plan RSX ¢t du plan
tangent en F a cette surface normale : Jules de 1a Gour-
nerie, dans son Cours a I'Ecole Polytechnique, a proposé,

Fig. 1.

. /J 3
v

pour lits de la vis Saint-Gilles ronde, les surfaces de vis

a filets triangulaires normales a I'intrados, engendrées
par des droites analogues & FG; son successeur, M. A.
Mannheim, a adopté ce genre de lits normaux.

La valeur ¢ de I'angle des deux espéces de lits en
chaquepoint d’'une méridiennen’a pas encore été donnée;
cherchons cette valeur.

2. Prenons trois axes rectangulaires OX, OY et OZ,
le dernier étantvertical. Soient x, y et z les coordonnées
de I', a le rayon RA du noyau, r le rayon de AFB, p le
rayon du cylindre de foulée, g le giron, % la hauteur

d’une marche, « 'angle de FM et de OY. On a

m
tangot = —»
a—+r-—+ux
cn posant
h
(l) m = ._P-.
&

Par suite, les équations de I'M sont

X—z=0, mY—(a+r+x)(L—s)=o.
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L’équation du plan tangent OFM en F au lit oblique
est
(a+r+x)zX +mxY —(a+r-+z)zl=o.

Les équations de la normale FN sont celle du plan
. sX —xZ =o,
perpendiculaire en 1" a I'M (1) et celle du plan
(a=r+a(Y—y)+m(Z—z)=o0,
perpendiculaire en 17 & la tangente FP & AFB.

I’angle o est égal a angle de FN et du plan tangent
en 1Y au lit oblique. On trouve

2 2 "2
m=ryr-—ux
(2) lango == v .

PNaA4-r-xmiae(a+r+—ap

3. On voit aisément que x ne peut varier qu’enn'e —r
ctr; et que Vangle aign o égale 0°, quand x égale —r,
o ou r. Donc les deux espéces de lits coincident a la
naissance et @ la clef.

On a

o3 dtangy m2N\
. —_— = N
d.r rzh

cn posant

N=(a+nr@rt—r[m2+ (a-+r+x)?
+a[miets r(a 4+ r-o)?
cl
1 2
D=(a+r+a2(x2—r2)2[m2+ (a~+r+z)p2)3.

Le dénominateur de cette dérivée est positif, quand

varie de — 7 & 7.

(') D'aprés cette équation, on conclut que les normales a Uin-
trados. auz divers points d’une meridienne, coupent la perpendi-
culaire menee par son centre a son plan.
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En faisant x successivement égal a
-_r, ¥, — —=» 0, ¥, ==y T,

x' et 2" étant les racines de 'équation
2(a+z)2?+ r2x —(a+r)r:=o,

on trouve que N prend les signes

I’aprés cela, équation
‘ 2(a—+ r)zt—[m2+r2+ j(a + r)2]ad

4)) +(a+ram2+ri4o(a-+rplz?
( —(a—+rerir—(a-+r)m2+ (a-+r)p3|rt=o,

obtenue cn égalant N 4 0, admet une racine positive .y,
comprise entre &’ ct 1r\/2, et une racine négative x,,
comprise entre x” et — 1ry/o.

D’aprés le théoréme de Descartes, les deux racines de
I'équation (4) sont négatives, si elles sont réelles. Je dis
que chacuned’elles est inférieure s — r. En eflet, sil'unc
d’elles xy était supérieure a — r, lautre x; le serait
aussi. Alors, aprés avoir posé

r=a -+ k, Xo=a"+ky, @3-t+-x,=—9r -+ 1,

on trouverait que la somme des quantités ky, &, et /, ici
supposées positives, est négative.

D’aprés ce qui précéde, et en tenant compte des signes
de la dérivée (3), on trouve que l'angle aigu © a deux
valeurs maxima ¢, et g, qui correspondent a des valeurs
xy et xy de x comprises entre 31 \/; et x”. Par suite, on
voit, dans la pratique, si 'on peut, sans inconvénient
pour la stabilité, adopter les lits obliques, ou si I’on doit
employer les lits normaux.
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k. Fxemple. — Soient
a=o0"25 r=o"5 o=o0"7) 28&=3N
Les équations (4) et (2) donnent
ry=0",288 et x3=—o0" 428,
a 0,001 preés par défaut ;

v =5°37" et 9= 29°58"

T

5. Cherchons angle @ d’une génératrice OF d’un
lit oblique et d’une génératrice FG d'un lit normal.
Les équations de Ol étant

Y=o0, sX—zZ=o,

et celles de FFG érant
‘=0,

|m2=-{a+r—+x2|35(\—2)— (@ +r+ax)2xl —m?sr = o,

on obtient

mr \/r‘l —
m(r2—a?)y +ri(a -+ r—+a)?

tangd =

La discussion de cette équation montre gue 'angle
aigu @, qni dégale 0 quand x égale — 7, o ou r, a deux
valcurs maxima ®, ct @, qui correspondent & des
valeurs &) et x, de & comprises entre r et — r. L'é-
(uation

va+rad+[m2rta(a+rpRle2—[mi+(a+r)2]rr=o

donne &, et xy.
Dans 'exemple considéré, on trouve

’

ry=o"3 2, =—o" {7, dy=5"26. ®,=36"{3".

Sur notre épure ( fig. 2). quiconticntles constructions
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du Cours de I'Ecole Polytechnique, pour obtenir la géné-

Fig. 2.

ration ¢'f" g’, les points de &' f* " auxquels correspondent
les angles @, et @, sont f et f,.

GORRESPONDANCE.

Extrait d’une Lettre de M. le D" J. Peano. — Dans
son Cours d’ Analyse de I Ecole Polytechnigue, p. 21,
M. Jordan donne unc démonstration peu rigoureuse du
théoréme suivant :

« Soit y = f(x) une fonction de x dont la dérivée
reste finie et déterminée lorsque x varie dans un certain
intervalle.

» Soient a et @ + & deux valeurs de x prises dans cet
intervalle. On aura

fla+h)—f(a)= ph,



(46)
p désignant une quantité intermédiaire entre la plus
grande et la plus petite valeur de f7(xr) dans I'intervalle
deasra+h. »

En cftet, dit auteur, donnons a x une série de valeurs
(tyy s, ..., a,_; intermédiaires entre a et a + /3 posons

_/(al') _,/(’nr——t) =(a,— al'—i)[f,(al'—i) -+ Er]-

Supposons maintenant les valeurs intermédiaires
s+« oya, y indéfiniment multipliées (et rapprochées).
Lesquantitése, 2., ... tendront toutes vers zéro, car ¢, est

Slay) — flary)

(== Qp_q

la diftérence entre ct sa limite f'(a,_,).

Cette affirmation n’est pas juste; car .

S ) = lim‘—f-(—(i'_‘ ) _‘f(a""Q
ap— QAp_y
quand on suppose @, fixe, ct a, variable et s’ap-
prochant indéliniment de @,_; ; mais on ne le peut pas
allicmer quand varient en méme temps a, et a,_,, si l'on
ne suppose pas que la dérivée soit continue.
Ainsi, par exemple, posons

.1
y=fz)=a? sin—,

avee
Sf(o)=o:

sa dérivée

.1 1
()= 2z sin - — cos—
f'(@) - —cos=

pour xZo, et f'(0) = o, reste toujours finie et déter-
minée, mais discontinue.
Soit
a=o0, h>o;
pOﬁOllS

1
ay = ——» A9 == ———————
nm 2 (2n-+1)m

ay, a,, ... quelconques.
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On aura
__ Sfla)—f(a) ’ .
T —a —f(a);
malis :
Sla =0, fla)=o0, f'(a)=—1;
donc
E2=1,

et sa limite n’est pas zéro.

Presque la méme faute a été commise par M. Hoiiel
(Cours de Calcul infinitésimal, t. 1, p. 145). Jajou-
terai enfin que I'on démontre trés facilement la formule

S(xo+h) — f(zo) =h f'(xe+ OR),

sans supposer la continuité de la dérivée.

Extrait d’une Lettre de M. C. Jordan. — Je n’ai
rien a répondre a la critique de M. le DT Peano,
qui est parfaitement fondée. J'ai admis implicitement

, . r+h)y—f(x . .
dans ma démonstration que‘ﬁ—}%——'ﬁ—) tendait uni-

Jormément vers f'(x) dans I'intervalle de a 4 6. C’est un
des points sur lesquels je me proposais d’ailleurs de
revenir dans mon troisiéme Volume.
M. Peano dit qu’il est facile de démontrer la formule
fle+h)—f(z)=hf (z+bGh),
sans supposcr la continuité de la dérivée. 11 me ferait
plaisir ¢n me communiquant sa démonstration, car je

n'en connais pas (ui me paraisse pleinement satis-
faisante.

Extrait d'une Lettre de M. G. Koenigs. — 11y a
deux ans, lorsque je vous envoyai la Note sur les cu-
biques qui vient de paraitre dans le numeéro de juillet
des Annales, je n’avais pas cherché si le complexe des
tangentes aux cubiques gauches passant par cinq points
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¢tait bien le seul qu'on put définir par des points de dé-
part, de telle sorte que le cone de Malus contint cing
points fixes. En lisant 'article, jai tout de suite pensé
a cette réciproque, et voici, en quelques mots, comment
je I'établis. Une transformation homographique permet
toujours de rejeter trois points fixes a 'infini suivant
trois directions rectangulaires, Gx, O y, O z; de plus, je
puis prendre pour origine O des coordonnées le milieu
de la droite qui joint les deux autres points, qui ont
ainsi pour coordonnées (a, b, ¢), (—a, — b, —c).

En cherchant d’abord a définir les cosinus directeurs
N\, Y, Z d’une droite en fonction du point de départ
(xyy,2), de sorte que le cone de Malus passe par les
points fixes a I'infini, ¢’est-a-dire contienne les trois pa-
ralléles aux axes menées par son sommet, on trouve que
I'on doit avoir

X Y 7
J@) T w00 T wEy

ot f, ¢ et ¢ sont des fonctions arbitraires.

Si on exprime ensuite que le cdne contient les deux
autres points (a, b,c¢), (— a, — b, —¢), on tombe sur
deux autres équations qui déterminent complétement
les fonctions £, ©, ¢, et on vérifie que les valeurs de X,
Y, Z conviennent a la tangente au point (x,y,z) ala
cubique gauche passant par ce point, ainsi que par les
autres cing points fixes.

Le complexe du sixiéme ordre que j’ai défini dans la
Note précitée est donc le seul qui jouisse de la propriété
que je lui avais veconnuce directement.

Si I'on aborde la question sans prendre la précaution
de rejeter trois des points & 'infini, on tombe sur un
systéme de six équations linéaires entre trois fonctions
de trois variables indépendantes, et il ne parait pas aisé
de découvrir que ce systéme surabondant comporte ce-
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pendant une solution unique et dénuée de constantes
arbitraires.

Extrait d’une Lettre de M. d’Ocagne.— Par appli-
cation de la formule

¢ =¢'(z)pcosa,

que j’ai donnée dans une Note récente (3¢ série, t. 1,
p- 190), on a ce théoréme :

Soit donné un cercle rapporté & deux axes rectan-
gulaires passant par son centre; si sur la tangente en
chaque point on porce une longueur égale & U'x de ce
point, la normale & la courbe ainsi obtenue coupe le
rayon du cercle a une distance du centre égale a l'y
du point.

BIBLIOGRAPHIE.

THEoRIE DE LA caPiLLARITE; par M. Emile Mathieu,
professeur a la Faculté des Sciences de Nancy. In-4°.
Paris, Gauthier-Villars; 1883. Prix : 10 francs.

Laplace publia le premier, en 1806, une véritable théorie
mathématique de la capillarité, qui est insérée a la suite du
tome IV de la Mécanique céleste. 11 prit pour point de départ
de ses recherches le principe de I'attraction du liquide sur lui-
méme ct de la paroi sur le liquide, en supposant que ces ac-
tions n’ont lieu qu’a des distances insensibles.

Gauss s'occupa plus tard des principes de la méme théorie,
dans un Mémoire inséré dans le tome V de ses OEuvres.

Enfin Poisson fit paraitre, en 1831, sa Nouvelle théorie de
laction capillaire. Dans cet Ouvrage, d'une lecture trés dif-
ficile, il montre qu'il est indispensable d’avoir égard au chan-

Ann. de Mathém., 3¢ sévie, t. IlI. (Janvier 1884.) 4
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gement de densité du liquide vers les surfaces qui le terminent.

Non seulement le livre de M. Mathieu renferme tous les
résultats contenus dans les Ouvrages précédents, mais il tient
compte des expériences qui ont été faites sur ce sujet depuis
quarante ans et qui ont fourni de nouveaux éléments a la
théorie.

Bien qu'iladmette, comme Poisson, le changement de densité
vers la limite du liquide, cette considération ne I'oblige pas a
des calculs trés compliqués, comme on le voit dans le Cha-
pitre I de son livre, ou il établit les principes de la théorie de
la capillarité,

Le Chapitre II traite de I'élévation ou de la dépression d'un
liquide auprés d’une paroi.

Le Chapitre III est intitulé : Liquides superposés; suspen-
sion dans l'air d’un liquide par un tube capillaire.

Parmi les questions traitées dans ce Chapitre, nous signale-
rons : 1° I'étude des figures liquides obtenues par Plateau
quand elles sont soustraites a la pesanteur, et celle de la sta-
bilité¢ de leur équilibre; 2° Veffet de la viscosité dans I'état
d’équilibre d’un liquide.

Le Chapitre 1V a pour sujet la modification de la pression
hydrostatique par les forces capillaires. Il correspond au Cha-
pitre V du Livre de Poisson; mais autant ce dernier Chapitre
est difficile a lire, autant les démonstrations synthétiques don-
nées par M. Mathieu sont faciles & comprendre. Le méme sujet
est ensuite repris par 'Analyse.

Le Chapitre V est intitulé : Elévation d’un liquide au moyen
d'un disque horizontal; figures des gouttes de liquide posées
sur un plan horizontal ou suspendues.

Citons les questions suivantes qui y sont traitées : des figures
des gouttes de mercure, supposées d’abord grandes, ensuite
petites ou moyennes; calcul de la dépression barométrique;
détermination toute nouvelle des figures des gouttes au moment
ot elles sont prés de se détacher d'un tube capillaire et consé-
quences quis'en déduisent.
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HiSTOIRE DES SCIENCES MATHEMATIQUES ET PHYSIQUES;
par M. Maximilien Marie, cxaminateur d’admis-
sion a I'Ecole Polytechnique. Petit in-8”, caractéres
elzevirs, titre en deux couleurs. Tomes I, 11, TIT et IV.
Paris, Gauthicr-Villars; 1883-1884. Prix de chaque

tome : 6 francs.

I.

On raconte que Walter Raleigh avait, pendant son séjour
forcé a la Tour de Londres, entrepris d’écrire une Histoire uni-
verselle. Interrompu un jour par le bruit d’'une querelle, il ap-
pelle, s’enquiert, interroge; puis, ne pouvant, a travers les
témoignages contradictoires des assistants, arriver a déméler
le vrai motif de tout ce tapage, il jette dédaigneusement son
manuscrit au feu, abjurant la prétention de dire, sur les faits
lointains, la vérité qui lui échappe sur une rixe dont les
bruyants ébats sont parvenus jusqu’a son oreille.

Raleigh était logique, s’il avait eu la chimérique ambition de
remonter dans son Histoire jusqu’aux causes premiéres des
événements et de retracer les détails précis de leur mode
d’exécution. Mais tel n’est pas l'objet de I'Histoire générale;
son domaine exclusif est le c6té lumineux des événements,
c’est-a-dire leur existence et leur résultat, la maniére dont ils
s’enchainent et dont ils s’engendrent. Tous les événements de
I'Histoire, qu'ils appartiennent a l'ordre scientifique ou a la
vie politique, offrent ce double caractére d’étre plongés d’un
coté dans l'obscurité et de 'autre en pleine lumiére. On a, par
exemple, longtemps discuté sur les origines du Calcul diffé-
rentiel; les avis peuvent méme différer encore sur la part de
Leibnitz et sur celle de Newton; mais tout le monde ne s’ac-
corde pas moins a reconnaitre que, vers la fin du xvir® siécle,
les efforts simultanés de ces deux génies immortels ont créé
un nouveau calcul dont 'avénement a été I'occasion des ap-
plications les plus surprenantes et les plus variées, et a consti-
tué le plus grand progrés qu’aient jamais fait les Sciences
mathématiques. L'éclosion d’une idée nouvelle, les détails de sa
formation sont donc choses obscures et discutables a linfini;
mais les traits principaux, les grandes lignes de son dévelop-
pement échappent au contraire a lincertitude, et c’est une
tache difficile, mais non insurmontable, que de reproduire, sans
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en fausser les couleurs, le tableau des plus éclatantes con-
quétes de P'esprit humain.

C'est bien en se plagant a ce point de vue que M. Marie a
écrit son Livre : « Il ne faut chercher », dit-il, « dans cet Ou-
vrage ni tentatives de restitution de faits inconnus, ni dis-
» cussions sur les faits incertains.... L'Histoire que jai désiré
écrire est celle de la filiation des idées et des méthodes
scientifiques. » La lecture seule du premier volume permet-
tait d'angurer que M. Marie avait atteint son but, mais nous
avons préféréd attendre, pour pouvoir affirmer le succeés déja
prévu, que la publication fut plus avancée. Aujourd’hui quatre
volumes ont paru de cet important Ouvrage; ils embrassent la
longue période comprise entre Thalés et Huygens et ren-
ferment par conséquent la partie la plus intéressante et la plus
difficile de I'Histoire des Sciences, c’est-a-dire celle ol se pro-
duit le laborieux enfantement des premiers Chapitres de la
Géométrie, de I'Astronomie, de I’Algébre, de laPhysique, de la
Mécanique, de la Chimie et de la Physiologie: il n'est donc pas
téméraire de préjuger de I'ceuvre entiére par ces quatre pre-
miers Volumes,

)

)

)

I

Les devanciers de M. Marie, Montucla, Bossut, etc., nous
ont donné les noms des savants illustres, les dates et les
titres de leurs Ouvrages: mais ils ont complétement omis, il
faut I'avouer, de nous faire connaitre, méme aussi succincte-
ment qu'on puisse l'imaginer, les méthodes suivies par les
inventeurs. Considérons, par exemple, la période qui s’étend
de Cavalieri a Huygens. Nous trouvons simplement dans
PApercu historique : « La méthode des indivisibles a supplésé
» pendant cinquante ans a Vinvention du Calcul intégral. »
Montucla, de son coté, se borne a dire que Cavalieri considé-
rait les lignes comme composées de points, les surfaces comme
formées de lignes et les volumes comme résultant de feuilles
empilées. Mais comment cette conception fut-elle mise en ceuvre
d’abord par le premier inventeur, puis par Roberval, Wallis et
Pascal? Montucla, Bossut, Chasles restent muets sur ce sujet.

Toutes les Histoires nous apprennent que Roberval a quarré
la cycloide entiére et cubé les volumes qu’elle engendre en tour-
nant autour de sa base ou de latangente au sommet, mais que
Pascal le premier a évalué les aires des segments de cette
courbe, ainsi que les volumes engendrés par la rotation de ces
segments. Certes, entre les deux cas. la différence est grande



(33)
et Montucla en convient. Mais ce qu’il importerait de montrer,
¢’est combien ¢éloignées I'une de I'autre sont les méthodes qui
permettént de les aborder.

Pour répondre avec précision a toutes les questions de te
genre, qui sont assurément les plus intéressantes, M. Marie
s’est livré, pendant de longyes années, a un véritable travaibde
bénédictin. Ne s’arrachant a ses livres, dans son charmant
cottage de Chatillon, que pour cultiver un moment ses fleurs,
il a dépouillé, avec une sagacité peu commune, les ouvrages
originaux, et il nous en donne une analyse rigoureuse en se
placant au point de vue méme des auteurs, reproduisant in
ertenso les propositions fondamentales avec leurs démonstra-
tions et indiquant rapidement le moyen d’en déduire les
autres. C'est 14, il faut le reconnaitre, un service inappré-
ciable rendu aux savants qui pourront ainsi, sans peine au-
cune, entrer en commerce intime avec les plus grands esprits
de I'antiquité et des temps modernes.

Quel professeur n'a désiré connaitre exactement les OEuvres
d’Archiméde, d’Euclide, d’Apollonius, de Ptolémée, de Dio-
phante, de Pappus, de Copernic, de Cardan, de Viéte, de
Galilée, de Kepler, de Descartes, de Wallis, de Roberval, de
Pascal, d'Huygens, de Newton, de Leibnitz, de Bernoulli, etc.?
Mais comment déchiffrer tous ces Ouvrages? Sans doute Ar-
chiméde et Euclide ont été fort bien traduits en francais
par Peyrard; mais, pour lire Peyrard, il faut en quelque
sorte le traduire & son tour, en retrancher les trois quarts,
et jeter pas mal de lumiére sur le reste. Les Ouvrages d’Apol-
lonius, de Ptolémée, de Diophante et de Pappus ont été tra-
duits en langue latine; ceux de Copernic, de Cardan, de
Kepler ont été écrits en latin par leurs auteurs eux-mémes.
Mais quel latin obscur! Viéte parle a la fois latin et grec dans
la méme phrase. Les Traités de Galilée relatifs a la Mécanique
sont en italien et n'ont pas été traduits. Descartes a écrit, il
est vrai, en frangais, la Géométrie, la Dioptrique et les Mé-
téores; mais quel laconisme et que de commentaires exige le
développement de sa pensée? Enfin quelle persévérance ne
faut-il pas pour supporter sans lassitude les bizarreries de Ca-
valieri et la lourdeur de Roberval, pour s’accoutumer a la
maniére étrange de Wallis, qui ne s’appuie guére que sur des
analogies. Pascal lui-méme, malgré sa belle langue, a besoin
d’étre traduit, la plupart des expressions qu'il emploie n’ayant
plus cours dans la Science moderne.
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Il est inutile d'insister davantage sur I'étendue et lutilité
de I'euvre de M. Marie; mais ce que nous tenons a constater,
c’est I'habileté avec laquelle il a triomphé des difficultés de sa
tache, cest I'agrément que nous a procuré la lecture de ce
Livre quiest d’une si merveilleuse clarté. Et cependant, qu’on
ne-s'y trompe pas, ses analyses des OEuvres des grands géo-
métres ne sont pas de simples esquisses 4 'usage des per-
sonnes qui ne veulent avoir qu'un apercu de I'Histoire de la
Science : ce sont des études profondes qui offriront un réel
secours méme aux personnes désireuses d’entreprendre la lec-
ture des Ouvrages originaux. Voici, par exemple, comment
M. Maric résume la solution donnée par Archiméde du pro-
bléme de P'équilibre d’un segment de paraboloide flottant sur
un liquide.

« Soient ( fig. 1§)

BAC la section du segment de conoide par le plan vertical
mené par I'axe AO;

A la hauteur AO du segment;

B'A"C’ la partie plongée ;

I Paxe A'Q" de cette partie;;

a I'angle que I'axe AO fait avec I'horizon, dans la position
d’¢quilibre;

p le paramétre dela parabole ;

G ¢t G' les centres de gravité du segment entier et du segment
plongé¢ dans le liquide;

Ay la tangente en A a la parabole de section BAC.

C

» Il faut exprimer que GG’ fuit avec Ay I'angle a, qui est
» aussi Uangle de la tangente en A’ & la parabole BAC avec
» axe VO
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» Soient a et b les distances du point A’ aux droites Az
et Ay; les distances des points G et G’ aux mémes droites
sont respectivement 34 et o pour le premier, a + 312 et b
pour le second. Par conséquent

GK=a—3%(h—W)

et

G'K = b;

la raison qui détermine I'angle  (c’est tanga) est donc

mais cette raison est aussi %; et d’ailleurs

» En conséquence,il vient, en appelant K la raison cherchée
(tanga),

p=3(h—h)— "

» D'un autre coté, les volumes du segment entier et de la
partie plongée sont
wph? et wph'?;

en désignant donc par P et P’ les poids d'un égal volume
du fluide et du segment de conoide, on doit avoir

2P

P

(Y
/L:h\/ll—);

la condition d’équilibre est donc

Py p .
h('—\/ﬁ)—;ﬁ’

whe

l}:



K =tangz = = - .

Vorlialey/5) ]

» Pour que I'équilibre soit possible, sans que I'axe soit ver-
tical, il faut que

P

h> ——-

» On retrouve dans cette formule la condition énoncée dans
)

la proposition I1I. En effet, si — était infiniment petit, il

faudrait absolument que A& dépassat 3 p.
o
» La condition de réalité tanga, exprimée par rapport a —»

l)

donne
' 3
P (h—p)p

T h?

.

» (est ce qu'exprime I'énoncé de la proposition IV : si le seg-
» ment de conoide a son axe plus grand que trois fois la moitié
» du demi-paramétre (2p), et si la raison de la pesanteur de
» ce segment a la pesanteur d'un volume égal du fluide n'est
» pas moindre que la raison du carré de 'excés de I'axe sur
» trois fois la moitié du demi-paramétre, au carré de l'axe,
» I'équilibre sera impossible avec une direction inclinée de
» l'axe. »

Le cas ou la base du segment est entiérement plongée dans
le liquide est traité d’'une maniére analogue.

II1.

Ce serait méconnaitre le caractére de 'Ouvrage qui nous oc-
cupe si Fon concluait de ce qui précéde que I'auteur n'a visé
qu'a donner une compilation pouvant, jusqu’a un certain point,
teniv licu des écrits oviginaux. M. Marie est au contraire di-
vigé dans ses jugements par des vues personnelles trés nettes
(ui ¢tablissent un lien étroit entre les diverses parties de son
auvre et donnent & son livre une unité remarquable et un at-
trait particulier.

Clest surtout la création laborieuse de I'Algébre que M. Ma-
rie éclaire a l'aide d’une théorie qui lui est propre.
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L’Algébre est la théorie abstraite des lois, c’est-a-dire des
relations de dépendance entre des grandeurs susceptibles de
varier simultanément : elle a pour objet, dans ses développe-
ments ultérieurs, I'étude des transformations qu’on peut faire
subir aux expressions de ces lois sans les altérer; mais les pre-
miers efforts, et les plus pénibles, ont di porter sur les moyens
d’exprimer ces lois sous la forme que leur attribuaient d’abord
les recherches concrétes. Or le point de vue ou nous nous
trouvons placés, depuis I'invasion en Occident des méthodes
des Hindous et des Arabes, devait nous faire complétement
illusion sur les premiéres origines de ’Algébre; toutes nos ha-
bitudes d’esprit nous aménent en effet a la rattacher a I’Arith-
métique, a la considérer, suivant I'expression de Newton,
comme une Arithmétique universelle, ne différant de 'Arith-
métique ordinaire que par I'emploi des lettres substituées a
des nombres.

1l en est & peu prés ainsi, en effet, depuis qu'on a pu, a I'imi-
tation des Hindous et des Arabes, introduire dans les éléments
les formules des mesures des aires et des volumes; mais les
géométres grecs n'ont pas connu ces formules. Toutefois on
admet généralement qu’Archiméde, Apollonius et surtout
Pappus possédaient une Algébre relativement assez avancée,
vu les transformations déja fort compliquées qu’ils font subir
aux relations qu’ils emploient. Wallis, Chasles et bien d’autres
ont non seulement accepté I'hypothése de P'existence de cette
Algébre, mais ils ont en outre cherché a la restituer. Seule-
ment, et c’est ce qui explique l'insuccés de leurs tentatives.
ils se placaient toujours au point de vue moderne, c’est-a-dire
qu’ils se demandaient par quel artifice les Grecs avaient pu
faire concourir leur Arithmétique au progrés de la Géométrie,
tandis qu’en réalité les géométres grecs n’ont jamais eu l'idée
de rapporter a des unités les grandeurs sur lesquelles ils spécu-
laient.

M. Marie montre trés bien, par des exemples concluants, que
les géométres grecs n’ont jamais introduit que les grandeurs
elles-mémes dans leurs formules parlées, et il voit avec raison,
ce nous semble, la résolution compléte des équations du second
degré dans celle de ces trois problémes d’Euclide : Diviser une
droite donnée en deux parties dont la moyenne propor-
tionnelle soit une ligne donnée. Construire un rectangle
équivalent a un carré donné et tel que la somme ou la dif-
férence de sa base et de sa hauteur soit une longueur don-
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née. Enfin diviser une droite en moyenne et extréme raison.
Pour les Grecs, en effet, c’était la un mode de résolution
achevé, puisque, n’ayant jamais cherché a évaluer les gran-
deurs en nombre, ils n'avaient a se préoccuper que d’obtenir
en quelque sorte des formules géométriques, c’est-a-dire les
moyens de construire les racines.

Cette maniére de voir a permis & M. Marie de supprimer
une anomalie singuliére qui avait, depuis un demi-siécle, exercé
vainement la sagacité des historiens.

Venturi et a sa suite Chasles et M. Cantor avaient attribué
a Héron I'Ancien, qui vivait 4 Alexandrie 150 ans environ avant
notre ére, la paternité d’'un Ouvrage de Géodésie intitulé la
Dioptre (le niveau — Ilept Awénrpag) ol 'on trouve la description
d’un instrument semblable a notre théodoliteet en outre la for-
mule de l'aire d’un triangle en fonction des trois c6tés. «On
posséde de cet Ouvrage, dont Venturi a révélé Iexistence, trois
copies manuscrites assez dissemblables et qui appartiennent
respectivement a la Bibliothéque nationale et aux bibliothé-
ques de Strasbouryg et de Vienne. :

D’autre part, il existe trois éditions encore plus discordantes,
d’un Ouvrage intitulé la Géodésie, et di a Héron le Jeune qui
vivait @ Constantinople vers le vii® ou le viu® siécle de notre
¢re. Ce Traité, qui donne de nombreux détails sur la Topogra-
phie de Constantinople a cette époque, renterme, mais seule-
ment dans deux des éditions qui nous restent, I’énoncé sans
démonstration du théoréme en question sur l'aire du triangle.
En outre, dans celle des trois éditions qui ne contient pas cet
énoncé, Héron le Jeune avoue, au dire du traducteur Barocci,
qu'il a fait de nombreux emprunts a son homonyme Héron ’An-
cien, et c'est de cet aveu que Venturi a conclu que la Dioptre
et, par suite, le pseudo-théodolite et la formule relative a I'aire
du triangle appartenaient @ Héron I’Ancien.

M. Marie est au contraire porté a croire que la Dioptre et
la Géodésie ne font qu'un méme Ouvrage du & Héron le Jeune,
et dont le second n'est qu’un abrégé défectueux et incomplet
du premier. Il établit, en tout cas, d’une fagon qui nous parait
irréfutable, que la Dioptre ne peut étre I'Ouvrage de Héron
I’Ancien et que son origine est beaucoup moins reculée. Mais
laissons ici la parole a notre historien, le jugement qu'il porte
sur cette question nous paraissant un exemple bon a citer de
saine critique.

« L'aveu(signalé par Barocci) perme{-il de trancher la ques-
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tion? Peut-on en conclure que le T'raité de la Dioptre soit
certainement de Héron I’Ancien, et que Héron le Jeune n’ait
fait que copier plus ou moins maladroitement 'Quvrage de
son homonyme, en Pabrégeant?
» 11 ne me parait pas que les circonstances soient de nature
a autoriser des conclusions si formelles, parce que, dans I’hy-
pothése ou les deux Ouvrages n’en feraient qu’un, ou le
sécond ne serait qu’une mauvaise copie du premier, il ne
serait pas bien difficile d’admettre qu’un copiste, rencontrant
deux Ouvrages distincts sous certains rapports et pareils
sous d’autres, et s’expliquant d’autant moins le fait que tous
deux portaient le méme nom d’auteur, ait attribué 'un a
'un des Héron et l'autre a 'autre : le plus complet, naturel-
lement, & Héron I’Ancien et 'abrégé a Héron le Jeune; il
serait encore moins étonnant que le copiste eiat inséré dans
la Géodésie une mention des emprunts faits a la Dioptre, et
qu'un autre copiste edt attribué plus tard cette mention a
Pauteur présumé des emprunts. Les altérations de textes ne
sont malheureusement pas assez rares dans les anciens ma-
nuscrits pour qu'une pareille hypothése soit invraisem-
blable....
» Je crois qu'il convient de rechercher dans I'Ouvrage lui-
méme I'époque a laquelle il peut avoir été écrit, et que l'on
sera fondé a rejeter une hypothése, méme appuyée sur des
textes précis, si cette hypothése ne présente que des invrai-
semblances plus choquantes les unes que les autres.
» Or, je pense qu’il suffira de donner une analyse de la
Dioptre pour rendre évidente I'impossibilité de I'attribuer a
Héron I'Ancien....
» C’est un Traité de Géodésie ol se trouvent indiquées les
solutions, a 'aide de la dioptre, d’un grand nombre de ques-
tions de Géométrie pratique, telles que : mesurer la diffé-
rence de niveau de deux points visibles ou invisibles 'un de
l'autre; mesurerla surface d’un champ sans y pénétrer, etc....
» L’Ouvrage débute par la description de la dioptre, que
Venturi termine en ajoutant : ON VOIT QUE LINSTRUMENT DE
HERON AVAIT UNE GRANDE RESSEMBLANCE AVEC LES MODERNES
THEODOLITES.
» J'admets tout cela; car Venturi nous alfirme que sa tra-
duction est aussi fidéle que le permettaient le génie de sa
langue, le style des géométres modernes et les erreurs de sa
copie, car il a collationné les deux manuscrits. J'admets
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tout cela, dis-je, non sans étonnement, il est vrai, mais a la
condition que 'aventure ne se passe pas deux siécles et demi
avant Ptolémée, & moins qu'on ne découvre bientdt que la
dioptre de Pauteur de 'Almageste était un cercle répéti-
teur de Borda, divisé par un des Gambey, dont il existait un
si grand nombre a Alexandrie en I'an 158, et muni d’une
lunette de Galilée a laquelle Picard avait ajouté un réticule
et Auzout un micrométre. :
» Mais I'hypothése que Héron I’Ancien ait trouvé vers roo
la formule de 'aire d’un triangle en fonction de ses cotés
me parait présenter des invraisemblances encore plus
‘rrandes.
» Ces invraisemblances sautent tellement aux yeux que
Libri, partagé entre le désir de reprendre Chasles, ce dont
il ne manque jamais les occasions qu'il rencontre assez fré-
quemment, et ennui de contredire son compatriote, en vient
a supposer que le théoréme en question, si le Ilept Antpag
¢tait 'eeuvre de Héron I'Ancien, aurait été intercalé par
quelque Alexandrin.
» Nous ne savons pas d’une maniére certaine, dit-il, tome II,
page 81, si cet Ouvrage est celui de Héron 'Ancien, et’si en
tout cas il ne contient pas des interpolations faites par ces
mémes Alexandrins, qui ont attribu¢ & Archiméde le petit
écrit sur 'analyse indéterminée dont j’ai parlé précédem-
ment,
» Mais il me semble difficile que ce beau théoréme se fut
trouvé dans un Ouvrage aussi ancien que celui du premier
Héron, sans qu'aucun géométre grec eat songé a le citer.
» En eflet, comment pourrait-on admettre, par exemple, que
Pappus, qui a donné un extrait des Mécanigues de Héron
I'Ancien dans le huitiéme Livre de ses Collections mathé-
matiques, n'eut pas jugé a propos de dire un seul mot du
théoréme dont il s'agit? Mais surtout comment pourrait-on
expliquer le silence gardé sur ce méme théoréme par Pro-
clus, qui prend la peine de discuter la convenance d’une ré-
duction proposée par Héron I'Ancien dans le nombre des
axiomes'admis par Euclide?
» Comment Venturi n’a-t-il pas vu que ces deux faits, qu'il
rapporte lui-méme, étaient inconciliables avec son hypothése?
» Mais cette hypothése me parait encore bien plus inad-
missible qu'a Libri, et pour des raisons hien plus considé-
rables.



<

T <

<

o

2z

T ¥ v v T

v v

(61)
» Non seulement on ne trouve dans aucun Ouvrage grec,
autre que la Dioptre, la formule de la mesure de 'aire d’un
triangle en fonction des mesures de ses cotés, mais on n’y
trouve méme pas la formule de cette mesure en fonction des
mesures de la base, et de la hauteur; etil y a & cela une ex-
cellente raison : c’est que la formule

S=16bx

suppose que l'on prenne pour unité de surface le carré con-
struit sur I'unité linéaire, convention qui n’a rien d’obliga-
toire, qu'il faut au moins mentionner quand on la fait, que
Héron le Jeune a bien pu tenir des Hindous, mais qui n’est
indiquée dans aucun auteur grec antérieur a2 Héron I’Ancien.
» D'un autre coté, si Ptolémée avait connu l'expression de
Paire d’un triangle sous la forme

S=vVp(p—a)p—b)(p—c)
a plus forte raison l'aurait-il connue sous la forme plus
simple :
S =1bh =1bcicordeaA =1bccorde2A;

mais alors la comparaison des deux formules lui eat fourni
immédiatement le théoréme :

corde 2A=4\/P(p—a)(}b76—b)(p—~c).

» Or cette formule se trouve-t-elle dans Ptolémée qui, pour
résoudre le moindre triangle, le décompose toujoursen deux
triangles rectangles?

» On ne peut donc attribuer le théoréme a Héron I’Ancien
sans rejeter Ptolémée dans les catacombes intellectuelles.

» On n’a pas assez remarqué que la maladresse avec laquelle
les anciens établissent les équations dont ils se servent tient
essentiellement a ce qu.’ils n’ont pas les formules des mesures
des surfaces et volumes, dont les équivalences nous fournis-
sent beaucoup plus souvent des relations entre les éléments
linéaires des figures que les circonstances de position ou de
similitude que ces éléments peuvent présenter.

» Il y a contradiction & leur faire cadeau des formules des
mesures en leur laissant leur maladresse; et les Grecs, s'ils
pouvaient revenir, seraient les premiers a rejeter un pré-
sent aussi injurieux pour leur intelligence....
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» En résumé, je ne crois pas du tout que le Traité de la
» Dioptre soit de Héron I'Ancien, et si I'on ne veut pas qu'il
» soit de Héron le Jeune, alors il faudra, je pense, chercher un
» troisiéme Héron. »

Iv. .

Les géométres arabes et leurs imitateurs juils ou chrétiens,
jusqu’a Victe, appliquaient déja leur Algébre a la solution des
problémes de Géométrie, en ce sens qu’ils arrivaient a calculer
les mesures de quelques lignes inconnues de certaines figures,
connaissant celles d’autres lignes qui pouvaient servir a la con-
struction ou a la définition de ces figures. Mais ils avaient tou-
jours soin de choisir des nombres entiers pour représenter les
données, ct ils s'arrangeaient en outre généralement de facon
que les inconnues fussent représentées par des nombres, sinon
entiers, au moins commensurables.

Du reste, pour établir leurs théorémes d’Algébre, ils allaient
puiser leurs démonstrations dans Euclide. Cardan lui-méme,
pour démontrer la formule relative au cube de la somme de
deux nombres, en est réduit a suppléer, sous ce rapport, le
géomeétre grec, et a effectuer la décomposition en quatre
parties du cube construit sur la somme de ces lignes.

L'accord du concret et de Pabstrait était donc loin encore
d’¢ure établi, et c’est & Viéte qu'était réservé le mérite de I'in-
stituer, quoique d'une facon bien singuli¢re. Peu de temps
aprés, Descartes le fonda sur de nouvelles bases, et la mé-
thode moderne sortit enfin des mains de Wallis. Rien n’est plus
intéressant que l'histoire de ces transformations, et nous
aurions eu plaisir a en rctracer les phases successives; mais
les bornes qui nous sont imposées ne nous permettent que de ren-
voyerle lecteur aux pages attrayantesque M. Maric a consacrées a
Viéte et a Descartes, et dans lesquelles il caractérise avec tant
de justesse les révolutions opérées par ces deux savants
illustres. .

Nous ne ferons plus qu’une citation : c’est le récit de la vie
aventureuse de Raymond Lulle: nous choisissons cet exemple
pour doner une idée des ressources que M. Marie puise dans
son style.

« Originaire de Belgique, le pére de Raymond Lulle avait
» aidé, en 1231, Jaques I, roi d’Aragon, a enlever aux Sarra-
» zins les iles de Majorque et de Minorque, et y avait obtenu,
» aprés la victoire, des seigneuries importantes.
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» Raymond Lulle fut d’abord page, puis grand sénéchal du
roi d’Aragon. Il se maria trés jeune et fut bientét pére de
trois enfants; mais il abandonna presque aussitét sa jeune
femme et ses enfants, pour se lancer dans une vie d’aventures
presque fabuleuses, a la suite d’un chagrin amoureux, déja
fort bizarre.
» Il laisse la moitié de son bien & sa femme, donne le reste
aux pauvres et va vivre dans la montagne en ermite. La il
apprend les langues anciennes, et surtout l'arabe, dévore
tous les livres de Science qu'il peut se procurer; puis, un
beau jour, descend de la montagne pour précher une nou-
velle philosophie et pour convertir les infidéles.
» Il ne réve pas une nouvelle croisade 4 main armée, mais
il veut que pape et princes se liguent pour répandre et
propager'enseignement de I'arabe et des Sciences arabes, afin
de pouvoir adresser aux infidéles une foule imposante de doc-
teurs capables de leur montrer leur erreur et de les gagner a
la foi.
» 11 fait dans cette vue cinquante voyages a Paris, a Rome, a
Londres, ct, éconduit & peu prés partout, il s’en va seul pré-
cher les infidéles et disputer avec leurs docteurs; on I'insulte,
on le bat, on I'emprisonne, on le chasse; il revient @ Rome
ou a Paris raconter les avantages qu'il a obtenus, retourne
en Afrique, se fait de nouveau condamner, s’évade, etc. Enfin
il parvint, a quatre-vingts ans, a se faire lapider a Bougie,
ct encore pas tout i fait, car des marchands génois, ayant re-
connu son cadavre, 'emportérent sur leur vaisseau ou il re-
vint d’abord a lui, pour mourir, il est vrai, deux jours aprés,
avant d’atteindre Majorque, ot son tombeau existe encore
et ou il est regardé comme un saint.
» Ses innombrables voyages le mirent deux fois en présence
d’Arnaud de Villeneuve, 3 Montpellier d’abord, puis a Naples.
Il se lia avec notre chimiste, en suivit les lecons avec I'en-
thousiasme qu'il apportait a toutes choses et voulut devenir
maitre en cette Science.

« D’aprés l'exposé dec ses aventures, on croirait impossible, dit
M. Dumas, que Raymond Lulle ait pu laisser, sur la Chimie sur-
tout, des Ouvrages dignes de quelque attention. Comment imaginer,
en effel, qu'une vie si agitée lui ait permis de méditer des idées
profondes et de se livrer & des travdux importants?

» Mais, tout en vovageant sans cesse, il trouvait le moyen d’éerire
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dans presque tous les pays sur la Chimie, lu Physique, la Méde-
cine et la Théologie.

» Dégagez de ses Ouvrages I’élément alchimique, et vous serez
surpris d’y.ebserver une méthode et des détails qui maintenant
nous ¢tgnnent.

» Parmi les alchimistes, Raymond de Lulle a fait école, et 'on
peut dire qu'il a donné une direction utile. En effet, c'est lui qui,
cherchant la pierre philosophale par la voie humide, et qui, em-
ployant la distillation comme moyen, a fix¢ I'attention sur les pro-
duits volatils de la décomposition des corps. »

s

» Sa recette pour la pierre philosophale parait consister dans
la préparation de l'acide nitrique, qu’il obtenait en distillant
» un mélange de nitre et de sulfate de mercure.

» Cet acide dissolvait 'argent, et, additionné d’un mercure
végétal (qu'on croit étre de l'esprit pyro-acétique), il dis-
solvait I'or : il pouvait donc engendrer ces métaux précieux.
Nous supposons du moins que c'était I'idée de Raymond, car,
naturellement, la conclusion manque, c’est-a-dire 'or. »

<

<

C’est cette allure vive et charmante qui a permis de con-
denser en quatre Volumes tant de faits intéressants, tant d'ap-
préciations judicicuses. On est surpris de pouvoir acquérir
d’une maniére aisée et si prompte des connaissances si com-
plétes. Aussi bien, tout dans ces jolis Yolumes concourt a I'a-
grément du lecteur : c¢’est I'art avec lequel I'auteur sait aplanir
la route; c’est la simplicit¢ du plan qui, grace a de nombreuses
préfaces marquant les tendances de chaque époque, apparait
toujours nettement, malgré la diversité des sujets traités; c’est
enfin la commodité du format, I'élégance des caractéres em-
ployés, I'heureuse disposition du texte ou se manifeste une fois
de plus le gout exquis de notre savant éditeur, M. Gauthier-
Villars.

Il ne nous reste plus qu'a exprimer un désir : c’est que ce
bel Ouvrage se répande vite partout et en grand nombre, qu'il
figure dans toutes nos Bibliothéques publiques, et surtout dans
celles de nos Facultés, de nos Lycées, de nos Colléeges. Epar-
gnant aux maitres bicn des recherches, il inspirera aux éléves
le gout de la Science et le respect pour tous les hommes qui
ont consacré leur vie a la faire progresser.

EuvGENE RoucHE.
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THEORIE ELEMENTAIRE DES SERIES RECURRENTES:
Par M. Maurice D’OCAGNE,

Lléve Ingénieur des Ponts et Chaussées.

1. — Introduction.

1. Le but du présent Mémoire est I'étude, par une
méthode élémentaire, des séries définies par la loi de

récurrence
Up=alU, 1+ bU, o+...+ lUu—p,

ct les valeurs des termes initiaux U,, Uy, ..., U,_,,
supposées d’ailleurs absolument quelconques.

Nous faisons voir que les valeurs des termes d’une
pareille série se déduisent des termes d’une autre série
que nous appelons fondamentale et qui s’obtient en
conservant la méme loi de récurrence, mais en adoptant
pour les termes initiaux les valeurs Uy =0, U, =o, ...,
Up_a=o0, Up_,=1.

Quant aux termes de cette série fondamentale, nous
les obtenons trés simplement par 'emploi d’un algo-
rithme, qui a fait Pobjet d’une de nos Notes dans les
Nouvelles Annales ('), et sur lequel nous avons pensé
qu’il serait bon de douner de nouvean quelques expli-
cations succinctes; aussi le n® II du Mémoire est-il
consacré a un résumé des propriétés de la fonction que
représente cet algorithme.

L’introduction de cet algorithme n’a pas pour but,
sauf dansle cas du deuxiéme degré, de calculer pratique-

(') 3¢ série, t. II, p. 230.
Aun. de Mathém.. 3¢ sérvie, t. HI, ( Février 1884.)

(644
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ment les termes de la série, mais de les mettre sous une
forme qui se préte facilement a établir certaines formules
relatives a ces termes, et a opérer certaines transforma-
tions algébriques auxquelles ils donnent licu.

Nous suivons, dans la rédaction de ce Mémoire, ’ordre
méme dans lequel nous sommes arrivé aux divers résul-
tats que nous énoncons.

Nous n’avions d’abord traité la question que dans le
cas d’'une formule de récurrence a deux termes

U,=aU,_1+bU,_,.

Aussi commencerons-nous par faire une étude spéciale
des séries de ce genre. La simplicité du probléme conduit,
dans ce cas, a des résullats intéressants qu’il n’est peut-
étre pas mauvais de signaler a part. Cette premiére étude
permet d’ailleurs de saisir plus facilement la méthode
employée dans le cas général.

Nous avons présenté notre travail a M. Désiré André
qui a, dans une Thése remarquable, traité la question
des séries récurrentes dans sa plus grande généralité.
La plupart de nos résultats ne sont probablement que
des réductions de ses formules trés générales ; il ne serait
pas toujours facile de s’en assurer. M. André a bicn
voulu, cependant, nous engager a publier notre travail,
qui peut avoir quelque intérét, comme cas particulier,
ct qui, d’ailleurs, contient plusieurs formules nouvelles.

Les n° XHI, XIV ¢t XV sont consacrés a des appli-

cations.

II. — Définition et proprictés de [ayas ... ap]™.

2. Considérons le développement de la mi‘me puissance
du polynéme a, 4 as+ ...+ a,; ce développement se



(67)

compose de termes de la forme

LI LN 7
Kauag:... ar,

oy + do ... 4 ap étant égal a m et K étant un coeffi-
cient dont on connait la loi. Dans ce développement,
remplacons tous les coefficients K par I'unité, ct repré-
sentons la fonction de a,, a,, ..., a, ainsi obtenue a
I’aide de la notation

[aras...ap]m.

3. Cette fonction jouit des propriétés cxprimées par
les égalités suivantes :

() [aas...ap)m=[a)a;s...ap,]"™ + ap[aya,. . .d,,]“"-“,

( [agag. . .a,,ap+1]('") — [ai asas. . .a,,,]("l’

(2)
=(ap+1— ay)[q1azas...apa, ],
laras...ap. 1ap]'™
(3) =[aydy...ap1]" 4+ aplaia,...ap_4]m-0

+alaiar...ap ]V alta a;...ap 4]0,

Il y alieu de remarquer que, comme pour la fonction
cxponentielle, la valeur de [a,a,. . .a,]", pour m = o,
sera prise égale a 1.

La démonstration de ces formules cst des plus aisées;
on établit la premiére en mettant & part tous les termes
contenant ap, puis évaluant les deux partiesainsi formées
dans [a,a,...ap]™; les deux autres formules s'en
déduisent immédiatement.

4. Nous avons aussi démontré, dans la Note citée plus
haut, que si ’on pose

Sf(z)=(x—a)(z—ay)...(x —ap)
=P Ayrrl. .+ Ay x+ A,
on a .

ap—1+m

Jar’

1) layas...a,)'m =
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le signe X s’étendant A toutes les quantités a,, a., ..., @,
supposées réelles et inégales.

5. Enfin, on trouve dans la méme Note, la formule

.

1 [a,ag...a,,](“+ - [a,ag...ap](m)+

I
J(z) ~ wr zp+1 Zp+m o
multipliant les deux membres par f(x), on a dés lors,

en identifiant, la relation générale

(5) [aias...ap)™ + Ay[ajay...ap)m=V 4. .

+Apfayas...ap}mP =o.

C’est cette formule qui va servir de point de départ a
notre étude.

II. — Calcul du terme u, de la série définie par la loi
de récurrence u, = au,_,+ bu,_y avec les condi-
tions initiales uy = o, uy =1.

6. Remarquons d’abord que
Uy = au;+ bu, = a.
Cela dit, considérons I’équation
r2—axr —b=o.

Si « et 3 désignent les racines de cette équation, on
e} q bl
a, d’aprés la formule (5),
[1;-}](/1)_. a[al’j]w 1) — b[z;jj(n—z) =0
ou
[2B]% = a[28]0—1 + b| a8 |(n-2,
Les quantités [23]0) suivent donc la méme loi de
récurrence que les quantités u, ; d’ailleurs
[1?)](‘” =1 = U,

[28]V =2+ B =a = u,,
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par conséquent
(6) Un = [af]l»0.

Nous avons ainsi trés simplement la valeur cherchée:
nous pouvons la transformer.

7. En effet, d’aprés la formule (2), nous avons

an — r = (1 — B[ B] "),
d’ou
an — @n :
- —_ (n—1) = —— T _,
(7) u,=[2§] P—
8. Si, dans la formule (7), nous remplacons « et 8 par
leurs valeurs en fonction de a et b, et si nous développons,
nous arrivons, aprés des calculs dont le détail est tout a
fait dépourvu d’intérét, au résultat suivant :
2p désignant le plus grand nombre pair inféricur a
n, de telle fagon que

n=2p-+1, sinestimpair,

n=o2p -+ 2, sinestpair,

on a
un=an—l+ nT 2an—-3b+ Ul_:i)__._(;:i)an—5b2+‘ ..
(8) :
N (n—[p—+1]).. '(n“"’i’)an—(zp+1)bp_

1.2...p

C’est cette formule (') qu'il conviendrait d’appliquer,
dans la pratique, si a et 3 étaient incommensurables.

(') On trouve cette formule dans les Nouvelles Annales (2° série,
t. XX, p. 257), mais avec une démonstration I¢gérement erronée.
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IV. — Somme des n premiers termes de la serie
précedente; limite de cette somme.

9. Nous ne tenons pas compte du terme u,, qui est
nul; la somme que nous voulons évaluer est

Sp=u+uUs+...+ Up.
D’aprés la formule (6), on a
Sp=1[aB ] 4+ [aB]W ...+ [aB]n-1;
or la formule (3 ) donne

[aﬁ[]lrf—l): [apjln~1)+ [apj(n—'z) _— [a@](o);

donc
(9) S, = [aB1]te-D,

10. Nous pourrons donner a cette expression une
forme plus commode pourle calcul,sia et 3 sont différents
de 1, en posant

¢(2) =(z—1)(z —z)(z—3)

= (x —1)(2?— ax —0b).
Par application de la formule (4), on a

an+1 Bn-»—l

(l()) Sn:[agl](n—l)z (?’(1)+‘?’(p) ?([)

11. Si « et { sont inférieurs a I'unité, la somme S,,
pour n croissant indéfiniment, a une limite que nous
représentons par S, et nous aurons

I 1

(1) 5='_,TI,=.—:((,—+1,’)‘
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V.— Calcul du terme U, de la série définie par la loi

de récurrence U,=aU,_,+bU._,, U, et U, étant
absolument quelconques.

12. Nous appellerons série fondamentale de cetie
série celle qu’on obtient en conservant les mémes valeurs
de a et de b, et en prenant Uy=o0, U,=1, et nous la
représenterons par wy== 0, U; == I, Us, -+-; Uy,

oo

Posons, d’'une maniére générale, pour toute valeurde 7,

O Un-‘U1 Up = V,,.
na

Va=aV, 4+ bV, ..
D’ailleurs, par définition,
Vo= Up— Ujuy= Uy,
Vi=U;—Ujuy = o,
et, par conséquent,
Ve=aVi+ bV,=0bU,.
Ecrivons alors les égalités qui lient les quantités V,

en les divisant par 6U,,

"IL —a Vll—'i 4+ b VII—Z .
bU, b, 6U,

Comme nous avons

nous en déduisons

Par suite,

(12) Up=Usjtup+ Vp=Usun+ bUgu,. .

»
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Nous avons ainsi 'expression d’'un terme quelconque
de la série en fonction des termes de la série fonda-
mentale.

13. Transformonscetteexpression al’aide de la formule
(6); cela nous donne
(13) Up= Uy [aB ] 4 b Ug[af ]2,
2 et 3 étant toujours les racines de I'équation
r’—axr —b=o,
ou, en tenant compte de la formule (2).

_ Uy(an— xQn) 4+ on(an—l_ ?}u~l)

W) U _—

14. Prenons pour termes initiaux deux termes consé-
cutifs de la série fondamentale u,_, et u,, de facon que

Uy = Up--1,

Uy = u,,

U,= Unt+p—1-
L’application de la formule (12) donne

(15) Up+p— = UpUp—+ blt,,_1 Up—1-

15. Faisons maintenant, dansla formule (15), 2= p;
nous avons

(16) ugp_H:u;-;—f— bu'l-:_l.
En particulier, si b =1,

Uspyy = u,z, +up .
Donc, dans une série récurrcnte définie par

Up= AQUp—y ~+ Up—2,
Uy = 0,

wy =1,
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la somme des carrés de deux termes consécutifs est égale
au terme dont I'indice est la somme des indices des deux
termes considérés.

VI. — Somme des n premiers termes de la serie
récédente; limite de cette somme.
précédente; limite de cett

16. Nous laissons le terme U,; la somme que nous
voulons évaluer est

) Sp=U;+ Ug+...+ Up.
Nous avons

U, = Us[28]=0+ b U, [2B]n-2),

Ug = Ui[il?](“—l— on[up](O),
U; = U [28]9.
Donc
Su=Us([28] ...+ [B]9+ [aB]0)
4+ bUg([ 28] . . .+ [aB]®)

(17) Sp=U;[2B1]#1+ bU,[2f1]n-2),

17. Posons, comme nous avons fait précédemment,
o(z) =(xr —1)(22—ax —Db).

Nous aurons, en supposant a et 3 différents de 1,

S U an+1 l(?,n-H 1
"= '[?'(1)+?’(f3) Tn]
arn n

(18)
P + —e + _..l_. -
o'(x)  ¢'(B) ?’(r)]

-l—on[

18. Si « et B sont inféricurs a 'unité, et si S désigne
la limite de S,, pour n croissant indéfiniment, nous

avons
_ U+ 80,

2'(1)

S



ou

U+ b6U,y

(19) S=1"Gxo

19. La comparaison des formules (11) et (19) conduit
a une remarque assez curieuse : si U, + bU, est égal 4
1, la limite de la somme de la série est la méme que
celle de sa série fondamentale.

VII. — dpplication aux séries définies par
Xp=a(Xp—y— Xp—)+c,

et les valeurs initiales X, et X,.

20. Cherchons la valeur de X, en fonction de X,, X,
actec,

A cet effet, considérons la série donnée par la loi

Zp= a(Tp—1— Tp—2),

avec les conditions initiales xy= o0, xy =1, et posons

X,—xp—c=Y,.
Nous avons

Xp—xp— ¢ = a(Xp—y— Xp—2)— a(Zpn—y — Tn-2)
= a(Xp—1— Tp—1)— a(Xp—3— Zn—3)
= a(xn——i—‘ Tp—— C) — a(xn—z_‘-z'n—z— c)
ou
Ypo=a(Yp—1— Yn-)

La série fondamentale de la série définie par cette
relation est la série des quantités x,. Nous avons donc,
d’aprés la formule (12),

Yo=Yizp,—aYozpy
ou

Xp—xp—c=(X—x1—c)r,— a(xo"‘xo“c)z'n—l;
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d’ou, puisque xy =oeLx,=1,
(20) Xp=(Xj—c)rp—a(Xy—c)xp_+c,
ou, si « et 3 sont les racines de I’équation
r?—azx + a =o,
X, = (X;—c)[aB]"V — a(Xo— ¢)[28]#2 + c.
Sia=1 et X, = X, =c¢ +1, la formule (20) devient

Xp=Zp+1+ c.

VIII. — Application au calcul des réduites
de la fraction continue

1

21. Considérons la série récurrente définie par
Up = QUp—1+ Up—s,
avee 1y =0, Uy =1.
En désignant par
-
dn
la nime réduite de la fraction continue donnée, on a

Sn

Pn=apn—1-+ Pn—g,
dn= Aqn—1 -+ Gn-2-
D’ailleurs, en prenant, comme c’est I'habitude, la

, . o s e » . ) T
réduite mluale fictive Po = 67 on a

Po=1, {Ggo=0,
pPr=a, qy=1I.
Comparant a la série définie ci-dessus, on voit que

Prn= Un+y,

gn= Un,
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donce
u,n-a—i.
Tun

13

n

a2

22. D’aprés la formule (7), en appelant « et 5 les
racines de I’équation

$2—az—1=o0,
on aura
an+1__ SIH—I

(21) ;ll-_ 1”—3"‘ b

dont la limite, pour n croissant indéfiniment, est bien «,
valeur de la fraction continue.

IX. — Calcul du terme u, de la série définie par la
loi de récurrence up= au,_,+bup_s+...+lu,_p,
avec les conditions initiales uy=o0, uy=o, ...,

Up_a==0, Up_;=1.
23. Considérons I’équation
P — azP—' — bxr~2— ... — l=o.

D’aprés la formule (5), nous avons, en appelant a,,
%2y ...y @p les racines de cette équation,

[21as... ap]('"? — a[alaﬂ,_‘gl)](nl—l,‘_
—[agay...2p]m—Pl =0
ou
[21as. . ap]im) = alaga,... aplm=ti4 .
+ U[agay. .. 2p]m=p),
De plus, on a i

[12s.0.2p]0 = 1= up_q, )
[ai2e. . 2p ]V =alajas...2,]'0 = aup—y = up,
[22s...9p]9 = a[ay2...2p ]V + b[2105 ... 2p]@
' =aup+ bup_y= upiy,
et ainsi de suite.



On voit donc que

[11 Ay v u 1,']("“ = Um+p—1;
done

(22) Up= |21 2.0 2p|n=PF0),
2%. Si toutes les racines «y, a5, ..., a, sont réelles
et inégales, et si 'on pose
o(x)=aP—arrt—. .  —]I,

on a, d’aprés la formule (4),

1” “IL 1’1
23 Up = ——— + - e
( ) n CA"‘/(1‘) ?/(12)"" ?I(al))
X. — Somme d’un nombre fini de termes de la série

précédente ; limite de cette somme.

235. Nous n’avons pas a tenir compte des termes u,,
Uiy Usy .y Up_g, qui sont nuls. La somme que nous
voulons évaluer est

Sen=Upy+Up+ ...+ Uy,
ou
Sp=[2%...2p] 9+ [ag2y...ap]W+..
-+ [11 - P ozp]("—l'-*-l‘.

L’application de la formule (3) donne
(24) Sp=1[a21%...2p1]2" P+,
26. Si l'on pose

b (z) =9 (z)(z—1),

la formule (4) permet d’écrire, en supposant o, 2,, ..
4, différents de 1,
2+ 2+ 1;;H 1

- —_— = .
Vo) "% T T V(=) T

S, =
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Dés lors, si oy, 22, ..., 2, sont inférieurs a 'unité, S,
a, pour n croissant indéfiniment, une limite donnée par

I

S=Tm

ou
T

(95) S = .

1—(a+b+...+1)

XI. — Calcul du terme U, de la série définie par laloi
de récurrence U,=— aU,_,+bU,_s+...+ (U,_p,
Uo, Uy, ..., U,_, étant absolument quelconques.

27. Représentons la série fondamentale de la série
donnée par
Up=AUp—y~+ bUp_s~+ ...+ lUp_p,

Uy = 0,
Uy = 0,
Up 2= 0,
Up—1 =1,

ct posons, par analogic avec ce qui a été fait au n° 12,
(d) (,I” — )\ Up._1 Upt+p—2— (J.Up__g Up+p—3— ... — eUian = V',;,

A, iy .o, § étant des coefficients actuellement indéter-
minés.
Nous aurons

8 - Vo= Ug— MUp sy = Uy,

et nous déterminerons les coefficients %, u, ..., §, au
nombre de p — 1, par les conditions

Vi=U,— AU, qupy=o.
Vo= Us— AUpqttp— pUp sttp_ = o.

Vpa=Up 4= 2Upqugpg—~...— 08U j1tpy=o.
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D’ailleurs, ce ne sont pas précisément les quantités
Ay %, .., 0 dont nous avons besoin, mais bien les quan-
tités AU, _y, AUp_y, ..., 80U, ; ce sont donc celles-ci que
nous prendrons pour inconnues. Dans ces conditions,

up_, étant égal a 1, le déterminant de ce systéme d’é-

quations se réduit lui-méme a 1.

Dés lors, nous pourrons tirer de ce systéme d’équa-
tions linéaires les valeurs de AU,_;, pU,_,, ..., 0U,,
et nous les porterons dans la valeur (a) de V,. Si nous
remarquons d’ailleurs que

v) Ve=aVuy+bVy o+ ...+ 1V, p,

nous aurons

Vo=aVp 1+ bV, s+...+IVy=1V,,

ou, d’aprés (83),

V,=1U,.

Ecrivons alors I'égalité (v), en divisant ses

membres par [U,,

Vu _
U,

a ‘yn—l
70,

Vn——'_’ Vn—p
TU, Bl o o

+b v,

Comme on a, d’ailleurs,

on voit que

et

= Uy

V,=1IUjtt;yy.

deux
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Par suite, la formule (o) donne

(26) Un= x[;p-i Up+p—2 + lll}p_gun+P_3+ ces
+ 080U u, + {Ugup—y,
Ay 4y ..., 0 ayant les valeurs qui ont été déterminées
précédemment. Telle est la généralisation de la for-
mule (12).

Nous pourrons donc, en posant

)‘Up—lz)"y P’U[)—2= l""r cees BUI=W

énoncer le théoréme suivant :

Tatorime. — Un terme guelconque Uy, est une fonc-
tion linéaire et homogeéne de p termes consccutifs de
la série fondamentale, pris a partir de u,_,, y compris
ce terme

U,=M Upip-2+ WUpips—+ ...+ 8 u,+ IUgupy,

fonction dont les p — 1 coefficients N, ', ..., ¥ sont
déterminés par le systeme d’équations que l'on obtient
en faisant successivement dans la formule précédente
n=1,2,3,..., p—1.

28. Si nous appelons toujours a, o, ..., %p les ra-
cines de I'équation
¢(x)=2P —axPt—...—l=o,
la formule (22) nous permet d’écrire

Up=AUp_y[ag2p...2,]0n 1
(27) + pUpa[2gay. . ap]n2 4
+ LUg[2g2y ... ap]n=P'.

29. Sil’on prend pour termes initiaux p termes con-
sécutifs de la série fondamentale, de facon que

Us=tp 1. Ui=wpm, ..., l'p—-? = Um+p-3- Up-—l = Umrp-2
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et

U, = tntm-1,
on a

Upsrm—t = A Um+p—2Un+p—2—+ BUmtp-3Up+p-3-+ ...
+O0upun—+ luy yupy,

qu’il est plus rationnel d’écrire, en augmentant m et n
d’une unité,

(28) Un+m+1 = I Um+p—1 Up+p—1+ - ..

+ Qumy Unrg + Lty upn.

Si Pon fait m==n, on a

(29) Uspa=Au}ip g+ puUdip g+ ...+ 00+ lud.

XII. — Somine des n premiers termes de la série
J
précédente ; limite de cette somme.

30. Nous laissons de coté le terme U, ; la somme que
nous voulons évaluer est

Sy=U;+ Ug+...+ U,
Or, nous avons, d’aprés la formule (27),

U, =2Up g[8 ap [0V nUpog[2y25. . o2 |22
4+ LU [y 2y .. ap )P,

Up=2Up_y[a122... 05 P04 nUp o|ayay. .. ap] P2+
+dUg[ 2 %2 2p ],

Donc

Su=12Upy([m2...2p]0=Vg ..+ [a12...2,]0)
+ uUp o[22, .. ap]=2 4 4 [2 25, .. a4, ]0)
B T TR A R cee ettt ettt st i ..
+ U0 ([agan ..o 2p )P L [2y %2 .2 [O),
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. 1ll. (Février 1881.) 6
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ou, d’aprés la formule (3),
[ Sp =2 Upqfmz. . aprr
(30) uUpg|ayas. . ap1]nd
+ 1Ug[ayay ... ap1]in-p.

31. Si nous posous encore

Y(z)= () (z—1),

la formule (4) nous permetira d’écrire, oy, 2ay ..., @,
étant supposés diftérents de 1,

/ Q —)\U 1/;4—"—1 . +1%+nw +__l—
s‘”_— P W () T T () W (1)
. ‘211”—”7-2 1;;4—1%‘2 T ]
3y ¢ U amEn et yns T
s
“+ LU, —L—x«...%—,—ly’—%—»i—"
i V() Yixp) V)

et, si oy, day ..., %, sout inféricurs a 'unité, S, pour n
croissant indéfiniment, aura une limite S qui sera don-
néce par

g - )‘U!)‘1»"—-[]_Ul,,?-'*...-'r—'ol.v’l—"_ U,
v L)
ou
N . AUpg=nUpa+... 40U+ 1U,
(32) S = t—(a+b~+...=1) o
Si donc

AUpq+=uUpa+... =00+ 1Uy=1,

la série aura méme somme que sa série fondamentale.

APPLICATIONS.
XII. — Cas particulier de la série définie par
. i (p—1) .
Uy, = I)le N Sl ,—_“‘,L)"* U,
W(p—1)(p—2),. .
4 ]—(>——J‘,,——~) lr‘/l.fg 4+ ...=%=U n-p:
1.2.3

U=o. Ui=0. ..., Upao=o. U, ;=1
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32. Dans ce cas, I'équation résolvante est

PP=0 pa
1.

xP — prr—t+
2

ou
(r —1)P=o0.

On a done, d’aprés la formule (22) (1X, 23),

Up= 1.1, ..., 1]lr-p+1),

Mais, si nous nous reportons a la définition donnée
(I, 2}, nous voyons que [1, 1, ..., 1]#"PF n’est autre
que le nombre des termes du développement de

i o (== ay=— ... - ap,)t-r+l,
c’est-a-dire

(n—p—=—o)(n-—p-=3)...(n—1)n
Leoco (p-—2)(p—1)

ou
onr ot

‘n

done
U,= G 1,

“n

33. Appliquons maintenant la formule {24) (X, 25);
elle nous donne

Upa+ U= o= U, =1, 1,...,01]-pety

les 1 étant cette fois en nombre (p -+ 1) dans la paren-
thése; nous aurons, par une remarque analogue a la
précédente,

[11..canfle=—p+1) = CF,
ce qui nous conduit an résultat bien conuu

pP—1 P—-1 . pP-1 __ 14
Col =Gl = G =GR

Nous avons ainsi une vérification de nos formules.
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XIV. — Séries définies par la formule
Up=aUp 4+ a1 U+ ... +a, o Ui+ a,_1 U,

et par la valewr de Ug; ao, ay, ..., a,_, étant les
termes successifs d’une progression soit géométrique,
soit arithmeétique.

On voit que ces séries ne sont pas du genre de celles
que nous avons envisagées jusqu’ici, puisque, mainte-
nant, le nombre des termes de la formule de récurrence

augmente d'un terme a autre de la série.

34. Supposons d’abord que aq, ay, ..., @y,. .. soient
les termes succeessifs d’une progression géométrique de
raison ¢, de telle sorte que

a, = a,q".
Dans ce cas, la recherche du terme U, ne présente aun-
cune difficulté. En effet, on a
Upor=agUpea+ U+ ..o +a, 3 U+ a, ., Uy,
U, =aUpy+a Uy, o4~ a, 3Us+ a3 Ui+ a,_; U,
Multiplions les deux membres de la premiére de ces
formules par ¢ et retranchons-la de la seconde; nous

avons
Us—qUp 1= ayUn
ou
U,= (@y—+ q)bn- 1-
Ies termes de la sériec sont done les termes successifs
d’une progression géométrique de raison a,~+ ¢ et de
premicr terme U, par suite

(33) U, = (ay+q)~1U,.
La somme d’un nombre fini de termes sera

. = (a,-- gt
Sy UL e
I —(Ay+q)
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ety si ao + ¢ est inférieur a I'unité, cette somme, pour
n croissant indéfiniment, aura une limite

- U, a, Uy

Ta—(a+q) 1—(a0+q)'

La formule (33) conduit 4 cette remarque curicuse,
que, dans une série définie par

Up,=ayUp1+ agq Up—s+ ... + agq"2 Ui+ agq"1 Uy,
tous les termes sont égaux, sauf Uy, si @y + ¢ =1.

35. Supposons maintenant que @oy @y, ..oy Upy- ..
soient les termes successifs d’'une progression arithmé-
tique de raison r, de telle sorte que

a,=a,-+-nr.
La recherche du terme U, est alors un peu plus dif-
ficile. Nous avons
Up=aUp g+, Ups+ ...+ @y s U+ @y Uy,

Upg=aoUps+a U, 3+ ...+ a,o U,

Aux deux membres de’ cette derni¢re égalité, ajou-

tons
rSpe=rU, s+ rU,s+ ... +rU+rU,,

nous aurons
Upa+rSpe=aUys+ayU, 3+ ... +a, U+ ap U,.

Retranchons cette égalité membre & membre de la pre-
miére, cela nous donne
Up,—Upy—7rSpe=ayUpy
ou
U,=(ay+1)Up,_ 1+ rS,-s.
On aurait de méme

U,;_] = (tl0+ I)Uuuz—l— rSp_3.
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Retranchant la seconde de ces égalités de la premiere,
et remarquant que S, , —S, ;= U,_., nous avons

Up—Upy=(ay+1U, —(as+ 1)U, s+ rUs,
ou

(3“ Un:(ao - 2)Un—1"'(a0+1_") U,oa;

comme, dailleurs, on a U, et que Uy = «,U,, on re-
tombe sur le cas étudié au § V, et 'on sait, par suite,
calculer U,.

Représentant par la lettre « les termes de la série
fondamentale correspondante, on a, d’apres la for-
mule (22) (V, 12),

(3%) U,=a,Uyt,— (ay+—1—1r)Usup.

, . . S .
et on sait obtenir u, ct u,_, en fonction soit des ra-
cines, soit des coeflicients de I'équation

22— (g 2} = (@y-+-1— 1) =0

par V'unce des formules (6), (7) ou (8) (11I).

36. Supposons que

ay= —71,.

7, élant positif et plus petit que 1, et que

’-:'_:?

DAY

étant plus petit que 1 et plus grand que 7. Dans ce
cas, l'équation a ses deux racines réelles et inégales, car
B2— jAC =)+ {r=u>+4—3%,
qui est positif. Dailleurs, la somme des racines
Ay 2 =9 — 1
est cmnprisc cutre o et 2 leur produit
ay—t—r=3,{—rm

est compris entre o et 15 ces deux racines sont donc
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clles-mémes comprises entre o et 1. La série est, par
suite, convergente, ct elle a une somme donnée, d’apres

la formule (19) (VI, 18), par

ayUy—(ay+~1—r)U,  —(1—rU, [,

S = =
I —(@y+2)+—(ay+1—r) —r 11—

Il est trés remarquable que cette somme est indépen-
dante de la valeur de a,.

XV. — Séries définies par la formule
Up=aU, 1 +0U, s+ ... ~lUp_p-~m
et les valeurs des termes initiaux Uy, Uy, ..., U,
37. Traitons d’abord le cas ou tous les termes ini-
tiaux Uy, Uiy« v vy Uy sont nuls.
Posant % = U/,, nous avons

- . ' ) ) . .
U;z = (lU’,l_Vl +b Y,,’_,Q—r* e T lb;,,_,, - t.

1

Si Ton pose aussi U, —U,_, = V,_;,on a, en retran-

n—1
chant'une de I'autreles formules qui donnent les valeurs
de U, , et U, ]
Voci=aVu o+ 0V, 54 .. - [\yzr-p-i;
Q’ailleurs

Vo=o0, Vi=o0, ..., Vpe=0, V, 4=1:
donc, d’aprés la formule (24) (X, 25},
Vopor+= Voo = Vg =[a 2. . ap1]np),
Or
i tl,l = \Y,)_i - \’1, e e \’“_1;
par suite,
Uy =2 opt]n=r,

%y, %ay e e %p Glant les racines de 'équation

rp-—aqxP~l— .. - l=o0,
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La valeur de U, sera, par conséquent,

(36) Us=m[ayay ... ap1]n=p),

38. Nous pourrons faire la remarque suivante : pre-
nons la série définic par

U,=(a+1)U,_ +(b—a)U, 4+ (c—0b)U)_,+...
(U= ) Uy y— LUy,

v W . " _
Uy=o0, Uj=o0, ..., U, =0, U,=r,

dont I'équation résolvante a pour racines a,, %2, ..., o,
et 15 nous aurons, par la formule (22) (IX, 23),

. U, =[a12...2p1] 0y
par suite,
" .
Un. = [J,/v

39. Pour avoir la somme d’un certain nombre de
termes, nous écrirons

S, =Up+Upr1+...+ U,

3 -_—_mg[alz.z...cc,,l](")-&—[ulz.l.,.1,,1]‘”—&-...

7)<
7 +[:qotg...ot,,lj<"‘l’z

=m[agay...ap11]e-rl,

40. 1l ne nous reste plus qu’a faire voir comment lc
cas ou les valeurs initiales Uy, Uy, ..., U,_, sont quel-
conques se raméne au précédent. La transformation est
tout a fait analogue a celle que nous avons déja em-
ployée (XI, 27).

Représentant par la lettre « les termes de la série
fondamentale (pour laquelle wy=o0, w;=o, ...,
tp_y==0), NOUS poserons

r
U, —2 Uptp— PUptp-1=—- Otpi1 =V,

Ky %y .., B, au nombre de p, étant déterminé par le sys-
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téme d’équations

Vo= Uy—du,=o,
Vi=U—dupy—pup=o,
Vpor=Up_1— Atap_y —pltaps—...—Bup=o,
dont le déterminant se réduit auf, qui est différent de zéro.
Fcrivons
U,=aU, 1 +bU, s+...+1U, p+m,
Uprp= AUpsp_1 + OUnip o+...+ luy+ m,

B I I L IR I I I I A A R Y

Upy= aUp+bu,_ 1+...+ llpiqg_p+ m.

Multiplions la premiére de ces égalités par 1, la
deuxiéme par — ), ...,la derniére par — 0, et faisons la

sommes nous avons
Vi=aVu 1 +bVyot+... IV p+-m(1—i—...—0)

.\’/Y ‘/I
ou, en posant ey e— V,, et supposant
) A4+ 0
différent de 1,

Ve,=aV, +bV,_,+...4+V,_ ,+m,
et, comme
Vi=o0, Vi=o0, ..., V=0,
on voit que
V), = u,.
Par suite,
Ve=(G—h—p—...—0u,

et
(38) \ U,,:)\u,l_._p—!— WUn+p-g ...
{ 0 gy (1 —X —p—...—0) u,

41. Dans le cas ot p = 2, c’est-a-dire ou la formule de
récurrence se réduit a

U,=aU,_ -+ b6U,_s+c¢,
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on a
Us= ¢, uU3=(a--1)c;

par suite, 4 ct i sont donnés par

Uy— re=o,

Uj—2(a=+1)c— pe = o,

d’on
< U
A = —U,
4
Uy — (1)U,
o= e
' c
Done, dans ce cas,
Uy Uy—(a-+=1)U, U,  aUy)
Uy=—tppo-t-——————— Uy [ 1| — — + — ) Uny
¢ ¢ \ o c

formule qu’on peut transformer en remarquant que

Uppos == AUy — b Uy = ¢

on trouve alors

(3()) U/L - EI’-—— U“ Upsy == [l - EI -+ il ,b) UOJ U, L’o

* C C

Silonfait Uy=U,=c¢ =050 =a, la formule se ré-
duit &

(40) Up=a(2u,--1).

SUR UNE DEMONSTRATION NOUVELLE DU THEOREME
DE LAMBERT;
Par M. N. IOUKOVSKY,
Professeur & FEcole Polytechnique de Moscon.

1. Nous proposons ici une démonstration nouvelle du
théoreme de Lambert, fondée sur la formule de la varia-
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. ..
tion d’action
(1) ¢ feds = 305,05 (¢283,)— ¢ 85, c0s8( ¢, 3a,),

olt ¢y et ¢5 sonut les vitesses d'un point matériel & Pori-
gine et aJa fin de la trajectoire AB; 85, ct 85, sont les
déplacements AA” et BB des points A et B, quand la tra-
jectoire AB se change en une trajectoire infiniment voi-

sine A1

2. La formule (1), donmant la variation de Paction,
peut servir aussi a la détermination de la variation du
temps de mouvement des planétes, a cause du lemme sui-
vant :

Le temps dans lequel la planete, sollicitée par le So-
leil X'y parcourt Uarc elliptigue AB, est égal @ la frac-

. . . . » .
lton b lnulll,/)ltee par Uaction du mouvementde la pl(t—

néte sur le méme arc elliptique AB, le Soleil étant
transporté du foyer ¥ dans Uautre foyer I, de Uellipse.

u est le cofficient de Pautraction, et 2a est le grand
axe de Porbite elliptique.
Le temps t, daus lequel la planéte parcourt 'are AB,
est
"ds

t2) = | —>
el

L%

ou la vitesse v peut ¢tre définie comme une fonction
d’un rayon vecteur r par rapport au Soleil I :
/'A 2 s
ooy S0
r a
Mais, si le rayon vecteur de la planéte par rapport
au foyer I, est r,,

=

(3) © = -

U
)
a o
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d’ou

, VN
(.|) l—-\/p"/‘ " ds.

Le Soleil étant transporté dans le foyer Iy, la vitesse
de la planéte se change en

) w=y/Ey/ L

En y substituant cette valeur de ¢, dans la formule (4),
nous avons

(6) 0= fo,ds.

Le lemme est done démontré.

3. Revenons a la démonstration du théoréme de Lam-

bert:

Le temps dans lequel la planéte parcourt Uarc ellip-
tiqgue AB est une fonction seulement de la corde 2c¢ de
Uarc parcouru, de la somme 22 des rayons wvecteurs
des points A et B par rapport aw Soleil, et du grand
axe 2.a.

Les points A ct B élant pris pour les foyers, construi-
sons (fig. 1) sur la corde 2¢ deux ellipses confocales
dont les grands axes sont

CD =924,

EG =4a— 2.

La premiére de ces ellipses passera par le Soleil parce
que

(7) FA —%—-FB:ZQ,

ct la seconde passera par P'autre foyer I'y de Vorbite,
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l)fll‘(‘c (]llC, ecn sousu‘ayant la somme des dlqu l‘clalions

{ FIA +TFA = aa,
(8) X
2 FiB+FB=2a

de la formule (7), nous aurons

(9) FIA+~TF B=4a—2a.

Supposons que, a et c restant constants, le Soleil soit
transporté du point F dans un pointinfiniment voisin F/
de la méme cllipse CD, et cherchons la variation

Fig. 1.

du temps t de passage de la planéte du peint A au
point B. A cause du lemme établi, cette variation cst

égale a la fraction g multipliée par la variation de I'ac-
tion dans le mouvement de la plancte du point A jus-
qu’au point B, subie par la transposition du Soleil du
point I, dans un point infiniment voisin I, de la méme
ellipse EG.

Cela posé, nous avons, par la formule (1),

o n
(10 3t = P 0y35,c08(8520) — ¢y 30, c0s (37, 01)],
«a 2702 - ! “

ou ¢z, et 67, sontles déplacements des points A et B
dans le mouvement de translation du triangle AI*, B par
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“lequel le point 19 est amené au point 17y, ¢’est-i-dire
o3y, o3, Iy

Soient AU ct BH les tangentes de Porbite elliptique
aux points A ct B. A cause d’un théoréme de Géométrie,
la ligne 1, H est la bissectrice de 'angle ALY, B, cest-
a-dive elle est normale a lellipse EG 3 d’on

cos(gapey )= sin( ATIF),

cos (83500 )= «in(BHF).

Menons du point 17y deux perpendiculairves I/ K et
F,Lsurleslignes AH ¢t BH, et éerivouns, a cause du prin-
cipe des aires,

381 |“] I\ == (39 l“] 1.
d’autre part, on a
By R = 1 1 sin(ATF, )= T, H cos(33,0,),
Iy L=y Hsain (BHEF)) = 1, H cos(8a,050,
e, par suite,
©1COS(0T)01) = 13C08(0Ta1y ),
d’ou il vient. parla formule {10},

ot = o.

Ainsi, a, ¢, 2 restant constants, le temps ¢ ne change
pas, c¢'est-a-dire qu'il dépend sculement de ces varia-
bles, ce qu'il s’agissait d’établir.

4. Le¢ théoreme étant démontré, il est facile de ré-
duire la détermination du temps de mouvement de la
plancte a la détermination du temps dans le mouvement
rectiligne.

En y soustrayant les formules (8), nous recevons
FA —FB = F,R — F, A.

Cette équation montre que les foyers F et Iy de 1'or-
bite elliptique se trouvent sur la méme hyperbole con-
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focale aux ellipses CD et EG. Ainsi (fig. 2)a la position
donnée du Soleil I' et de la corde AB correspondent deux

Fig. 2.
N
| A A
e \\.\ \

/N

orbites elliptiques FI'y et FI7y. A la limite, pour ¢ = o0’
les points Iy ct T, s’éloigneront a infini, et les ellipses
se changeroni en des paraboles, ayant les axes paralléles
aux asymptotes de 'hyperbole.

Par le théoréme de Lambert, nous pouvons transporter
le Soleil du point I dans un point D de Dellipse CD, en
y conservant le temps ¢.

Cela posé, les branches de 'hyperbole dotvent se con-
fondre avee les lignes droites Ba’ et Ax, ct les orbites
elliptiques I'l, et FI7y avee Ta ligne droite DE, parce
que

DE=2a— 2+ a=2a.

LLe temps ¢ peut étre déterminé par la formule (4), en
ps i I} 4

Vv posant
ds == dr.
ct en prcuant

11)

~
Il
—
SR
%
I
ka}
\
~
Q
|
~
,
3
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pour 'are AMB, et

- a—c A+C
'(lz)ts\/—qf ‘/ ! (lz-+\/i;f ‘/—;(lr
wJ, 2a—r TN 20 —r

pour 'arc ANB.

De ces formules nous tirons, en intégrant la formule de
Lambert,

3

a? a—a—c . a—a—c
o= —— arc c0S————— — sin arc cos—————
(13) ¢ \/H “ “

a—o—+c . a—a-+=c\
= (arc c0§———— — sinarc cos————— | |-

\ a a Y,

Dans le cas ot Porbite est parabolique,

. a r r
lim - —_— = —>
- 20 —7r 214

et les égalités (11) ct (12) donnent la formule d’Eunler

) t= f"-hu-uﬁx(hcﬂ

Le signe (—) doit étre pris dans ces formules, si le
Soleil est en dchors du contour formé par l'arc et la
corde AB, ct le signe (+) s’il est & U'intérieur de ce
contour.

5. La méme méthode de raisonnement peut &tre em-
ployée pour ladétermination du temps dans le mouvement
hyperbolique ; seulement, en y transposant le Soleil dans
l¢ lemme du n° 2, il faudra changer sa force attractive
en répulsive.
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SUR LES LIGNES DE COURBURE DU PARABOLOIDE EQUILATERE ;
Par M. P. BARBARIN.

I. Les lignes de courbure du paraboloide hyperbo-
lique équilatére jouissent d’une propriété remarquable.
Elles sont aussi sur cette surface le lieu des points pour
lesquels la somme ou la différence des distances aux deux
génératrices principales est constante.

Soient, en effet, ox, oy ces deux génératrices, qui
sont rectangulaires, oz I'axe de la surface, perpendicu-

Fig. 1.

laires a ces droites. Le paraboloide est complétement dé-
terminé par le quadrilatére gauche o PQR.

Soient M, M’ deux points voisins d’une ligne de cour-
bure; Mp, Mg, M'p’, M'q’ sont les génératrices passant
en ces points; elles forment aussi un quadrilatére gauche
MNM'N'. Les normales a la surface en M et M’ se cou-
pent au centre de courbure C,. C,M est un des rayons
principaux de courbure au point M. On a facilement
(1) MN &+ MN =MN +MN .

Ann. de Mathémat., 3¢série, t. 1. (Février 1884.) 7
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En appelant ¢ un infiniment petit par rapport 4 MN,

on peut poser
M'N' = MN +¢

et aussi
M'N = MN'+-¢',

d’on

2MN = M'N' = 2 MN' < M'N = (¢2— ¢?).
On peut négliger devant le produit 2 MN'>< M’N la diffé-
rence €'2— €2 qui est un infiniment petit d’un ordre bien

supérieur; et I'on a simplement
(2) 2MN < M'N'= 2 MN'>< M'N.
En associant cette relation avec (1), on en déduit

MN -- M'N'= M'N 5~ M\’

et
MN — M'N' = M'N — MN/,

d’on
MN == M'N, M'N'= MN/
mais, en désignant par 7, et v/ de nouveaux infiniment
b to} i ]
petits par rapport aux lignes de la figure, on a

MN —Mp = M'p' -+,
Mg = MN - Mg -1/,

d’ou, en ajoutant membre a membre,
Mp--Mg = MNp -+ Mg -~ (1 -=1").

7, 4 1/ est au moins un infiniment petit du second ordre :
il disparait donc devant les autres quantités qui sont
finies, et 'on a rigoureusement

Mp=-Mqg = Mp'-- Mg = const.
On démontrerait par un calcul analogue que
Ng'— Np =Ng — N'p'= const.;

donc les deux séries de lignes de courbure de Ia surface
sont aussi les deux séries de lignes en tous les points’
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desquelles 1a somme ou la différence des distances aux
génératrices principales est constante.
En un point déterminé M passent deux lignes : 'une,
pour laquelle
Mp -+~ Mg = const.,
a pour tangente la limite de MM’; I’autre, pour laquelle
Mg — Mp = const.,

a pour tangente la limite de NN’; la figure montre que
ces deux tangentes sont rectangulaires, comme on devait
s'y attendre, et il résulte des égalités MN = M'N et
M'N'= MN’ qu’elles sont bisscctrices des angles de Mp
et M q.

IT. On peut trés aisément vérifier ces propriétés par
le calcul. Soit, en effet,
”

8

-
-

8

I'équation du paraboloide. Le lieu des points M pour
lesquels on a
Mp == Mgq = const.

’ . ., .
sc détermine par l equatlon

(3) Vyt+ stk yYarst=c,
d’ou 'on tire
(4) ¥ \/ﬁ't;érazir\/y’—e—az’::(w.

Différentions cette derniére, en groupant convenable-
ment les termes, nous pourrons I’écrire

2+ atdy= 1~ adr)| 1= ___i___]_—_o,
(v =) ¢ [ N

en entendant que les signes supérieurs soient toujours
pris simultanément, ainsi que les inféricurs. Aucune va-
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leur réelle de x ou de y n’annule le facteur entre paren-
théses ; on doit donc avoir

(5) Vot~ ardy +=\/y: = ardr = o,

ce qui est précisément I’équation des lignes de courbure.
L’équation (4) représente les projections sur le plan

xoy des deux lignes qui répondent a une méme valeur

de la constante arbitraire c. Ces deux projections sont
réunies dans ’équation entiére

| 4c2xtyt+a(wr +y +c¢)
X(rx+y—c)x—y—+c)(—x-+y+c)=o,

(6)

facile & discuter par la méthode des régions. La courbe
p g

qu’elle représente a deux axes, les bissectrices des angles

de ox avec oy, quatre asymptotes,

—cEtycrt+a?
-
«

deux & deux symétriques et deux a deux rectangulaires.
Enfin elle se compose de quatre branches égales deux a
deux, tangentes entre elles et aux axes ox, oy en des
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points qui sont les sommets du carré de centre o et de
rayon c.

Les deux branches comprises dans ’angle xoy et son
opposé répondent au signe -+ dans le premier membre
del'équation (4); les deux autres branches, au signe —.

En un point m(x,,y,) du plan xoy, il passe deux
courbes caractérisées par I’équation (4) : I'une répond a
la valeur

/ > I
_yiVxi+at+ o \Vyi+a?
a

C1

de la constante, I'autre a la valeur

_.71“-”%‘*‘“2—-@1\/.7?‘*““2.
2— 3

a

C

nous désignerons ces courbes par ¢, et c,.

II. Je vais faire connaitre une construction simple
des tangentes au point m a ces deux courbes. En effet,
on a

dyy . \yit+a,
dry 7\/1‘f+a2’

il suflit de prolonger mp de pp, = a et mq de g9, = a,

Fig. 3.
/,—“"“\Pt
s AN
e N
/ . \
/ st \
] A \
] ;o i
1 / ! J
2N Ao p 7/t =
e i/
- )
x|
U X St~ st
SNap
RSN
s
Y

en rabattant og, suivant os sur oy et op, suivant ot, et
ot, de part et d’autre sur ox; st, est la direction de la
tangente en m a la courbe ¢,, st, est la direction de la
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tangente en m a la courbe c,. 1l en résulte un moyen
de construire sur le paraboloide les tangentes aux lignes
de courbure qui passent en un point donné M de cette
surface, car leurs projections sur le plan xoy sont pré-
cisément les tangentes en m a ¢, et c,.

On a vu, du reste, plus haut, que les tangentes au
point M sont les bissectrices des angles des génératrices
Mp, Mg de ce point; ou encore, si l'on veut, les axes de
I'indicatrice, asymptote précisément a ces deux généra-
trices.

Les deux modes de construction peuvent donc servir
de vérification 'un a Pautre. Le second, théoriquement
plus simple, exige néanmoins le rabattement du plan
Mpg sur xoy, puis son relévement; et le premier peut
quelquefois présenter plus d’avantages.

IV. Par exemple, on peut 'appliquer directement a

Fig. 4.

FA—

o

la construction des rayons de courbure principaux au
point M, et par suite de 'indicatrice en ce point.
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En effet, les projectious des normales MC, et M'C, en
deux points infiniment voisins d’une ligne de eourbure
se font sur le plan xoy suivant les droites me, m'c,
respectivement perpendiculaires 4 pg, p'¢/, et dont l'in-
tersection c, est la projection du centre de courbure C,
qu’on se propose de déterminer.

Soient x,, ¥, les coordonnées du point m, x+ dx,,
y1~+ dy, celles de m'. Les équations de me,, m'c, sont

Y=r1 _ aﬁ, ¥ —y1—dyy _ zy+dzy
x—xy  y1 w—xy—dry  yi+dy,’

on en tire, quantités du second ordre omises,

y—2y1 _ dr

X — 2 d‘}’x

Cette équation montre que, si Fon prolonge om d'une
quantité égale mg, gc, est paralléle i la normale menée
au point m sur la projection de la deuxiéme ligne de

courbure en M.
Fig. 5.

J

- ~
7 €3% \A!?,
P N, AN

Soient domc sty, sty les dircctions des tangentes aux
courbes ¢y, ¢, du point m; je tire mc, perpendiculaire a
P9, je prolonge om d’une quantité égale mg, enfin je
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méne gc, perpendiculaire & sty et gc, perpendiculaire a
sty ces lignes coupent mc, en ¢, et c,.

¢, est laprojection du centre principal de courbure C,
répondant a la premiére série de lignes de courbure au
point M.

¢, est la projection du second centre de courbure prin-
cipal C,.

Les lignes de rappel menées en ¢y, ¢, au plan des x, y
fixent la position des points C,, C; sur la normale en
M au paraboloide.

Enfin, MA, MB étant bissectrices des angles formés

Fig. 6.

————

M
'
1
]
B

par les génératrices Mp, Mg, du point M, je prends sur
la premiére

MA = MA'= K/MC,,
sur la seconde

MB = MB'= Ky MC,;

I'indicatrice compléte se compose des deux hyperboles

ayant Mp, Mg pour asymptotes et leurs sommets en
AA’, BB.

NOTE DE TRIGONOMETRIE ELEMENTAIRE :
Par M. N. GOFFART.

Dans les Proceedings de la Société philosophique de
Cambridge, M. Glaisher énonce et vérifie quelques for-



(105)
mules de Trigonométrie élémentaire auxquelles il est
parvenu, dit-il, par I'intermédiaire des fonctions ellipti-
ques.
Il est aisé d’en donner des démonstrations fort simples.
Posous, avec M. Glaisher,

(@ =3—a+b+c+d),

) b= +a—b+c+d),

(1) o
,c=~._;(—t—a—|—b—c+d),
d=%(+a+b+c—d),
et
(d'=Y(a+brcrd)=+iad+b+c+d)
(2) sb”:%(a—;—b—c—d):—%(a’_f_b’._c'__d'),

( d=%a—brc—d)=—Ha —b+c—d),
d=}a—b—c+d)y=—3(a—b—c+d).

I. Considérons en premier lieu les sommes

[cos(a—b)+ cos(c — d)] = |cos(a + b) + cos(c + d)],
[cos(a@ — b) — cos(c—d)] Z=[cos(a + b)—cos(c + d)].

1> On peut écrire
v =cos(a—b)—+cos(c —d)+cos(a+b)+ cos(c+d)
sous 'une des deux formes

v =[cos(a — b)+ cos(a—+ b)] +[cos(c —d)—+ cos(c+ d)]
= 2(cosa cosb + cosc cosd),

v =[cos(a—b)-+ cos(c+ d)]=-[cos(c — d) + cos(a—+ b)]
= 2(cosa’ cosb'+ cosc' cosd');

d’ou
(2) cosacosb - cosccosd = cosa cosd’ + cosc’ cosd’.
2° La formule

@ = cos(a—b)+ cos(c —d)—cos(a+b)—cos(c+d)
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peut s’écrire aussi des deux maniéres
u=/[cos(a—b)— cos(a—+b)|+[cos(c —d)—cos(c+d)]
= 2[sina sinb + sinc sind}, ‘
u=[cos(a— b) — cos(c+ d)] -+ [cos(c — d) — cos(a -+ b)]
= 2[sina’sind’' = sinc'sind’},
d’ou

(%) sinasinb - sincsind = sina’sind’+sinc'sind'.

;
Il'y a évidemment trois formules analogues a () ct a
(8), et, enles ajoutant, on peut les écrire symbolique-

ment

1)

S(sinasind) = Z(sina'sind’),

E(cosacosb) = Z(cosa’ cosd’).

3» La formule
v'=cos(a—b)—cos(c—d)-+-cos(a-+b)—cos(c+d)
s’écrit des deux maniéres
v'=[cos(a--b)--cos(a-+ b)] —[cos(c—d)--cos(c-d)|

= 2(cosa cosb — cosc cosd);

’

v'={[cos(a—b)— cos(c+d)] —|cos(c-—-d)— cos(a -+ b)|
= 2(— sina’' sind’'+ sinc’ sind’);

d’on
(a') cosacosb — cosccosd =—sina’sind' 4+ sinc’sind’.
4° La formule
u' = cos(a—b)—cos(c —d)—cos(a-+b)+cos(c+d)
s'écrit

W =[cos(a—b)--cos(a-+b)] —{cos(c—d)— cos(c -+ d)]
= 2(sinasind — sinc sind),

= [cos(a—b) + cos(c -+ d)]—[cos(c —d) 4+ cos(a + b)|
= 2(cosa’ cosb’— cosc’ cosd’);
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d’ou

(&) sinasind —sincsind = cosa’ cosb'— cosc’ cosd’.

II. Considérons en second lieu les sommes

W = cos(a — b)cos(¢c— d) - cos(a -+ b)cos(c + d),
W' = cos(a —b)cos(c+d) - cos(a-+ b)cos(c—d).
1° On peut écrire

cos(a—b) —cos(a—+b

W — ( ) (a+0) )
cos(c+d) cos(c —d)

Or ce déterminant peut s’écrire de deux maniéres diffé-
rentes en remplacant, d’une part, les colonnes par la
somme ct la différence des colonnes, et, d’autre part, les
lignes par la somme et la différence des lignes, ce qui
donne

, sinasinb — cosacosb |
W= |
cosccosd sinasind |
= cosa cosb cosccosd <+ sinasinb sinc sind,
Ly cosa’cosb’ <inc'sind’
K] == . PR
—sind’ sind’  cosc' cosd’
= cosa’ cosb’' cosc’ cosd —+ sina’ sinb'sin¢’sind';
d’ou
(A) cosa cosb cosc cosd + sina sinb sincsind
= cosa’ cos b’ cosc’ cosd'+ sina’sinb’sinc’ cosd'.
2° La deuxiéme formule s’écrit de méme
Wi e cos(a—b) — cos(a-i-b)
cos(c—-d) cos(cd)
et donne
sinasinb —cosacosb
Iw =
cosccosd —sinc sind

= cosa cosb cosc cosd — sina sinb sinc sind,

cosc” cosd” sina’sinb"

sinc¢” sind” cosa’cosb”
" " 4 L4 s " M N . " 2 dl/.
= cosa’ cosb” cos¢” cosd”— sina’ sind” sinc” sind”;
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d’on

,. | cosacosb cosccosd—sinasinbsincsind
(4) = cosa” cosb” cosc’ cosd” — sina” sind” sinc" sind”.

Si I'on introduit au moyen des relations (2) dans
(A') les &, ¥, c, d’' aulieu des a, b, ¢, d, en remarquant
qu’il en résulte un changement de signe pour sind’,
sinc’, sind”, il viendra

cosa’ cosbd’ cosc’ cosd’'— sina’sinbd’sinc’ sind’

(A")

= cosa’ cosb” cosc" cosd” + sina” sind” sinc” sind".
Nous pouvons écrire symboliquement ces trois formules

(A) I(cosa) + M(sina) = M(cosa’) + M (sina’),
(A) II(cosa) — M(sina) = M(cosa”) — (sina"),
(A") I(cosa’')— N (sina') = lI(cosa”) + M (sina").

III. Formons maintenant les sommes
(A)—= (A')—(A") et (A)--(A')—(A"),
il viendra, aprés réduction et transposition,

(B) l(sina) =— I(sina’) — H(sina’),
(C) I(cosa) =+ M(cosa’)— II(sina"),

qui se développent ainsi

(B) sina sind sine sind
=sina'sind'sinc’ sind’ + sina” sind” sinc”sind”",

L. | cosacosbcosccosd

()

| =cosa cosb' cosc’ cosd’ — sina” sind" sinc” sind”.

IV. Reprenons les formules («) et (8); élevons-les
au carré et retranchons-les, en observant que

cos?@ cos?h =1 —sin?a — sin?b + sin%a sin2b.
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Il viendra, en réduisant a I'aide de (B) et (C),

sin?a + sin2b - sin2¢ + sin?d

D
(D) = sin%a’'+4-sin%b’+-sin2c¢'+sin?d'—4 sina” sind” sinc¢” sind”
ou
(D) Z(sin2a) = X(sin2a’) — 4 (sina").

De méme, ajoutant (a) et ('), préalablement élevées an
carré, il vient
2[M(cosz) — M (sina)]

= 2(cos2a’ cos2f'+ cos2¢’ cos2d’)
—(cos2a cos?b -+ cos2c cos?d + sin2asin?b +sinZesin?d).

Faisant de méme pour (o) et (3), on a

2[M(cosa) — M(sina)]
= — 2(sin2a’ sin% '+ sin2¢’ sin2d’)
~+ (cos2acos?b —+ cos?ccos?d +sin2a sin2b —+sinZesin?d);
puis, additionnant, il vient, en tenant compte de
cos?xy = 1 — sin2x,

(E) M(cosa)—T(sina) = 1 — §(sin? @'+ sin2d'-+-sin? ¢'+-sin? &)

ou
{ cosacosb cosccosd —sinasinbsincsind

(E) 2

=1— %(sin?a’ + sin?d’ =+ sin?¢’ + sin2d'.

BIBLIOGRAPHIE.

ErtmenTs DE MECAN1QUE, avecde nombreux exercices ;
par F. 1. C. Grand in-18, avec figures dans le texte.
Paris, Poussielgue fréres; 1881.

Prosrimes e Mécanique; par F. 1. C. Un vol. grand
in-18, avec figures dans le texte. Paris, Poussielgue

fréres; 1883.
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Les Lléments de Mécanique renferment deux séries de
questions proposées aux éléves : des Exercices placés a la suite
de chaque Chapitre, et un recueil de Problémes qui terminent
le Livre.

Les exercices présentent les développements de la théorie ex-
posée dans le cours, ou des questions intéressantes qui auraient
par trop surchargé le Livre de I'éléve. Il est bon de les proposer
aux ¢léves intelligents et chercheurs pour lesquels le travail
courant de la classe ne peut suffire.

La plupart des problémes ont été donnés aux examens. Quel-
ques-uns ne sont que des applications numériques des for-
mules; ils ont pour objet de familiariser les éléves avec ces
formules, de leur en faire saisir I'utilité pratique et de les ha-
bituer au calcul des effets mécaniques.

Beaucoup de questions donnent lieu & d’excellents exercices
d’Algébre et de Trigonométrie; elles remplaceraient avantageu-
sement les calculs abstraits, qui, en général, offrent peu d’inté-
rét aux ¢léves.

Les questions de Dynamique ont été multipliées a dessein :
de nombreux problémes sur les masses, les accélérations don-
nent aux éléves des idées justes sur les forces et sur leurs
effets.

Les Problémes de Mécanique donnent les solutions de tous
les problémes proposés dans le livre des Eléments; ils en ren-
ferment en outre quelques autres qui paraissent devoir inté-
resser le lecteur, tant par leur nouveaut¢ que par leur origi-
nalité. Un trés grand nombre des exercices de Cinématique et
de Dynamique y sont résolus; tous les exercices des résistances
passives sont étudiés dans les questions de frottement. Un
tableau de correspondance placé en téte du Volume facilite les
recherches.

La Mécanique prend une place de plus en plus large dans les
¢tudes: les progrés de Venseignement technique I’étendent en-
corc; de nombreux traités e¢n exposent les principes, mais il
manquait un recueil de problémes de Méeanique élémentaire:
c'est cette lacune que les auteurs ont essayé de combler.

ARPENTAGE, LEVE DES PLANS ET NIVELLEMENT; par
F. I C.Grand in-18, avec figures dans le texte; 2° £dit.
Paris, Poussiclgue fréres; 1881,
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La deuxiéme édition de cet Ouvrage comprend trois Traités :
I'Arpentage, le Levé des plans et le Nivellement.

L’auteur a suivi le programme des conducteurs des ponts et
chaussées, mais en écartant les questions trop spéciales, telles
que les formules pour le mouvement des terres, Vemploi des
matériaux et I'exécution des ceuvres d’art.

Les instruments ont été dessinés d’aprés nature, et l'auteur
a indiqué avec soin la maniére de les vérifier et de les em-
ployer.

Les exemples donnés, loin d’étre imaginés pour les besoins
de la rédaction, se sont réellement présentés dans V'exécution
des travaux.

L’Ouvrage actuel est donc réellement un ouvrage de prati-
cien; il est rempli de renseignements et contraste avec le vide
de bon nombre d’ouvrages similaires.

RécréaTions marnémaTiQues; par M. Fdouard Lucas.

Deux vol. petitin-8°, caractéres elzévirs, titres en deux

couleurs, avee figures davs le texte. Prix : 15™ sur vé-

lin, 24% sur hollande. Paris, Gauthier-Villars; 1883.

Tome I : Les traversées. — Les ponts. — Les labyrinthes.
-— Les reines. — Le solitaire. -—— La numération. — Le¢ bague-
naudier. — Le taquin.

Tome II : Qui perd gagne. — Les dominos. — Les marelles.
— Le parquet. — Le casse-téte. — Les jeux de demoiselles. —
Le jeu icosien d’Hamilton.

PUBLICATIONS RECENTES.

Frésments ne GEoMETRIE, comprenant fes notions sur
les courbes usuclles et de nombreux exercices; par /7.
1. C. Grand in-18, avee figures dans le texte; 4¢ édit.
Paris. Poussiclgue fréres; (881.

CLEMENTS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE, avec 400 excr-
cices; par I7. 1. C. Grand in-18, avece figures daus le
texte ; 2° édition. Paris, Poussielgue fréres; 188a.

InTropUCTION A LA THEORIE DE LENERGIE; par M. r
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Jouffret, chef d’escadrons d’artillerie. Petit in-8, avec
figures dans le texte. Prix : 3", 50. Paris, Gauthier-Vil-
lars; 1883.

Cours p’Anaryse pE L’Ecore PoLvTecaniQuE; par
M. C. Jordan, membre de I'Institut. Tome II, com-
prenant les Intégrales définies et indéfinies. In-8, avec
figures dans le texte. Prix : 12 fr. Paris, Gauthier-Vil-
lars; 1883.

Cours pr GEOMETRIE ELEMENTAIRE, 4 'usage des éléves
de Mathématiques élémentaires, avec des compléments
destinés aux éléves de Mathématiques spéciales; par
M. Ch. Facquant, inspecteur général de I'Instruction
publique. I Partie, Géomeétrie plane, avec 370 figures
dans le texte. In-8. Paris, G. Masson; 1884.

Annvare voun L'an 1884, publié par le Bureau des
Longitudes, contenant les Notices suivantes : Sur les
grands fléaux de la nature : famines, inondations et
déluges, wvolcans, tremblements de terre, tempetes,
trombes et tornados, par M. Faye, membre del'Institut;
Mission en Océanie pour l'observation de l’éclipse to-
tale de Soleil du 6 mai 1883, par M. Janssen, membre
de I'Institut. In-18, de 910 pages, avec figures dans le
texte et planche photoglyptique de I’éclipse totale de
Soleil. Prix : 17, 50. Paris, Gauthier-Villars; 1884.

ERRATUM AUX TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON.

Introduction, page xiv, colonne des logarithmes [$]., ligne 8,
au lieu de
1,29309862,
lises - -

;,2930 9862.

Cette faute a été signalée par M. Colomb.
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SUR L’APPROXIMATION DES RACINES DES EQUATIONS
ALGEBRIQUES ;
Par M. LAGUERRE.

1. Etant donnée une équation algébrique 4 coefficients
réels
f('T) =0,
désignons par & un nombre réel arbitraire, et posons
J(x) = (x—X)F(x) = F ().
F(x) est un polynome entier, et I'on voit que I'équation

f(x) = o peut se mettre sous la forme

(I) .’I‘:)\——f()\)

Supposons que nous fassions varier x dans Pintervalle
compris entre deux nombres 2 et 3, le polynome I'(x)
prendra toutes les valeurs possibles comprises entre deux
nombres M et N, en sorte que le second membre de I’éga-
lité (1) variera dans un intervalle déterminé AB; cet in-
tervalle renfermant I'infini, si M et N sont de signes con-
traires.

Si les intervalles a3 et MN n’ont aucune partic com-
mune, il est clair que I'équation (1) n’a aucune racine
comprise entre les nombres o et 5 si U'intervalle af est
entierement compris dans l'intervalle MN, nous ne
pourrons tirer aucune conclusion; mais, s’ils ont seule-
ment une partic commune, les racines de I’équation qui
sont comprises entre « et 3 seront nécessairement com-
prises dans cette partie commune et, par conséquent,
resserrées dans des limites plus étroites.

Ann.de Mathématr., 3¢ série, t. 11, (Mars 1884.) 8
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Cette remarque trés simple peut souvent étre utile
pour la séparation et pour ’approximation des racines;
cn voici une application.

2. Soit
f(2)=ayx"+ a1z 1 +. ..+ AQp T + ay,
ou nous supposons a, positif; on a, comme on le sait,

F(z)= fozrt+ f12"2+ ...+ fpo® + fon,
ou
Jo=ao, Jf1=/Joh+ ay,
So=Lfik+as, ..., fra=frah-+ any.

Choisissons le nombre positif A, de telle sorte que tous
les nombres fo, fi, ..., fa_: solent également positifs;
on voit que I'(x) sera non seulement positif, mais en-
core croissant pour toute valeur positive de x.

Cela posé, je distinguerai deux cas suivant que f(2.)
est négative ou positive.

3. Premier cas : f())< o. — L’équation a néces-
sairement une racine supérieure a A; je dis qu’elle a une
seule racine positive. Faisons croitre en effet x depuis
zéro jusqu’a -+ oo : le premicr membre de I'égalité (1) va
constamment en croissant, le second membre va con-
stamment en décroissant, puisque f(1) est <o, et que
la valeur positivede I'(x) va constamment en croissant ;
les deux membres ne peuvent donc étre égaux que pour
une seule valeur de x.

Soit « un nombre positif quelconque, tel que 'on ait
f(a) < o; silon fait varier x depuis o jusqu’a + < , on
voit que le second membre de I'égalité (1) varie de X a

A — l{(( ; 11 en résulte que la racine positive de I'équa-
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tion donnée est inférieure a

s S _ (=),
F(2) F(a)’
. ' . J()
cette racine est donc comprise entre « et a4 — = .
F(a)
En particulier, si I'on fait & =, on voit que le nom-

)

bre ‘A——ff() ) est une limite supérieure des racines de

I’équation.

4. Soit maintenant « un nombre positif, tel que on
ait f(a) > o3 si l'on fait varier x depuis « jusqu’a + oo
on voit que le second membre de P’égalité (1) varie d<, A a

5 3 L)

A Fz)’ et il en résulte, comme précédemment, que
la racine est inférieure a

N CS B C7)
F(a) F(z)’

valeur plus approchée que la précédente, puisque f(2)
est positif.

5. Deuxiéme cas: f().) > o ('). — Soit o un nombre
positif, tel que 'on ait (=) <C o, auquel cas il y a cer-
tainement une racine qui est plus grande que o.

Si I’on fait varier x depuis = jusqu’a + o , on voit que
le second membre de I'égalité (1) varie de % a

S ACID

) T Ay

F(a) ()
cette derni¢re quantité est plus grande que o, mais plus
petite que }; il en résulte que toutes les racines de

(") Clest le cas le plus général, et I'on peut toujours déterminer un
nombre positif A satisfaisant & cette inégalité; on devra le choisir le
plus petit possible.
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Péquation qui sont plus grandes que o sont comprises

S(a)
F(@‘“t .

Ainsi la formule

() pma— L0 M0 —2/0)
(=) F(a)  fla)—f(»)

donne une valeur de la racine immédiatement supéricure
a a, valeur plus approchée que a et comme celle-ci infé-
ricure a la racine.

En prenant pour point de départ 3, on obtiendrait
ainsi une suite de valeurs croissantes et approchant in-

entre o —

définiment de la racine cherchée.

6. Soit o un nombre positif, tel que I'on ait f(«) > o.
Si lon fait varier x depuis zéro jusqu’a «, le second

membre de I'égalité (1) varie de 2 — {((2;3 a
e LD S(2),

F(a)  *7 F(a)

cette dernicre quantité est plus petite que «, mais plus
S
k(o)
Donc toutes les racines positives de 1'équation qui

grande que 1 —

sont inférieures a « sont comprises (s'il en existe) entre
)N )
A T g — L),
F(o) F(ax)
Ainsi la formule (2) donne une valeur de la racine
immédiatement inférieure a «, valeur plus approchée que

a et, comme celle-ci, supérieure a la racine.

7. D’ou la proposition suivante :

Etant pris le nombre positif arbitraire «,, formons la
suite des nombres 29, 2%, 22, ..., d’apres la loi de récur-
rence suivante :
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si f(ag) est <o, la suite des nombres ag, oy, oz, ...
converge vers la valeur de la racine qui est immédiate-
ment supérieure a o,.

Si f(ap) est > o ctsi 'équation a une ou plusieurs
racines positives inférieures a «,, la méme suite converge
vers la valeur de la racine immédiatement inférieure
a a,.

Si, dans le méme cas, I’équation n’a pas de racine po-
sitive inférieure & oy, un des termes de la suite est né-
galif.

% désigne ici un nombre positif quelconque rendant
positives toutes les fonctions

_/0) ‘/‘17 ) fll’l? /()‘)
8. La proposition contenue dans le n° 6 s’applique
évidemment au cas ou o = A; on voit ainsi que

e
ey

est une limite supérieure des racines de ’équation.

En comparant ce résultat avec celui que j’ai obtenu
plus haut (n°3), on peut énoncer la proposition sui-
vante :

Si % est un nombre positif qui rend positives toutes
les fonctions

.fﬂa fl; f?y ey fn—i!

le nombre

% — L
)

est une limite supérieure des racines de I’équation.

La méthode qui résulte de ce théoréme est d’une
application pllis facile que celle de Newton et donne
souvent une limite plus rapprochée; je ferai remarquer
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]
S0

toutefois que si le nombre % était négatif, on de-
vrait le remplacer par zéro.

La méthode de Newton est donc toujours plus avan-
tagcuse toutes les fois qu’elle conduit 4 une limite né-

gative.

SUR UNE QUESTION DE PROBABILITE;

Par M. EmiLe LEMOINE,
Ancicn éléve de I'Ecole Polytechnique.

Soituntriangle ABC; par un point O, pris au hasard
& Uintérieur de ABC, on méne une paralléle a

BC qui coupe AC en A et AB en Ay,
CA » BA en B, et BGC en B,
AB » CB en C, et CA en C,.

Quelle est la probabilité que I’on puisse former :
1° Un triangle;
2° Un triangle acutangle, avec les trois droites

OA., OB,, OC;.

Désignons OC; par &, OA, par 7, OB, par {.
Pour que I'on puisse former un triangle avec ces trois
droites, il faut que 'on ait

x ,
§<Tl"""§v
. r o
'1<;"_Z.7
<+ 5

désignons par x ety les coordonnées de O, CB étant pris
pour axe des &, CA pour axe des y, il est facile de voir



b
que l’on a

ove
|

n=a,
ab—bxr —av
a

[ =

Si I'on considére : 1°le lieu des points pour lesquels
on a

E =7+ Z:,
on trouve la droite
cy ab—bx—ay
—_— + —— ;
b a

2° le lieu des points pour lesquels on a

. n= 2 + &
on trouve la droite

o= 4 ab—ba)—a_y;

b a
3° le lieu des points pour lesquels on a

. {= E -+,
on trouve la droite

ab—bxr—ay e &Y.

a Z)’
ou
z
(0 5t TR =h
b—a c+b
. 4 Y
) ab T T Tl
a-+b b—c
z Y T
(3) 5 T T =h
a+b b+c¢

(2) et (3) se coupent sur CB en A’y ct 'on a

. _ab g .
Cl\—a+b7 :xB_a—*—b’
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(1) et (3) se coupent sur CA en ¥, et I'on a
B’ b2 be

Sexe PATT

(1) et (2)se coupent sur AB en €', et 'on a

ac c?
, CA=

a—- ¢ a-ic¢

BC =

Remarquons e¢n passant que les trois droites AA’, BB,

CC' se coupent en un méme point O dont les coordonnées
sont

abe
=
ab —+— cb + ac
ab?
Y =

ab +cb 4+ ac’

pour ce point O/ on a

uvy

e — ¥
=1n=17:

¢’est le point étudié par M. Jérabck (voir Mathesis,
1°°année, p. 1g1).
Les wrois lieux dérivés des égalités

»

[ o —F 7 Y o - 4
TG =g (=g

forment donce par leurs intersections le triangle A'B'C/
inscrit dans ABC et, comme chacun d’cux, =1+ §
par exemple, sépare ies points du plan pour lesquelson a

E>n+1
de ceux pour lesquels on a

< g
SN TS

il est evident que, pour tous les points intéricurs au
wiangle A'B'CY, on a

Y
;<3
Lo r y
< 3 S
[ r
[ i e
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c’est-a-dire que pour ces points on peut former un
triangle avec §,7,, et la probabilité cherchée scra

aire A'B'C/
aire ABC
ou
S—CA'B—BA'C’—AB'C |
S b
mais
| c?
ABC =S — —
S(c~1—b)(c—e—a)’
a2
B ! ’: S S —
AG=S8 (a+c)(a+rb)’
CA'B=S$ b

(a+b)(c—+ b);
donc la probabilité est
2 abce
b+c)a+c)a+b)

Si Pon s’était proposé de trouver la probabilité pour
que I'on puisse former un triangle avec OB,, OC,, OA,,
on aurait trouvé le méme résultat et ’on aurait eu a con-
sidérer un triangle A, B, C, inscrit dans ABC et tel que
les droites AA,,BB,,CC, se coupent au second point étu-
dié par M. Jérabek (voir loc. cit.).

Voici une auatre solution de la méme question.

I1 est facile d’établir que, pour tout point du triangle
ABC, on a entre les droites &,7,% la relation

(1) ab% 4+ ber + acf = abe.

Cela posé, considéronstrois axes rectangulaires O 5, On,
OY; le plan dont I’équation est représentée par (1) cou-
pera Of en Ay, O7 en By, O en Cy, et Pon aura

OAs=c, OCy=0b, OBy=a.

Les trois plans

|
1

g S Ny

([
~ N
<
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se couperont deux a deux en A’ sur B,C,, B, sur A, C,,

C sur A,B., tels que
OA'| est la bissectrice de C,OB,,
OB » A,00C,,
0C) » B,OA,,

ct, pour tous les points situés a I'intérieur de A, B, C|, on
aura

Or, comme & un point de 'intérieur du triangle donné
ABC donuant les droites §,7, % correspond un seul point
de I'intérieur de A, B,C, ayant pour coordonnées &,7,{
et réciproquement, la probabilité cherchée sera évidem-
ment

aire A} B C

aire A, B, Gy
il est inutile de développer les calculs.

RemarQue. — On peut prendre £, 7, { avec la relation

abt + ber + acf = abe,
ou &,,n,,8,, avec larelation
acti-+ban;+cb% = abc,

pour coordonnées d'un point du plan du triangle ABC;
comme de plus on a

(4

E—_—"I‘)" &=y,
. cx
n=7 7“:7’
ab—br—ay , ab—bzr—ayv

JX
I

- —_—
@ ’ =1 b
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il en résulte que toute relation entre §,7,% ou 5y,%,,%,
donne une relation du méme degré entre x et y.
Ainsi les lieux des points tels que

&2 472+ L2=const.,
tels que
&y 11y -~ L {1 = const.,
tels que

14 9 Yo __ E2
P22 -2 =1 -,

—10

+7

K
etc., sont des coniques; tels que

%+ -+ { = const.,
E+1+ L+ % +my + § = const.,

ete., sont des droites.

Il en résulte encore que, pour tout point du plan de

ABC, on a
el =Etim.

Remarquons aussi que 'on retrouve facilement ainsi
le point pour lequel les six points A., Aj, Bs, Be, Cs, Co
sont sur une méme circonférence, point que nous avons
démontré (voir Nouvelles Annales, p. 363, 3°; 1873)
étre le centre des médianes antiparalléles, en exprimant
que 'on a

En = L& =l

on trouve que cette valeur commune est

a?b?c?
(a2 b2y’

Citons enfin le théoréme suivant que 'on obtient en
cherchant le point pour lequel on a

A

o —
Er=mm =L

Si lon divise chaque coté d’un triangle en deux
segments proportionnels aux racines carrées des cotes
adjacents et que l’on joigne ce point au sommet opposé,
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la ligne droite obtenue passe par le point tel que le pro-
duit des deux distances de ce point & un cétée, distances
comptées parallélement aux deux autres cotés, est con-
stant.

Occupons-nous de la seconde partie de I’énoncé : pour
que le triangle formé avec Z,7, % soit rectangle, il faut
que lon ait

Z2 2 r2
23 <+ 02
2.~ k2 72
7! ‘\; N
r2 o~ k2 2
S ~ < =T,

Considérons I'équation

ou, en coordonnées trilinéaires,

22 ﬁ'z -2
4 LR

H2 " ¢2 a?’

elle représente une conique qui coupe CB en A’ et y est
tangente A la droite AA’, qui coupe CA en B' et y est
tangente a la droite BB, ct il est facile de voir qu'une
méme branche de courbe (dans e cas oula courbe est une
hyperbole) passe en A’ et en B': cette conique sépare les
points du plan pour lesquels on a

B2 2o 12
de ceux pour lesquels on a
2212

On verrait de méme que 7,* = B2 2 représente une co-
nique qui coupe CB en A/, BA en (U et est tangente en ces
points aux droites AA/, CC/, . .., de sorte qu’il y a un
triangle curviligne ayant pour sommets A’,B’,C’ et pour
cOtés trois arcs de coniques tangentes entre elles deux a
deux en ces sommets. On voit que, pour tous les points
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situés a I'intérieur de ce triangle curviligne, le triangle
formé avec les droites £,7,¢ est acutangle.

La surface de ce triangle curviligne est égale a la sur-
face du triangle rectiligne A’ B’ C/ diminuée des trois
segments compris entre les cotés de A'B'C/ etles conigues
dont les cotés sont des cordes : elle peut done étre faci-
lement calculée.

Pour résoudre la méme question en employant la se-
conde solution, on remarquerait que les trois cones

2 — k2 22
y 6T = ) ]

yvy

‘2:-{‘2_{_:2

X
1o
o
0
AN

déterminent sur A, B, Cs un triangle curviligne A’ B, C|
dontlescotés,intersections des conesavecleplan A, B, C,,
sont tangents entre eux deux a deux en A, B, €\, .. ..
Fn résumé :
1¢ La probabilité de pouvoir former un triangle avee
E.)"As: est
aire du triangle rectiligne A'B'C/
aire de ABC
aire du triangle rectiligne A} B}, C'|
aire de Ay, B, Gy
2abce .
= (b c)(a—+c)(a=+b)’

2° La probabilité d’avoir un triangle acutangle est
aire du triangle curviligne A’B'C’
aire de ABC
aire du triangle curviligne A| B C}
aire de A B, Cz ’

3° La probabilité, si’on a un triangle, qu’il soit acu-
langle est
aire du triangle curviligne A'B'C’
aire du triangle rectiligne A'B'C’

aire du triangle curviligne A B}, C)
" aire du triangle rectiligne A’} B} C|
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Lorsque ABC est équilatéral, on trouve pour ces trois
probabilités les nombres

;, log 8 —2 = 0,0794415..., 4 (log8—2)=o0,297766...,
i

ct il est facile de voir que, dans ce cas particulier, le pro-
bléme revient au probléme déja traité (voir Bulletin de
la Société mathématique, 1" année, p. 39; 11° année,

p-13):

On brise une barre en trois morceaux, quelle est la
probabilité que on puisse, avec ces trois morceaur,
fornwr J1%un l‘ritmgle, 2% un tl'i(mgle acutrmgle.

DISTANCE DE LA TERRE A LA LUNE:
Par M. C. BERTRAND, de Grenoble.

On sait que, vers le milicu duxvin®siécle, les deux as-
tronomes Lalande et La Caille, installés a Dantzig et au
Cap de Bonne-Espérance, parvinrent a déterminer pour
notre satellite une parallaxe horizontale de 58’ et, par
suite, une distance de 96 ooo licues, en moyenne.

Nous nous proposons ici de suivre une méthode in-
verse, en déterminant d’abord la distance, pour en dé-
duire la parallaxe.

Tatoreme. — On peut déterminer la distance TL du
centre '’ de la Terre au centre Lide la Lune, en obser-
vant celle-ci d’une seule et méme station Aj et, par
suite, en déduire la parallaxe horizontale AHT de
notre satellite.

Fn eflet, soit LL'K la trajectoire apparente diurne que
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la Lune parait décrire par suite de son mouvement propre
combiné avec le mouvement diurne de la sphére étoilée.
Soient HH/ ’horizon de 'observateur et TZ la verticale
de sa station; et admettons qu'il fonctionne pendant la

!N

pleine lune, une premiére fois quand la Lune est en L,
une heure environ aprés le lever du satellite, puis une
seconde fois cinq ou six heures aprés, quand la Lune est
en L.

L’observation lui fournit les deux distances zénithales
ZAL =z et ZAL'= 7', ainsi que les deux diamétres ap-
parents de la Lune, savoir : ¢ pour L, et ¢ pour L'. Ajou-
tons a ces quatre données le rayon déja connu TA de la
Terre, savoir r = 6366*™.

Appelons x le rayon visuel inconnu AL, et y lerayon
visuel AL/; ces deux inconnues auxiliaires vont nous
aider 4 calculer I'inconnue principale TL = R que nous
cherchons.

Le théoréme connu des diamétres apparents nous four-
nit d’abord

()

S
=18
o,

/)
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De plus, en appliquant le théoréme des trois carrés au
triangle TAL, on obtient

(2) R2= 72+ 22+ 2ra coss,

ct, en Pappliquant au triangle TAL/, on obtient I'équa-
Lion '

(3) R=r2+y2+arycoss'.

Ce systéme de trois équations aux trois inconnues x, y
ct z fera connaitre R ce qui démontre le théoréme an-
nonceé.

Scorie. — En opérant avee des instruments conve-
nables pendant la pleine lune, on peut trouver 380 ooo*™
pour la distance moyenne cherchée, ct, par suite, une
parallaxe horizontale de 5;/30”, avec un écart d’environ
3" en plus et en moins; ce qui suffit dans ce genre d’ob-
servations astronomiques.

SUR LA CONDITION POUR QU'UN POLYGONE SOIT INSCRIT
ET CIRCONSCRIT A DEUX CONIQUES;
Par M. WEILL.

Je me propose de donner une solution élémentaire de
ce probléme célébre, qui consiste a chercher la condi-
tion pour qu’il existe un polygone d’un nombre donné
de ¢otés, qui soit inscrit a une conique donnée et cir-
conscrit a une autre conique donnée; on sait que, dans
ce cas, il existe une infinité de polygones de ce rombre
de cotés, jouissant de la méme propriété. Je considére
les polygones du systéme qui sont infiniment aplatis.

Premier cas. — L polygone a un nombre pair de
cOles.
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Le polygone est inscrit dans la conique U et circon-
scrit a la conique V, ces deux coniques ayant respecti-
vement pour équations

af —y(Ae+BB+Cy) =o,

Lo —Ky2=o.

Au point A, commun aux deux coniques, menons a
la conique V la tangente qui rencontre la conique U en
un second point C; du point C menons a la conique V
la seconde tangente qui déterminera sur la conique U
un point D, et ainsi de suite. Si, aprés p opérations, on
arrive 4 un point B commun aux deux coniques, il
existera un polygone infiniment aplati, de 2p cotés,
AC,CD, DE, ..., LB, BL, ..., DC, CA, qui sera in-
scrit dans la conique U et circonscrit a la conique V:
donc, en exprimant que la ligne qui part du point A
aboutit au point B aprés p opérations, nous aurons écrit
la condition cherchée pour un polygone de 2p cotés.
Cela posé, cherchons I’équation de la conique a laquelle
sont tangents les cotés de la ligne polygonale qui part
du point A pour arriver au point B, en passant par les
points de contact de la ligne ACD ... B avec la co-
nique V.

En appelant / un paramétre, un point de la conique V
est a I'intersection des deux droites

K ~
a:l—l—;"{’ 3:—;.

La droite qui joint deux points /, /' a pour équation
La+ K81 —2Ky(I+1)=o.

En identifiant cette équation avec celle de la polaire
d’un point (o, #, y')dela conique Upar rapport a la
Aun. de Mathémat., 3¢ série, t. 11, (Mars 1884.) 9
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conique V, on a

, , K, , L7
8=, a:I—Jll, V=
Donc la relation entre [ et I/ est
K, I+0/ K, 10N
(1) —T‘ll—,———j—<Atll+B+C—2—>_o.

Cette relation a lieu entre les paramétres [ et I de
deux points consécutifs de la ligne polygonale dont
nous cherchons 'enveloppe. Cette ligne, qui part de A
pour arriver en B, ap sommets, et les valeurs du para-
métre /, qui correspondent a ces p sommets, sont

Ly by ooy .
Ona

l1=0, ZI;:QO.

Dans ’équation (1), faisons /= o, nous aurons pour
) s p
'] b . ‘ . bl
!’ deux valeurs : I'une o qui est i rejeter; 'autre est
q ) 5

— 2B
ly— —"—.
z G

Cherchons /. 1l faut, dans I’équation (1), rempla-
cer I par la valeur que nous venons de trouver pour /[, et
'équation du second degré en / donnera /, et /;. Il faut
trouver une loi de récurrence. Ecrivons I’équation (1)

sous la forme
Ml IR+ PU(L00)+ QU+ U)+ R =0
ou bien
(3) (M 4+ PZ)+ I[Pl I(aM + R) -+ Q] + M2+ Ql'=o.
Si /' représente [; dans ceite équation, les deux va-
leurs de  seront I, et Iy, et on aura

Il (M-+Pl)—Mi2—Ql=o,
lo LM +PL)+ P12 +(2M+ R);+ Q =o.
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Eliminons 2, il vient
{ L(M = PL)(M - Pl)
) Muy (M- Ply) + (aM2+ RM — PQ)l;+ MQ = o.
Pour que la ligne polygonale arrive au point B, il
faut que l'on ait
lp= o,
c’est-a-dire que le coefficient de /2 dans I’équation (3)
soit nul, ou enfin que 'on ait
) M-+ P/ —1 = O.
Ainsi, pour un quadrilatére, on aura
ly=w, dou C=o.
Pour un hexagone M+P/, =0, d’ot MC—2BP=o.

Posons
M+ Pl,=H,,

M- Pl,= H,,
La relation (4) peut s’écrire alors
H1H2}13—I— H2S+ T = o,
en désignant par S et T des constantes. On aura, en gé-
néral,
H,Hp 1 Hpio+-Hp S+ T =o.

En égalant H, a zéro, on aura, entre ABCKL, la rela-
tion cherchée correspondant & un polygone de (27 + 4)
cotés. Reste a exprimer, en fonction de ces données, les
quantités S, T, H, et H,. On trouve

C2 K
S = -IE—ZE(AB—;—C),
roC(ABK_C oKy,

8\ L 4 2L
H, = CﬁL—4ABK’

4CL

C2L+ 4ABK 4 ABK?

H,=

4CL T L(C:L—4ABK)’
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Les calculs précédents supposent connue une sécante
commune aux deux coniques données; pour exprimer
la méme condition & I'aide des invariants 6, ..., il suf-
fit de former I’équation en A des deux coniques Uet V,
on trouve

2A 2A

A =1 —1

(5) K= 'I—ﬁ) C: L2 ’ AB=A"— L2 ;
(6) AL3—0 L2+ 0L —A=o.

Ayant H, = o, avec les notations précédentes, il res-
tera a éliminerL entre I'équation (6) et I’équation H, = o,
aprés qu'on y aura remplacé AB, C, K en fonctionde L
¢t des invariants.

Si by, Iy, L, sont les parameétres de trois sommets con-
sécutifs de la ligne polygonale considérée, on a
M+ Ol

M-+Pl;

) Pl +~(2M+R) I+ Q
brb=—"""yry

1, =

Or la droite qui joint les points /,, /; a pour équation
La~ BKll —27K(l+ &) = o.

Si ’on remplace dans cette équation /y/, et [, + /, par
leurs valeurs en fonction de /;, on aura facilement
Péquation de U'enveloppe des droites qui joignent de
deux en deux les sommets de notre ligne polygonale;
cette enveloppe est une conique, comme on le sait. On
obtiendrait, mais par des calculs de plus en plus com-
pliqués, la conique enveloppe des droites qui joignent
de trois en trois, de quatre en quatre, les sommets de la
ligne polygonale.

Deuxiéme cas. — Le polygone a un nombre impair
de cotés.
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Il est inscrit dans la conique U et circonscrit a la
conique V, lesquelles ont pour équations

a3 —y2=o0, (Az+ByP—a3(my-—a)=o.

Un point de la premiére conique sera a I'intersection
des deux droites

p:"(t, o= .

Au point A, commun aux deux coniques, menons a la
conique V la tangente qui est

my —oa =o.

Cette tangente rencontrera la conique U en un
point ¢,. De ce point, menons & la conique V une tan-
gente qui déterminera sur la conique U un point ¢, et
ainsi de suite. Si le point £, ainsi obtenu se trouve au
point B ou la droite ¥ rencontre la droite 8 et la co-
nique U, c’est que I'on pourra inscrire et circonscrire
aux deux coniques un polygone infiniment aplati de

(2p —1) cOtés; on aura

Par un point ¢ de la conique U, menons les deux tan-
gentes a la conique V, la corde de contact aura pour
équation
A(Aa—+By)+ 83

7 —t(my—a)+B(Aa+ By)—mB =o.

(1)
Un point de la conique V est a 'intersection des droites
Aa+By=2A(my—a), Ax+By= )E
L’équation (1) donne alors entre ¢ et A la relation

(2) 11(1—mt)+)\(A+Bl)—§=o,

(3) §+t(1’m—13)—(1r\+“)=°-



On a
1 I
h=w, M=o, b=, h= Ry
tp=0, Ap=o0, Apy=—A.
En général, on a
Nehpy = — Tk
k Rkt 2(1— mty)
_ —(A+Bt)
)‘k+)‘k~l—- 11— miy :

En éliminant ¢, il vient, en posant Am + B = C,

(Me—1+ M +A)2 4+ 2BCAL A g — 2m C A Mgy (Ap+Mj—y) = 0,
A+ A1+ AR+ .. . =o,
l/,_1 -+ )\k'+‘ >\k—1+ A
—2mCAp( g1+ A+ Ag—y )+ Ax(1+ 2BC) = o.
Posons
e =H;+

1
amCG’
il vient

o
Hk-H

Hp+ Hpry + Hpaa + +B=o.

Cette formule de récurrence est la méme que dans le
cas des polygones d’'un nombre pair de cotés. En effet,
dans ce cas, nous avons trouvé

H,H,+1H,io+ SH,y+ T=o0;
on en déduit

Hpy1HpsoHpog +SHye + T =0,
d’ou
Hy— Huys=S ( L ;)
PSS T P \Hen - Han/’

par suite

\
Hy+H;+H,—(Hpsy+Hpo+ Hp3) = S(L -— -—’—),
H;  Hpio
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ou enfin

Hypvy+Hppo+Hy g+ o— + <—‘ — Hy—H;3;— Hk) =0,
Hpro H,

ce qui démontre 'identité des deux formules de récur-
rence.
Revenons aux polygones d’un nombre impair de cotés.
La condition pour un polygone de (2p —1) cotés
s’exprimera par A, = o, c’est-a-dire par
Hy= ' .
am(Am—+ B)
Les constantes o et  ont pour valeurs
_ 1+2(Am -+ B) 8= 1— B(Am + B)
T 4m2(Am + B)2’ - m(Am-—+B)
H2 =0,
—H _[t+2m(Am—+B)2+1+2mAAm-+B)+2(Am~+B)?
T am(Am+B)[i+2mA(Am—+B)+2(Am~+B)ye|’
2 [1+—2m(Am -+ B)]?
3 = .

’

Pour un triangle, le systéme des deux coniques est
aB—y2=o0, (Aa+By)2—2f8y=o0.
Pour un pentagone,

1+ 2Am?
am

al —y2=o, (Aa—y >2—2ﬁ(my—-a)=o.

Pour un quadrilatére, en revenant au premier cas,
on trouve que le systéme des coniques U et V est repré-

senté par
2B —y(Ae+Bf)=o,

Laf —Ky2=o.
Pour un hexagone, le systéme est

28 —y(Az+ B3+ Cy)=o,
4ABa3 — C2y2=o0.
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Pour un octogone, le systéme esl
af —y(Ax+ BB+ Cy) =o,
4(\/XH§L+———,\B_C)043 — C2y2=o.
On obtient les cas particuliers en donnant, dans les

formules précédentes, des valeurs particuliéres aux coef-
ficients ainsi qu’aux fonctions linéaires «, 83, y.

SUR LE CERCLE QUI A POUR DIAMETRE UNE CORDE
D'UNE CONIQUE A CENTRE;
Par M. WEILL.

TutoriMme. — Ltant donnée une conique dont le
centre est en O, si ’on décrit, sur une corde AB de
cette conique, comme diamétre, un cercle qui rencontre
la conique en deux autres points C et D, le rapport des
distances du point O aux deux points P et Q oi les

deux droites AB et CD rencontrent le grand axe reste
, l . a?— b2

constant et égal & ——-
L’équation d'un cercle passant par les points de ren-

contre de Vellipse et de deux droites peut s’écrire
b2r? + aty? — a2b?
+2(pr+qy+k)pr—qy+Kk)=o,
avec la condition

b2 -ap? = a?—aq?.

Ecrivons que le centre du cercle est sur la premiére
droite, les trois équations

px-+qy -+~ k=o,
atpy —brgr =o,
bz +pipr—qgy—+~i)y=o
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seront satisfaites simultanément, et I’élimination de x et
y donne

k_a—b

K ar+ b2
Le théoréme est démontré.

Si la conique donnée est une hyperbole équilatére, on
voit que la corde CD passe par le centre, propriété bien
connue.

Supposons que la corde AB varie en enveloppant une
certaine courbe, la corde CD enveloppera une courbe
semblable et qui sera symétrique d’une courbe homo-
thétique a I'enveloppe de AB. Désignons par £ et m les
distances du point O aux points L, M, ou la droite AB
rencontre les axes de la conique donnée. Les équations

de AB et CD seront

+
|
[
|
°

N
<

H étant une constante.
Si I’équation tangentielle de I'enveloppe de AB est

f(ly n") =0,

le lieu du point S de rencontre de AB et CD aura pour
équation
°0r 2 N\ _
f(H—a—x’ I——H) =

On a ainsi une relation trés simple entre I'enveloppe
de AB etle lieude S, et I'on peut passer immédiatement
de T'une des courbes a 'autre. On peut examiner des
cas particuliers intéressants, tels que celui ou AB passe
par un point fixe, et celui ot AB enveloppe une conique.

On peut déduire facilement du lieu décrit par le point
S le lieu décrit par le centre du cercle, et 1'équation de




(138)

I'enveloppe du eercle; en effet, en posant

1 I
7:)\, ;—_—p,,

I’équation du cercle est

2)\2 2 p2
<‘%£z'—z—l—)—> (22 +y2)—Az(1+ H)
a?b?

ar — b2

+py(1—H)+H— (A2 4 p2)=o0.

Si, par exemple, AB passe par un peint fixe, le cercle
enveloppe une anallagmatique du quatriéme degré.

SUR UN CAS PARTICULIER DE RESOLUTION DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS;

PAr M. Mavrice D’OCAGNE,

Eléve ingénieur des Ponts et Chaussées.

Le cas particulier que vise la présente Note est celui
de I’équation

dry dn—1 d
d‘Z:n+ la;n——.—ll/_*‘"'—FA”“ia%;_FA”y:eax’

lorsque a est racine d’un certain degré de multiplicité p
de I’équation

o(a)=a? 4+ Ajar 1. .+ Apqa+ A, =o.

Quand cette circonstance se présente, la méthode gé-
nérale, qui consiste a transformer 1'équation en posant

y= Ceax,

ne s'applique plus; on a recours a des procédés spé-
ciaux.
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Dans son Cours d’ Analyse, professé a 'Ecole Poly-
technique (feuilles lithographiées, 1™ division, 1881-
82, p. 150), M. J. Bertrand traite deux exemples spé-
ciaux du cas présent par des méthodes fort ingénieuses,
mais qui ne sont pas générales.

Nous nous sommes posé le probléme dans ses termes
généraux, et I'on va voir qu’il n’est pas besoin de recou-
rir a ces ingénieux mais difficiles procédés de calcul,
grace au théoréme qui suit :

Tatorkme. — Si a est une racine d ordre de multi-
plicité p de Uéquation

o(a)=ar+Ajant 4. .+ A, a2+ A, =0,
U'équation différentielle linéaire

danr dn—1 d

J,’L‘_{ —+ A1 dz——”‘}‘/ T+ Apg T};‘ An,}’ = €%,

xPeax
g¥(a)

admet la solution particuliére

La démonstration de ce théoréme est immédiate. Dans
le premier membre de I'équation différentielle, substi-
tuons y = e il vient I'identité

dn eax dn—1eax deax
dxn 1 dzn—1 +"'+A'l—l dz _;__.Angax: ea‘rt‘?(a)'

Dérivons p fois les deux membres de cette identité
par rapport A a, et remarquons que 9 (a), ¢'(a), ...,
©P~!(a) sont nuls; nous aurons

dn xp eax dn—1 zpr ear
dzn M T g
dxP erx

+—Apy -+ ApxPerx = e*eP(a)

dx
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xPenx’ xPeax’
dn| —— dn—1 _J
e I b

ou

dzn o dzxn—t
d xP eal]
—+ An—-i _.[ﬂg)_ -+ Anw = ea%,
dr oP(a)

. . xPerx .
ce qui montre bicn que —— est une solution par-

or(a)
ticuliére de I’équation.
Soit, par exemple, 'équation
d2y dy
g - — eX
ot 2dr Tr T
traitée par M. Bertrand a I’endroit cité.
1 est racine double de I'équation

a2 — 2% +1=o.

D’aprés le théoréme précédent, on aura donc la solu-
tion particuliére
z?ex
2

b

et, par suite, la solution générale sera

2
¥ =(Cy + Cyz)ex + x_;f'

EMPLOI, DANS LA GEOMETRIE TRILINEAIRE, DES COORDONNEES
DES POINTS CIRCULAIRES:

Par M. H. FAURE.

I. Soient a, &, ¢ les cOtés du triangle de référence,
A, B, C ses angles, S sa surface, R le rayon du cercle qui
lui est circonscrit.
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Considérons les deux points w, et w, qui ont pour
coordonnées

oy =—1I, %y = —1I,
By =cosC+sinCy/—1, By=cosC—sinCy—r,
Y1 =cosB —sinBy—1; y3=cosB+ sinBy—1.
On vérifie aisément que : 1° satisfaisant a la relation
aa+bB+cy=o,
ces points sont & 'infini; 2° satisfaisant a la relation
afy -+ bay +cal =o,
ces points sont sur un cercle. Les points v, , w, ainsi dé-
finis par leurs coordonnées sont donc les points situés a
Pinfini sur un cercle.
1I. A l'aide de ces valeurs, la fonction X

X =U~+ mm' + nn'—a2cosA(mn'~+-nm'")
—acosB(nl'+ In') — 2 cosC(Im'+ ml')

peut s’écrire sous la formne

X = 3[(lay +mBy + ni) (L oy -+ m' By + n'yy)
A+ (Loag + mBy 4+ nys)(ay+ m' 3+ n'yy)];

la vérification est facile, en observant que

°‘1flz='§1 2 =Y1Y2 =1,
v1Ba + Biys =—2cosA, ajyy+ Y123 =—2cosB,
oy By + Brag =— 2 cosC.

En particulier, la fonction Z
Z=102+m?+n?—a2mncosA —2anlcosB—almcosC
sera égale au produit
(lay + mBy -+ nyy) (Lo + mB, + niyy).

II. Cela posé, soit la—+mp 4+ ny=o0 l'équation
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d’une droite. Convenons de représenter par la notation
D(«By) son premier membre et de méme par D' (afy) la
fonction linéaire I'a + m/ + n'y.
1° On sait que si, X, u, v sont les distances des som-
mets du triangle de référence a une droite quelconque,

452 = a2)? ~+bzp.2
~+ ¢c2vZ — 2 bcpy cos A — 2cavi cosB — 2dp. cosC;

nous pouvons donc écrire
4S% = (alay + buBy + cvyr)(adray + bpfs + cvye).

2° Distance d’un point («, B, v) & la droite

D(aBy)=o.
Cette distance ¢ pourra s’écrire sous la forme
5 D (afy) .
VD (a1 B1y1) D(22B272)

car on sait que

la+mB+ny

[N
0 =

Vi 4+ m?+n* —omncosA —2nlcosB—2lmcosC

Lorsque la droite D est déterminée par deux de ses
points (o, &, ¥), (¢, B”,¥"), on a
‘ oo al/'

)
Ve o o Jag o o

N
0 =

en convenant de représenter par | a o' o’ | le détermi-
nant des neuf quantités a, o/, 2”5 3, 3, "5 v, ¥, y" et
de méme pour les autres.

Si, dans I’expression de 3, on suppose que le point
(ay B,v) coincide successivement avecc hacun des points
circulaires, et que 'on désigne par ¢, et 8, les distances
des points w, et wy a une droite quelconque, on trouve

81.82 =1I.
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3° Angle de deux droites. — On sait que le cosinus
de I'angle § des deux droites D, IV est donné par lare-
lation
cosf = -—X— .
Vil
Z! érant ce que devient Z lorsqu’on ajoute un accent aux
lettres [, m, n. Nous avons, par conséquent, en intro-
duisant les coordonnées des points circulaires,

D(ay ﬁlYi)D'(% 32“{2) -+ D(¢2@2Y2)D’(“! BlYl)_
VD (e Biy1) D(22B2v2) D' (2 B1v1) D'(22 B2 v2)

Si les droites sont déterminées par les coordonnées

2c089 =

a, 3, v de leur point d’intersection et par les coordon-
nées o, B, ¥/, o’y 8, ¥” d'un point pris sur chacune
d’elles, on a aussi

oy a o' | [og & o |+Jag o o ||og a o]

2cosh =

Vi oo | Jag o o] Jag 2 o | [ a o]

Si I'angle 6 et les points o/, o” sont donnés, cette re-
lation donne immeédiatement I’équation du cercle passant
par deux points et capable d’un angle donné.

4° Distance de deux points m, m' donnes par leurs
coordonnées (a, B, v), (o', B, ¥). — Si, pour abréger,
on pose

L=8y—+f, M=y2—oy, N=of'—B,
on a la relation

= g(LL«- M2+ N2 — 3 MN cosA — aNL cos B — 2 MN cos C).

Nous pouvons donc écrire, a I'aide des coordonnées des
points circulaires,

72

2
m = %E(La, +M‘31 +NY1)(LQQ+M?2+NY2),

3
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ou bien
2 R2 , )
mm =—S—2|‘11°‘“| oy 2 a'|.
Remarque. — Sil'on désigne maintenant par I I'aire
d'un triangle dont les coordonnées des sommets sont

(@, By v)s (s B ), (o, B, ¥"),0n a

R ’
22:§|a Byl

—_—2
Si donc nous remplacons dans la valeur de mm’ les
déterminants par leurs valeurs respectives
28

. , 28 ,
—R-w,mm, - Wemm,,

R
on trouvera

2
mm' = fowymm’ .wgmm'.

SUR LA QUESTION 1028;

Par M. H. FAURE,
Chef d’escadrons d’artillerie en retraite.

Cette question a déja été traitée plusieurs fois dans
les NVouvelles Annales, en dernier lieu par M. Doucet
(2° série, t. XX, p. 321), qui en a fait 'historique.

On circonscrit & une conique donnée un triangle
ayant pour hauteurs les droites qui joignent les som-
mets aux points de contact avec les cotés opposés : lieu
des sommets du triangle, lieu des points de concours des
hauteurs.

Soient abc'un de ces triangles, A, B, C ses angles, a,
b, c les longueurs de ses cotés. Prenant ce triangle pour
) 8 gle p!
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triangle de référence,
S = cos?A a2+ cos? B2+ cos2Cy?

—2cosA cosB cosC(

N
cosA  cosB ' cosC
sera I'équation de la conique donnée, car il est aisé de
voir que S touche le triangle abc aux pieds de ses hau-
teurs.
Considérons, d’autre part, la conique
3 ’ |

8'= cos A By + cosBya + cosCaf,

circonscrite au triangle abc. Je dis que cette conique est
fixe, quel que soit le triangle abc, satisfaisant aux condi-
tions de 1'énoncé.

La différence S — S’ de nos deux équations peut se
mettre sous la forme

-+ 9 -+

o cos2 A cos2B o . €0s2C
(ax—+ b3 -+ cv) % - -+ -
a O ¢

a?-+ b2+ ¢?

sabce (afy -+ byacad);

d’ou il suit que I'équation S — §'= o représente le lieu
des sommets des angles droits circonscrits 4 S.

Concluons de 1a que, si nous considérons un triangle
quelconque abc circonscrit a la conique S, on pourra
circonscrire au triangle abc une conique §' qui passera
par quatre points déterminés de S, ce qui exige que §'
soit une conique fixe.

L’équation §'= o représente donc le lieu des sommets
du triangle.

Si 'on veut avoir le lieu des points de concours des
hauteurs, il suffitde remarquer que la conique S+-18'=o0
passera par le point de concours zcos A = Scos B=1ycosC
des hauteurs du triangle de référence, pour la valeur

N 3cosA cosBcosC

T c0s?2A <+ cos?B + cos2C’

Ann. de Mathémat.,3¢série, t. IIl. (Mars 1884.) 1o
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donc, pour cette valeur de %, S+ %S représentera le licu
du point de concours des hauteurs.

Nota. — Sil’on désigne par A, A', §, §' les invariants
du systéme des coniques S et §', on trouve

A =— 4 cos?A cos?B cos2(C,

A' = 2 cosA cosBcosC,
6 = 4 cosA cosB cosC(cos2A + cos?B + cos2C),
6’ = — (cos?A + cos2B + cos2 C)2;

de Ja on peut conclure que, pour tous les triangles abc
circonscrits 4 S et dont les hauteurs passent par les points
de contact de la conique avec les cotés opposés, les fonc-
tions cos A cos B cosC et cos2 A + cos2B 4 cos2C restent
constantes.

CONCOURS D'AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
DE 1885.

COMPOSITIONS D'ADMISSIBILITE.

Mathématiques spéciales.

D'un point donné P on ménce des normales 4 un el-
lipsoide donné :

1° Démontrer que par les pieds de ces six normales
on peat faire passer une infinité de surfaces du sccond
ordre S concentriques a ellipsoide;

2° Trouver le lieu que doit décrire le point P pour
que les surfaces S soient de révolution;

30 Déterminer le cone lieu des axes de révolution des
surfaces S;

4° Sur la scction de ce cone, par un plan perpendicu-
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laire a Vaxe mineur de 'ellipsoide, indiquer les points
par lesquels passe I’axe de révolution quand la surface $
est un ellipsoide, un hyperboloide a une ou a deux
nappes, un cone, un cylindre ou un systéme de deux
plans paralléles.

Mathématiques élémentaires.

Trouver la hauteur AB et les bases AD, BC d’un tra-
péze rectangle ABCD, connaissant la longueur / du cété
oblique CD, I'aire a? du trapéze et le volume 3 ©d3 en-
gen&ré par la révolution de la figure autour de CD.

Discuter les formules trouvées et déterminer le mini-
mum et le maximum de 53. On examinera les cas parti-
culiers suivants :

Composition sur certaines parties, désignées a 'avance,
du programme de la licence és sciences mathéma-
tiques.

Théorie. — On donne un corps quelconque, dont
les diverses parties sont douées d’'un pouvoir atiractif
suivant la loide Newton, et I'on admet, comme préala-
blement démontré, que les composantes de I’attraction
exercée sur un point M, ayant pour coordonnées x, y, z,

sont représentées, a un facteur constant prés, par les

dv dv dv

dérivées —, — , — du potentiel V, relatif au point M.
de dy” dz ’

Prouver qu’on a tOllelll‘S

@2V a2V | AV

Tl =i v i

¢ étant la densité de la masse attirante au point de cette
masse qui coincide avec le point M.
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Démontrer que toute fonction U qui, mise ala place
de V dans I'équation précédente, satisfait  cetie équa-
tion, ne différe pas du potentiel V si elle remplit en
outre les conditions suivantes : 1° la fonction U est con-
tinue ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre ;
2° les produits

Uz, Uy, Uz 22 %—3, 7? %;, 3 %g
restent finis quand une ou plusicurs des variables x, y,
z, deviennent infinies, la masse attirante étant limitée.

Application. — Etant donné un ellipsoide E, on-sait
qu’en chaque point de I'espace se coupent trois surfaces
du second degré homofocales a E; désignons par A, u, v
lesdemi-axesdeces surfaces parallélesaugrand axe del'el-
lipsoide E. On considére une masse indéfinie douée d'un
pouvoir attractif suivant la loi de Newton, et dont la
densité en chaque point est exprimée par une fonction
de X, u,v. On demande quelle doit étre la forme la plus
générale de cette fonction pour que les surfaces de ni-
veau soient des ellipsoides homofocaux a E. Cette
forme étant trouvée, calculer I’attraction de la masse
sur un point quelconque.

COMPOSITIONS FINALES.

Composition sur un sujet de licence.

Sur une courbe plane donnée C, on prend un
point A qui ne présente aucune singularité, et I'on rap-
porte la courbe a la tangente AX et ala normale AY au
point A. On suppose, en outre, que les coordonnées d’un
point variable M de la courbe C peuvent étre dévelop-
pées en séries ordonnées suivant les puissances positives
et entiéres de arc AM = s. Cela posé, on demande :
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1° D’exprimer les coefficients des premiers termes des
séries considérées, jusqu’aux termes en s¢ exclusive-
ment, en fonction des valeurs R, R/, R”; R” que pren-
nent au point A le rayon de courbure R de la courbe C
et ses dérivées par rapport a s; :

2° De calculer, en négligeant les termes en 55, les
coordonnées X, Y du point P milieu d'une corde MM’
paralléle a la tangente AX et de longueur infiniment
petite. On trouvera

. R’ R"2 21R'+ 3i RI:‘*“’)‘fRR'R”-FQRQR'" )
}‘:-'_-s‘z—— s 3 . S0,
6R 18R2 . T
v= Lo Moo + 2R? —1—RR"
= 2R 6R?2 24}{3 e

3¢ De calculer la longueur AB du rayon du cercle qui
est osculateur au point A ila courbe diamétrale licu des
milieux des cordes de la courbe C paralléles a la tan-
gente AX;

4° De déterminer la courbe G, de telle sorte que, quel
que soit le point A pris sur cette courbe, la projection
du rayon de courbure AB sur la normale AY soit égale
a 3R. On étudicra la forme des courbes satisfaisant a la
condition précédente.

Epreuve pratique de calcul.

Résoudre I'équation

Qrt— 1402+ 8xr — 1= 0.

Composition en Géométrie descriptive.

On donne un tétraédre régulier SABC, dont la base
ABC repose sur le plan horizontal de projection ¢t dont
le sommet S cst situé au-dessus de ce plan.,
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Les hauteurs Aa, BB de la face SAB, en tournant la
premiére autour de l'aréte SA, la seconde autour de
I’aréte SB, engendrent deux coénes. On demande de con-
struire les projections des courbes d’intersection de ces
deux cones.

Données.— L’aréte du tétraédre a o™, 12, le coté AB
de la base ABC fait un angle de 45° avec la ligne de
terre; le sommet C est situé dans cet angle de 450 et le
point D ou le c6té AB rencontre la ligne de terre est si-
tué 4 o™, 07 du sommet A le plus rapproché de la ligne
de terre.

Pour distinguer les parties vues et cachées, on regar-
dera les deux cones comme des surfaces opaques.

LEGONS SUR LES MATHEMATIQUES SPECIALES.

1. Mener d’un point donné une normale a une co-

nique a centre. — Discussion.
2. Délinition de la fonction a*. — Ktude de cetle
fonction.

3. Intersection d'un cone et d'un cylindre dans le cas
ou la courbe d’intersection a des branches infinies.

4. Sections planes de la surface gauche de révolution.
3. Régle des signes de Descartes.

0. Equation du plan tangent i une surface donnée.
Problémes sur les plans tangents aux surfaces du second
ordre.

7. Résolution algébrique de I'équation du troisiéme
degré.

8. Application de la théorie des déterminants a la ré-
solution d’un systéme de trois équations a trois incon-
nues. — Discussion. — Cas ou les équations sont ho-
mogenes.

9. Transformation des équations algébriques, dans
le cas ou chaque racine de I'équation cherchée est une
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fonction rationnelle d’une ou de deux racines de I'équa-
tion proposée. — Exemples.

10. Résolution de I'équation binéme x™—1=o.
Application au calcul des cotés des polygones réguliers.

11. Application de la théorie des dérivées a I'étude
des fonctions d’une seule variable. — Exemples.

12. Plans principaux et axes d’une surface du second
degré.

13. Mener par une droite un plan tangent a un hyper-
boloide de révolution a une nappe (Géométrie descrip-
tive).

14. Premiére lecon sur les fractions continues.

15. Théoréme de Sturm.

16. Intersection de deux coniques. — On raménera
la question a la résolution d'une équation du troisiéme
degré.

17. Résumer la marche & suivre pour résoudre une
équation algébrique a coefficients numériques. — Mé-
thode d’approximation de Newton.

18. Sections circulaires des surfaces du second degré.
— Cas ou la surface est rapportée ades axes de coordon-
nées rectangulaires quelconques.

LEGONS SUR LES MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

1. Division des nombres entiers.

2. Recherche du rapport de la circonférence au dia-
metre.

3. Division des polynomes.

4. Mesure des angles.

5. Premiére lecon sur la mesure des volumes.

6. Résolution et discussion du systéme des équations
ar-+by=c, dx+by="<.

7. Etude du trindme ax? + b.x -+ c.
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8. Théoréme sur le maximum d’un produit de plu-
sieurs facteurs dont la somme est constante. — Appli-
cations.

9. Formules relatives a I’addition et 4 la soustraction
des arcs.

10. Plus grand commun diviseur et plus petit com-
mun multiple de plusieurs nombres entiers. (On n’em-
ploiera pas la décomposition en facteurs premiers. )

11. Premiére lecon sur les nombres premiers.

12. Equation bicarrée. — Transformation des expres-

sions de la forme \/A =+ /B.

13. Réduction a deux forces d’un systéme de forces
appliquées a un corps solide. — Conditions d’équi-
libre.

14. Racine carrée des nombres entiers.

15. Calculer sin}a et cosja en fonction de sina et de
cosa. — Calculer tang Z connaissant tanga.

16. Conversion d’'une fraction ordinaire en fraction
décimale. — Fractions périodiques.

17. Relations entre les cotés et les angles d’un triangle
quelconque.

18. Résolution et discussion de I’équation

ar?+bx -+ c=o.

— Séparation des racines dans le cas ou elles sont
réelles.

ERRATA.

Méme tome, p. 39, ligne 4, au lieu de XGI, lire GI.

» » » 2 enremontant, la derniére fraction doit étre
multipliée par q.
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GORRESPONDANCE.

Monsieur le Rédacteur,

Permettez-moi quelques mots de réponse a la critique
de M. le D* Peano ('), a laquelle M. Jordan n’aurait ea
aucune peine a répondre lui-méme, s’il n’etit probable-
ment apercu derriére quelque difficulté plus subtile.

Jobserve d’abord qu’il n’est pas nécessaire que les ¢
tendent vers zéro pour tout mode de division de I'inter-
valle 2 en parties indéfiniment décroissantes ¢; il suffit
que cela ait lieu pour un mode de division, et le théo-
réme dont il s’agit sera démontré. M. Peano suppose,
dans sa critique et dans son exemple, que les quantités
a, ne sont pas des valeurs fixes de la variable x. Or,
rien n’empéche de concevoir que ’on fasse décroitre les
intervalles entre les valeurs consécutives de x, tout en
supposant celles-ci fixes, en intercalant entre elles de
nouvelles valeurs de x qui resteront fixes a leur tour,
entre celles-ci de nouvelles valeurs également fixes, et
ainsi de suite indéfiniment (2). Les intervalles &, tou-
jours subdivisés, pourront décroitre au-dessous de toute
grandeur donnée, et chaque valeur intercalée x restant
fixe, le rapport

f(x +0)—f(x)

3 :?(xfa)

ne pourra tendre, pour chacune d’elles, vers une limite
différente de f’(x). A moins donc que, pour tout mode

(') Nouvelles Annales, janvier 1884.
(?) Cest bien 13, 4 en juger par les termes, la penséc de M. Jor-
dan.
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de division de I'intervalle . en parties indéfiniment dé-
croissantes ¢, la différence
o(z, ) — f'(x)

ne reste supérieure a une limite fixe pour un nombre
fini ou indéfiniment croissant de valeurs de x, quand
tous les intervalles ¢ tendent simultanément vers zéro,
la démonstration poura toujours se faire de la méme
mauniére,

Ce n’est pas le cas, on le voit sans peine, pour la
fonction

.1
x2sin —;
x

aussi le théoréme contesté lui est-il parfaitement appli-

. 1 !
cable. En faisant ¢, = — etay = —————
2nT (2rn+1)7

par conséquent tendre simultanément a, et a, vers zéro,

et faisant

M. Peano introduit arbitrairement une condition inu-
tile. La démonstration ne peut se faire par cette voie,
voila tout.

M. Peano croit qu’il est facile de démontrer la for-
mule

flz+h)—f(x)=hf'(x+0h),

sans supposer la continuité de la dérivée. M. Jordan
demande, non sans malice, & voir cette démonstration,
laquelle est impossible, puisque le théoréme est inexact.

Supposons une fonction f(x) égale a 2px depuis
x=ojusquax=a, et A \Jap(2a—x) depuisxr =a
Jusqu’a x = 2a. Cette fonction est continue, mais sa
dérivée cesse de Pétre pour x = a, ou elle passe de la

valeur ‘/-Ii a la valeur ——\/f— .
2a 2a
On a dévidemment, /% étant << a,

fla-—h)y—fla—h)=yapla—h)—yap(a—h)=o:
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or il n'existe entre @ — & et a + & aucune valeur de x
1 lle f/ éduise a zé
pour laquelle f7(x) se réduise a zéro.
Notons que le théoréme de M. Jordan reste vrai, au
contraire, dans ce cas-ci, car zéro est compris entre les

valeurs
‘ /S P /P
2(a — h) et ‘/2(a—h)

de f'(x) qui correspondent & @ — /L et 4 a + h. Et ce-
pendant M. Peano pourrait ici renouveler son objection,
puisque f(a + ¢) — f(a — &) n’a pas pour limite f7(a)
lorsque & tend vers zéro.

Pu. GiLserT,
Professeur a4 I’'Université de Louvain.

PROGRAMMA DI CONCORSO.

La R. Accademia delle Scienze fisiche ¢ matematiche
di Napoli conferiri un premio di lire cinquecento
all’Autore della migliore Memoria risponsiva al seguente
tema :

Esporre con metodo uniforme cio che si conosce delle
superficie di 4° ordine ed apportare alla teoria gene-
rale di queste qualche importante contribuzione.

L’Accademia gradirebbe specialmentela classificazione
delle superficie di 4° ordine in famiglie, considerando
come appartenenti ad una stessa famiglia due superficie
che si possono far corrispondere punto a punto univo-
camente.

La trattazione potra essere geometrica o analitica, ma
nel primo caso si aggiungeranno le¢ corrispondenti for-
mole analitiche pit importanti, ¢ nel secondo caso si
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daranno le interpretazioni geometriche delle formole
relative ai punti principali della teoria.

CONDIZIONI.

1 Le Memorie dovranno essere scritte in italiano,
francese o latino, e¢ dovranno inviarsi al Scgretario
dell’Accademia non piu tardi del mese di marzo del
1885.

2° Esse non debbono portare il nome dell’autore, e
debbono essere distinte con un motto il quale dovra
cssere ripetuto sopra una scheda suggellata che conterra
il nome dell’autore.

3° La Memoria premiata sard pubblicata negli 4t
dell’Accademia, e I’Autore ne avra cento copie.

4* Tutte le Memorie inviate pel concorso al premio
si conserveranno nell’Archivio dell’Accademia, ¢ sol-
tanto si permettera di estrarne copia a chile avra pre-
sentate.

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE.

Intorno alla vita ed ai lavori di Antonio-Carlo-
Marcellino Poullet-Delisle; Notizie raccolte da
B. Boncompagni.

Sous ce titre, 'éminent éditeur du Bullettino di Bibliogra-
fia e di Storia delle Scienze matematiche e fisiche, le
prince Balthazar Boncompagni vient de publier, & Rome, une
curieuse Notice biographique, qui remet en lumiére un savant
mathématicien francais, un administrateurintégre et distingué,
mort il y a moins de quarante ans, injustement oublié de ses
compatriotes et méme de I'Université, dont il avait ¢té 'un des
serviteurs les plus dévoués. Nul bibliographe francais, a I'ex-
ception de Quérard, n'avait méme songé a seulement mention-
ner le nom et les Ouvrages de Poullet-Delisle.



(157)

Né a Janville (au diocése de Chartres) le 17 janvier 1778,
mort le 23 aout 1849 a Arrou (arrondissement de Chateaudun),
Antoine-Charles-Marcellin Poullet-Delisle, ancien éléve de
PEcole Polytechnique et professeur de Mathématiques au lycée
d’Orléans, n’avait pas encore trente ans lorsqu’il publia, sous
le titre de Recherches arithmétiques, sa traduction des Dis-
quisitiones arithmeticee de Gauss. Deux ans plus tard,
en 1809, il faisait paraitre et dédiait a Laplace un Traité
d’application de U'Algebre ¢ la Géométrie qui fut long-
temps classique. Mais bientOt il quittait I'enseignement des
Mathématiques pour entrer dans I’Administration universitaire,
et le 15 décembre de cette méme année, 1809, il était nommé
Inspecteur de ’'Académie d’Orléans. Dans ces fonctions, comme
dans celles de Recteur d’Académie et d’Inspecteur général
qu’il obtint ensuite, pendant toute la durée de sa longue car-
riére administrative, ainsi qu'il le dit lui-méme, « il attaquade
Sfront les coupables et défendit ouvertement l'innocence in-
justement attaquée». 11 fut toujours juste envers ses subor-
donnés, remplissant ainsi le premier des devoirs d’un chef;
mais on ne le fut pas toujours a son ¢gard. Une lettre qu'il
écrivit de Limoges, le 10 juin 1825, au Directeur de I'Instruc-
tion publique, le démontre suffisamment. Cette lettre, conservée
aux Archives nationales, a été reproduite intégralement dans la
Notice du prince Balthazar Boncompagni; nous regrettons de
ne pouvoir la donner ici tout entiére, mais nous ne pouvons
nous empécher d’en citer les lignes suivantes, en rappelant que
c’était M. 'abbé Frayssinous, évéque d’Hermopolis, premier
aumonier du roi, qui remplissait alors les fonctions de Ministre
Secrétaire d’Etat au département des Affaires ecclésiastiques
et de I'Instruction publique.

Poullet-Delisle s’exprime ainsi : « En 1824, je me trouve
exilé d’Angers a Limoges parce qu’un homme ambiticux et in-
trigant, qui cherche a peupler de ses créatures le département
de Maine-et-Loire qu’il veut dominer, travaillait depuis dix-
huit mois a faire placer son ancien précepteur a la téte de 'A-
cadémie d’Angers, et que lui et ses amis d’alors, car je doute
qu’il les ait tous conservés, trompérent la religion de Son
Excellence, en lui persuadant que 'on désirait un Recteur ecclé-
siastique. Cependant, Monsieur le Directeur, Son Excellence
daigna m’assurer que j'étais loin d’'avoir rien perdu dans son
estime, et qu'Elle ne m’envoyait a Limoges que pour rétablir
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Pordre de cette Académie, ajoutant qu’Elle me tiendrait compte
du sacrifice qu'Elle m’imposait. Dans la conversation Elle s’a-
percut que je n’avais pas la croix dela Légion d’honneur. Elle
eut la bonté de s’en étonner, et surtout que je ne 'eusse pas
demandée : « Monseigneur, lui répondis-je, elle s’obtient,
mais ne sedemande pas! »

Nous devons étre reconnaissants au Prince Balthazar Bon-
compagni d’avoir fait connaitre au monde savant, et particu-
lierement au public francais, un mathématicien et un admi-
nistrateur si digne d’estime, et nous applaudissons sincérement
pour notre part a cet acte de réparation et de justice.

ARISTIDE MARRE.

PUBLICATIONS RECENTES.

TrarTE D’ ASTRONOMIE PRATIQUE, comprenant I'exposi-
tion du calcul des éphémérides astronomiques et nauti-
ques, d’aprés les méthodes en usage dans la composition
de la Connaissance des Temps et du Nautical Almanac,
avec une introduction historique et de mombreuses
notes; par M. _4bel Souchon, membre adjoint du Bureau
des Longitudes. Grand in-8, avec figures dans le texte.
Prix : 15 fr. Paris, Gauthier-Villars; 1883.

TrHtoRIE MECANIQUE DE LA caaLeur; par Ch. Briot.
2¢ édition, publiée par M. E. Mascart, professeur au
College de I'rance. In-8, avec figures dans le texte.
Prix : ', 50. Paris, Gauthier-Villars; 1883.

Annuaiee pe L’Osservarorre pE MonTsourts pour I'an
1884. Météorologie, Agriculture, Hygiene. In-18, avec
figures dans le texte. Prix : o fr. Paris, Gauthier-Villars;
1884.

TIRAGES A PART.

Note de Géométrie, par M.E. Cesaro, éléve-ingénieur
des mines. In-8. Licge; 1881.
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Les connaissances matheématiques de Jacques Casa-
nova de Seingall, par M. C. Henuy. Extrait du Bul-
lettino di bibliografia e di storia delle scienze mate-
matiche e fisiche, t. XV; 188a.

Sur quelques propositions inédites de Fermat; note
de M. C. Hexry. Extrait des Zransunti della reale
Accademia dei Lincei, série 3, vol. VII; 188a.

A prefatory essay to the new science : mathemati-
cal commensuration. Preceded by a brief retrospective
view of research in the domain of Geometry, by Cuas.
‘De Mebict, D. ph. In-16. Chicago, Ill.; A. M. Flanagan:
1883.

Sur la diffraction des ondes planes dans une ouver-
ture circulaire, parleP.J. DeLsavix. Extrait des 4nnales
de la Société scientifique de Bruxelles, 7° année; 1883.

Resolution of solvable equations of the fifth degree,
by Georce Paxron Youne. Toronto, Canada. Extrait
de American Journal of Mathematics, n° 2, vol. VI.

QUESTIONS.

148%. On donne sur une droite deux systémes de trois
points a, ', a” et b, V', b” qui font partie d’une division
homographique. Sur @b comme diamétre on déerit un
cycle Cdont le sens est déterminé par la condition qu’au-
dessus de la droite le point décrivant aille de @ en b; les
segments a@’'b’ et a” b” déterminent de méme deux autres
cycles C' et C”. Sil'on trace un cycle tangent a C, C' et C”,
démontrer que les points ou il coupe la droite sont les
deux points doubles de la division homographique.

(LAcurree.)
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1485. Ayant pris, au hasard, un chiflre d’'une puis-
sance quelconque de 5, il y a avantage a parier que c’est
un 5 ouun o. (E. Cesaro.)

1486. La probabilité que la conique déterminée par
cing points, pris au hasard dans un plan, soit une ellipse,
est infiniment petite. (E. Cesaro.)

1487. A un triangle ABC on circonscrit une conique,
de centre (x,y, z). On sait que les droites qui joignent
chaque sommet du triangle au pole du coté opposé se
coupent en un méme point (&', 5, z’'). Démontrer qu’il
y aréciprocité entre les points (x, y, z), (2, 3', ') et que
cette réciprocité est définic par les relations

y3' =3y sr'saxs ay -+ ya

= = ’

a [ ¢

ou a, b, ¢ sont les cotés de ABC.

(E. Cesaro.)

RECTIFICATION.

M. P. Barbarin, professeur au lycée de Toulon, a construit, méme
tome, p. 100, unc courbe du guatriéme degré qui est tout a fait
crronce. Cette courbe n’est autre que I'ensemble des deux coniques

azi®2ya’ + ctzy + ay?— ac’= o.

La recherche des lignes de courbure de la surface az = zy avait été
posée aux examens de licence, a Marseille, en novembre 1880, et
c’est ce qui avait motivé Pinsertion de I'article. La propriété princi-
pale, démontrée par M. Barbarin, a été¢ énoncée par M. Serret, en
1847, dans le Journal de Liouville. Ce dernier renseignement est dd
a M. Catalan. Cn. B.
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LOIS DE TA MATIERE,

PAR
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L’Ouvrage Les lois de la matiére est le résultat d'études mathématiques
poursuivies pendant plus de vingt ans sur les causes des phénomeénes molé-
culaires. C'est une synthése de I'hypothése des actions a distance & laquelle
je me suisrallié dés le débui, en voyant le grand parti qu'en avaient tiré
Laplace et Gauss pour la théorie de la capillarité, Cauchy et Briot pour celle
de la lumiere, Lamé pour celle de I'élasticité des corps solides. Mais ces il-
lustres géomeétres ont tous introduit des suppositions secondaires dans le
cours de leurs calculs; tous ont recours au Calcul infinitésimal, bien qu'en en
blamant I'emploi, ou n'y ont échappé qu’au moyen d’hypothéses arbitraires:
tous aussi n'ont pas pu arriver a des résultats généraux étrangers au
but qu'ils se sont proposé d'abord. Jai pensé que la cause de ces insucces
partiels et avérés gisait, non dans I'hypothése des actions a distance, mais
dans les suppositions secondaires introduites au cours du calcul; je me
suis, en conséquence, proposé¢ d’étudier & nouveau la valeur de 'hypothése
des actions a distance en la soumettant 4 des méthodes analytiques rigou-
reuses. Une fois placé sur ce terrain, il me fallait chercher un mode de calcul
applicable aux corps discontinus; aprés de longs tatonnements, j'y suis par-
venu dans des cas trés étendus. J'ai pu alors obtenir des expressions, par-
tiellement calculées, des forces élastiques en négligeant les dimensions des
molécules, ainsi que m'y autorisait un préjugé accepté par tous; j'ai con-
staté que ces expressions conduisaient identiquement a toules les relations
entre les composantes des forces élastiques autour d’un point, que Lamé 3
obtenuesdans s2s Lecous surla Théorie mathématique de U élasticité des corps
solides. Yai fait plus: j’ai calculé les valeurs numérigues des forces élastiques
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pour un milieu & pressions égales en tous sens, et j'ai pu en déduire une li-
mite inférienre aux exposants des puissances de la distance en raison inverse
desquelles agissent les différents termes composant I'action moléculaire ; ces
exposants sont > 4. Une réunion de lrois termes, le premier répulsif a ex-
posant 7> 4, le second attractif a exposant »' > n, le troisiéme répulsif a
exposant »" > »',veut,a premiére vue, représenter assez bien ce quise passe
dans les phénomenes moléculaires. Une autre conséquence de ces actions est
qu'il est impossible de négliger les dimensions des molécules et que le préjugé
contraire est absolument faux. Les échecs de mes devanciers dans I'explica-
tion des phénomenes calorifiques et desrapports de la chaleur avec les pres-
sions tiennent surtout & ce qu’ils ont négligé de tenir compte des dimen-
sions de la molécule. Par suite, j'ai déterminé les expressions des forces
élastiques en y introduisant les distances des atomes au centre de Ja molécule;
puis jai cherché les équations générales d’équilibre et de mouvement des
atomes, des molécules et des parcelles de corps sous l'influence des actions
atomiques a distance. J'ai traité ensuite les moyens d’en obtenir des valeurs
approximatives, a4 des quantités immensément petites de troisiéme ordre
pres. Je suis retombé alors sur les équations générales d’équilibre et de mou-
vement obtenues par Lamé dans sa Théorie mathématique de U’ élusticité des
corps solides ; seulement, dans ce cas le plus général, elles sont accompa-
gnée; d’équations de condition que ne peut pas donner la marche suivie par
Lamé. -

Je trouve pour les composantes de la force élastique le produit de la den-
sité p par un facteur P qui grandit avec la dilatation de la molécule, c’est-
a-dire avec la vitesse des atomes dans leurs mouvements autour du centre
de gravité de la molécule, quand la densité reste la méme. Or la grandeur
de P est mesurable par le thermométre, ainsi que je I'établis. 1l s’ensuit que
la dilatation de la molécule, les vitesses des atomes, et, je le montre aussi,
les vitesses moyennes d’oscillation des molécules sont des phénoménes cor-
rélatifs de celut de la chaleur. Auquel d’entre eux est due en nous la sensa-
tion de la chaleur? Il est impossible de le décider quant & présent. Tout ce
qu'on peut affirmer, c’est que la force élastique est proportionnelle a la
densité et a la chaleur. Yarrive & ce résultat en faisant intervenir un corps
hypothétique, généralement admis, I'éther intercalé entre les molécules;
mais il semble qu'on pourrait obtenir le méme résultat en recourant aux
seuls atomes matériels. Toutefois je n’ai pas examiné quelles conséquences
entrainerait cette derniére explication au point de vue de I'hypothese des
actions & distance. Je n’ai donc pas démontré I'existence nécessaire de 1'éther
dans le cas de ces aclions ; c’est une question & étudier plus en détail.

Je fais encore observer que I'hypothése des actions & distance conduit, en
se contentant d’une exactitude au moins égale a celle des calculs de M. Clau-
sius, a des expressions de la force élastique semblables a celles de cet illustre
wéometre, qui part de principes absolument opposés. Il y aurait d’autres rap-
prochements a faire entre ces deux théories; je les ferai peut-étre un jour, si
Dieu me préte vie.

Je ne me dissimule pas les nombreuses lacunes de ma synthése; elle
n'est, & proprement parler, 1u’un commencement, et je désire la prolonger.
Mais mon 4gene me permet plus de compter sur un long avenir, et j'ai craint
de perdre le résultat de mes études si j'en différais la publication. Tel qu’il
est, je me suis flatté qu'a mon défaut il pourrait servir de point de départ a
un géométre plus jeune et mieux doué, qui mettrait en lumiére la valeur de
'hypothése des actions a distance, et permettrait de porter sur elle un ju-
gement définitif. Le peu que jai fail me donne l'espoir que ce jugement
serait favorable.
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NOTE SUR UN FAISCEAU DE SURFACES D'ORDRE QUELCONQUE
[sure ()73
Par M. A. LEGOUX.

CONSIDERATIONS SUR LES SURFACES HOMOFOCALES
ET ORTHOGONALES.

Recherche des caractéristiques du systéme de surfaces
de U.

On sait que Chasles appelle caractéristiques d’un sys-
téeme de surfaces : 1° le nombre de ces surfaces qui
passent par un point donné; 2° le nombre des surfaces
tangentes a une droite donnée; 3° le nombre des sur-
faces tangentes a un plan donné.

La premiére des caractéristiques est évidemment
I'unité.

Le nombre des surfaces du systéme qui sont tangentes
a une droite donnée est dégal au nombre des courbes
situées sur la surface et dans un plan passant par la
droite donnée, tangentes a cette droite; ce qui revient
a dire que ce nombre est le méme que la seconde carac-
téristique du systéme de courbes planes représentées par
I'intersection des surfaces U avec un plan quelconque

u=Az-+By—+ Cz,
ou bien des courbes dont I'équation est

2%yt 51(Az + By + Cz)’ + Ka' = o,

(') Voir 3 série, t. II, p. 233.
Ann. de Mathémar.,3¢série, t. L (Avril 1885.) 1t
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ot I'on suppose que dans w on a remplacé u par sa va-
leur en x, y, z.
Or I'équation précédente est de la forme

o, B.Y,8,€ _
uiubululu, =K,

avec la condition
a+B8-+y+6-+e=o.

Uy, Uy, us, ... représentant des fonctions linéaires des
coordonnées, savoir

Uy =a\x+ b1y - 13, U= ayxr - byy + ¢35, ...,
I’équation différenticlle de ces courbes planes est

du, du, du,
—_— =y =
u, U, Us

=0}

et Yon voit bien facilement qu'on peut la mettre sous
la forme

(/y)

dr

Ay Uzl [(mb- — bxas)(}’ -

d
-+ (b,(:s—bsc,)z£ “+ (a,c; — c.as)z]

+Buzu,uy[...]+...=o,
ou bien encore '

I<1—1d> Q +R_o,

P, Q, R représentant des polynomes du troisiéme degré
en x, y, z.
Or, sil’on donne le coefticicnt angulaire de la tangente

dy ) oy P dy .
25 €t Vordonnée a lorigine y —x —=. on aura une

équation du troisieme ordre pour déterminer les points
de contact. 1] existe donc trois courbes du systéme tan-
gentes a unc droite donnée. D’apreés ce qui a été dit plus
haut, la seconde caractéristique du systéme de surfaces
est donc 3.
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Cherchons enfin combien il existe de surfaces du sys-
téme tangentes a un plan donné

AX +BY + CZ +~ DU =o.

En désignant par x, y, z, u les coordonnées d’un des
points de contact, on trouve, pour déterminer ces coor-
données, les relations suivantes :

~
aw o v W ow
ae— — be — 3—— ce — 11—
x ¥

Il

A B ¢~ Db '
Az +By+Cs+Du=o.

Prenons pour inconnue auxiliaire le rapport com-
mun; soit A ce rapport, on aura

as——o—(gz)\/\, bs—&z)\'B,
r ¥
cs—A{_(x’z)\(l, da—o—:—) =AD.

Tirant de 1 les valeurs de 2, ¥, z, uet remplacant dans
la derniére équation, il vient, pour déterminer A,

[ Aa BB Cy Ds
@i—3A Tpe—iB T tTZ&E=—3D"°
(5> ou
a 8 ~ e
-+ ——— =0
)\_aa )\_bs 3 G ) dz
A B C D

C’est une équation du troisiéme degré en X qui a ses
trois racines réelles et, comme a chaque valeur de X cor-
respond un systéme unique de valeurs pour x, y, z, u,
il en résulte qu’il existe trois surfaces du systéme tan-
gentes a4 un plan donné et que la troisiéme caractéris-
tique est 3. On aura donc un systéme (1, 3, 3) d’apres
les notations de Chasles, et ces surfaces U jouissent de
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toutes les propriétés communes aux surfaces de ce sys-
téme.

Si‘l’on considére les transformées des surfaces précé-
dentes par le principe de dualité, on aura des surfaces
faisant partie du systéme (3, 3, 1), c’est-a-dire qu’il en
passera trois par un point quelconque de I’espace et que
I'on aura par suite un systéme triple. Nous verrons
bientot que ce systéme triple devient dans un cas parti-
culier un systéme triple orthogonal et que les surfaces
qui constituent ce systéme n’ont pas d’enveloppe, autre-
ment dit que lc systéme de surfaces orthogonales ne
forme pas un systéme homofocal. La considération des
courbes paraboliques tracées sur les surfaces U nous
conduira sans peine a ce résultat remarquable.

Tatorime. — Les trois points de contact des trois
surfaces du systéme U qui touchent un plan quelconque
sont les trois sommets d’un triangle conjugué relative-
ment & la section du céne (4) par ce plan.

Pour démontrer ce théoréme, cherchons les équations
de condition qui doivent étre satisfaites pour que le
Lrianglc, ayant pour sommets les points de contact des
trois surfaces U qui touchent un plan quelconque, soit
un triangle conjugué relativement a la section du cone
(4) par ce plan.

Soient Ay, ha, A3 les trois racines de 'équation en X;
X4y Y1y 24y wy les valeurs de @, y, z, u correspondant &
i3 X2y Y2y 32y wa les valeurs correspondant a ), etc.

L’équation du cone (4) peut étre mise sous la forme
simple

arzt  bryr o2zt drur ot

(§ bis) — + + T =2y,

B v 8 e

(') Voir méme Recueil, 3 série, t. 11, p. 5.
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I’équation du plan polaire du point (xy, 34, 2, 1y) re-
lativement a ce cdne est
3 \ o 3 \
<aw, — Eaﬁx,)x +(bw; — gb‘l}/,)Y

+(cw,—ic‘2z,>Z+<dW1——%dhq)U=0.
\ ¥

En exprimant que ce plan passe par les deux autres

points (X, ¥2y Z2, Us)y (T35 Y3, Z3s UU3), OD A

/ Wy w alxyx, b2 V1Y
12 142 J1)2
i - -t ))

3 a4 B
23,39 d?uqus
-+ ‘Y -+ —— =0,
¢
(©) Jo
wyw; a’z,x D2y y
_ "% 1%s 90103
3 o B8
23,3 d2uu
T S LT

o

Enfin on a une troisiéme équation de condition

_ Waws a’r,x; -+ by,y; + €229 34 + d>uyug
€ a B v [

:‘0’

qui, jointe aux deux précédentes, exprime que le triangle
en question est conjugué relativement au cone. 1l faut
montrer que ces trois équations sont identiques lorsqu’on
remplace les x, y, z, u par leurs valeurs en fonction des
A fournis par I'équation (5).

Retranchons membre a membre les équations (6),
d’abord les deux premiéres, et remarquons que, x, y, z
n’entrant dans ces équations que par les rapports

Z,%Y, ..., on peut supposer = 1 pour simplifier ’é-
w W p PP P P

criture; il vient

2 b2
%1‘1(1‘2— Zz3) + —53’1(}'2—.}’3)

2 d
- %zi(z,—zs)—% fui(uz— us) = o.
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Remplagons x, Z2, ..+y ¥, ¥1y - - par leurs valeurs
en Ay, Ag, Az, on trouve que le premier terme devient,
en posant

Sy=M+ )\2+)\3, Se= M+ A Az + hady, Sz=Ajhad,

aAa?(hg—A3)
ade3— Aa?e?S; + A2acS,— A3S;

Par une substitution pareille, le deuxiéme terme devient

BBb2(hy— A3) .
b33 — Bb2e2S, + B2beS,— B3S, 7

de sorte que ’équation prend la forme suivante

aa?A
aded— Aa?e?S;+A%2a:zS; —A3S;
N B62B
=) ] T b33 — Bb2e2S, + B2beS,— B3S;
o Y
+ c3e3— Cc2e28) + C2ceS,— (38,
3d2D

t B _Da2e?S,+ DideS,— DS,

Si nous retranchons membre a membre la premiére
ct la troisiéme, puis la deuxiéme et la troisiéme des
équations (6), et si nous remplacons les x, y, z, u par
les A, nous retomberons sur deux équations identiques a
la précédente; donc il suftit de vérifier que (7) est une
identité.

I’équation (5) donne

ABCD.S;= ABCd(a~+ §+y)+ABDc(a+ B +8)+...,
ABCD.S; = ¢[ABed(a + B) + AGbhd(a—+ ) +...],
ABCD.S;=¢?(Abdca +Bacd B +...).

Effectuons les substitutions des Sy, S., S; dans le pre-
mier terme de (7); il vient, toutes réductions faites,

al

{(aB—b6A)(aC —cA)(aD — dA)’
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On aura des expressions analogues pour les autres
termes, et (7) devient

a?
(aB—bA)(aC —cA)(aD —dA)
b2
T (6C " cB)(bD —dB)(bA —aB)
c2
" (eD—=dC)(cA—aC)(cB—15C)
d2

0,

T ([dK—aD)(dB —5D)(dC —cD)
ou bien, en chassant les dénominateurs,

a?(bC—c¢B)(6D —dB)(¢cD—dC)
+b2(cA —aC)(aD —dA)(cD —dC)
“+c2(aB—bA)(aD — dA)bD — dB)
+ d?2(bA—aB)(aC—cA)bC—cB)=o.

On vérifie facilement que c’est une identité; d’ou ré-
sulte la démonstration du théoréme.

Maintenant considérons, sur une des surfaces U, la
courbe parabolique d’ordre 2¢ et la développable cir-
conscrite a cette surface suivant la courbe parabolique
qui représente, comme on sait, I’aréte de rebrousse-
ment de cette développable.

Dans chacune des surfaces réciproques de U, on aura
une courbe de rebroussement et une développable (1)
circonscrite a la surface suivant cette ligne de rebrous-
sement, lesquelles correspondront, en vertu du principe
de dualité, a la développable osculatrice et a la courbe
parabolique précédentes; d’ou :

Tatorime. — Les surfaces réciproques des surfacesU
Sforment un systéme triple, c’est-a-dire qi’il en passera
trois par un point quelconque de Uespace; chacune de

(') Voir Saruox, Geometry of three dimensions, p. 526.
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ces surfaces aura une ligne de rebroussement, la dé-
veloppable circonscrite a la surface suivant cette ligne
dec rebroussement sera de classe 2¢, et elle sera cir-
conscrite @ une conique imaginaire transformée du
cone (4) qui représente le lieu des courbes paraboliques
dans les premiéres surfaces.

Aux trois surfaces U qui touchent un plan quel-
conque correspoundent trois surfaces réciproques passant
par un point donné, et aux trois points de contact, les
trois plans tangents aux trois surfaces menées par le
point donné. Et, comme le triangle formé par les trois
premiers points est conjugué relativement au cone ( 4),
les trois plans tangents aux surfaces réciproques qui
passent par un point donné sont conjugués relativement
a la conique imaginaire C qui est la transformée du cone.

Si, en particulier, cette conique C devient le cercle
imaginaire de I'infini, on aura :

Treorime. — Les surfaces réciproques de U consti-
tuent, dans le cas ot la conique C devient le cercle
imaginaire de Uinfini, un systéme triple orthogonal,
et, d’apres le théoréme de Dupin, chacune d’elles est
coupée par les deux autres suivant ses lignes de cour-
bure.

Remarque. — Les surfaces de ce systéme triple n’ont
pas d’enveloppe. En effet, pour que deux des trois plans
tangents coincident, il faut que deux sommets du trian-
gle conjugué dans les premiéres surfaces U soient sur le
cone imaginaire et, par suite, les deux plans tangents
coincidents dans les surfaces réciproques sont tangents a
la développable circonscrite a la surface suivant la ligne
de rebroussement imaginaire.

On a ici un exemple remarquable d'un systéme triple
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de surfaces, orthogonales dans un cas particulier, ¢t qui
n’ont pas d’enveloppe, qui, par conséquent, ne sont pas
homofocales. La méthode générale qui sert a trouver
I'enveloppe donuerait ici le lieu des courbes de rebrous-
sement des surfaces du systéme. Cette remarque ne me
parait pas avoir é1¢ faite jusqu’a ce jour.

C’est ainsi que dans le plan un systéme de courbes
orthogonales n’admet pas d’enveloppe en général, au-
trement dit un systéme de courbes orthogonales ne con-
stitue pas généralement un systéme homofocal. Le lieu
des points ou les deux tangentes aux deux courbes qui
passent par ces points coincident est,en général, un lieu
de points singuliers (*).

" Inversement on peut avoir dans le plan des courbes
homofocales qui ne sont pasorthogonales. Nous en avons
donné un exemple dans les courbes représentées par
I’équation

22 e
m -+ )‘f—__b =1,
ou f représente une fonction quelconque de x et de y,
a et b des constantes et A un paramétre arbitraire. Ces
courbes sont, quelle que soit la fonction f, homofo-

2 2

. ’
+ 57 =1; mais, pour qu elles

cales aux coniques

r—a
soient orthogonales, il faut que la fonction f'satisfasse a
une certaine équation aux dérivées partielles qu’il est
aisé d’établir. ( Foir méme Recueil, 2° série, t. XX,
p- 406.) .

De méme, si I'on considére les surfaces du systéme
triple

z2 y: g2

—a =6 T if—c

=1,

(') Darsovx, Comptes rendus, t. LXXI, p. 267; Etude geome-
trique et analytique d’une famille de courbes, thése par l'auteur.
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ou f représente une fonction quelconque de x, y, z,
toutes ces surfaces sont homofocales; elles sont inscrites
danslaméme développable focale, quelle que soitla forme
de la fonction £, mais elles ne sont pas orthogonales.

Pour qu’elles soient orthogonales, il faudrait que la
fonction f satisfit a trois équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre que 'on trouve aisément en
exprimant les conditions d’orthogonalité. Ce calcul
nous a conduit a cette solution négative, a savoir que
les trois équations n’avaient pas de solution commune,
que, par conséquent, le systéme triple en question n’é-
tait pas, sauf le cas des surfaces quadratiques, un sys-
téme triple orthogonal.

Equntion tangentielle des surfaces U.

Si I'on se reporte aux relations entre les coordonnées
X, ¥, 3, uet le paramétre A, on en tire

x__ @ Y B [ S
ce—AG ’

w ac—iA w be—AB’ w T

remplacant dans 1'équation générale des surfaces U, il

A Ty i)
= SEG) ) () (5) =»

d’ailleurs ) doit satisfaire & I'équation (4) ou (4 bis)

vient

o2

LS g[ U S
acs e CE
A — A== A== A= =
A B [0} D
On obtiendra donc I’équation en coordonnées tangen-
ticlles A, B, C, D, en éliminant le paramétre A entre ces
deux équations.
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On voit, a 'inspection de ces équations, que le résul-
tat de cette élimination n’est autre chose que le discri-
minant de la premiére équation. On aura une équation
de degré 3¢ en A, B, ... et du troisiéme degré en K.
Donc les surfaces réciproques de U forment bien un
systéme triple d’ordre 3¢ et de classe €. Si 'on consi-
dére A, B, C, D comme des coordonnées ponctuelles,
I’équation résultant de I'élimination de A représentera
en coordonnées ponctuelles les surfaces réciproques de U
relativement a laquadratique 22 + y2+ 22+ w2 =o(*).

Application au cas particulier oo = 3 =y =38 =1,
¢ = 4. — Les surfaces réciproques de U sont des sur-
faces de douziéme ordre et de quatriéme classe dont
I’équation en A, B, C, D se présente sous une forme assez
simple. A

L’équation en ) devient, dans ce cas,

ATB AB
abe acd+ ‘~) 5 1 Y
(ABC+ACD ) KABCD —

R a b c A ab ac AW
. P 4 3 , . .2
A —,|<—- —i—‘(: -+ D))\ } 16< " AC _r‘...)/

— 64

Or on sait (SaLmon, Higher Algebra, p. 171) quele

discriminant d’une équation du quatriéme degré de la
1 q g
forme
AN R -6 M2+ jd' A+ =0
est
(a'e— 4b'd' + 3c2)p3
—a7(a'ce+20cd —a'd?—e'b?—c"3)2=o.

Appliquant ce résultat a I’équation précédente, on aura,

(') M. Darboux a étudié des systémes triples orthogonaux repré-
sentés par une équation analogue a la précédente dans son savant
Mémoire sur les coordonnées curvilignes (Annales scientifiques de
UEcole Normale, 1878).
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apres avoir simplifié et réduit,

[A_B[?_D —64(aBCD + HACD + cABD —+...)

7 3
+(abeD 4 acdB +...) + %(abCD—(—...)?]

8 .
—z/[g—KABCD(abCD “+..)

2
—+—'—§—(aBCD+...)(abCD “+...)(abeD +...)
—162ABCD (abeD ...y
— L(aBCD ... — ﬁ(¢7LbCD—|—acBD+...)3] =o.
K 27

C’est une équation du douziéme ordre en A, B, C, D.

DE L'INTEGRATION D'UNE CLASSE DE SYSTEMES D'EQUATIONS
SIMULTANEES, LINEAIRES ET DU PREMIER ORDRE :
Par M. IBACH,

Licencié ¢és sciences mathématiques et ¢s sciences physiques.

I. On sait que la forme la plus générale d’un systéme
d’équations différentielles, lindaires et simultanées du
premier ordre est la suivante :

d
d—};’ +Piy+ Qs =9y,
(1) o
’ ds =
ar + Py =+ Qas=rv,,

ct la méthode de d’Alembert conduit 4 démontrer que
la résolution d’un pareil systéme dépend de I'intégration
d’une équation diftérentielle de la forme

du
d7+ Au—+Bu2= C,

dans laquelle A, B, C sont des fonctions de x. Or Euler
a prouvé que 'on ne peut intégrer cette derniére équa-
tion que si I'on en connait @ priori une solution parti-
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culiére. En thése générale, le probléme est doné inso-
luble; on va voir toutefois qu’en modifiantlégérement la
méthode de d’Alembert, on arrive 4 intégrer facilement
une classe nombreuse de systémes d’équations simulta-
nées.

1. A cet effet, multiplions par les paramétres 0, et 8,
les équations (1); ajoutant ensuile et retranchant tour a
tour les équations ainsi obtenues, nous avons

dy dz
avr 9,25, = P,0,
(2) 5 eldx —l—dex (P04 Py65)
-+ 5( Qi 01+ Qa02) = 0 8, 40205,
dv ds .
(3) 501%—02%+‘}’(P101—P2,52)
+5(Q40; — Q203) = ¢,0; — 0;0,.

Je pose

(4)

je différentie ces derniéres équations, et j’obtiens

dy dy, _db _ dE
(5) eld +02d Y 5= = + 5 z‘; —(‘i‘—'z‘,
dy dsz dO, d()o dc

(6) 6’3—_973__{—}/ dz " dr

Entre les six équations qui précédcnt il est possible

dy dz p
z, o d our y parvenir,
retranchons d’abord I'équation (3) de I’équation {2) et

I'équation (6) de I'équation (3); nous trouvons

d’éliminer les quantités y,

do\
s <P10,—|— Pot,— 270)
(7) db, 3
’ -+ \Qlel"' Q0. — —dx'>zz"191+9202—:l—z’

df
(P1 6, —Py0,— d_zf>7
d9

(8) it
+<Q161‘- Q20, + ﬁ)z =00, — 08, — iz’
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dans lesquelles il ne reste plus que les quantités y et z.
D’autre part, les équations (4) fournissent immédia-
tement y et z en fonction de 8y, 6y, § et g,

_§+g ¢

de telle sorte que l'’éiimination proposée se trouvera
complétement réalisée si 1'on remplace, dans les équa-
tions (7) et (8), ¥ et z par leursvaleurs

dbi) (E+7
(PrtvrPata— ) (552
ab, 4 :
(Q101+Q292—'gx—><" )29101—5—9202—_2,
db\ [T
(Pun— Pt = Z4) (5575

7\ v
(Qlol—'ozaz—" %)( - ”):vlih—ve 2‘——(1—"

ou, en ordonnant en £ et ¢,

/ do dfy™
ds (P101+P2 —Z},+Q191“‘"Q2 2—272 .
E—.L' 291 .leg s
db dfy \
PO+ Py — —= (21()1‘+“(2262———1
dx dx
20 - 20 J=¢10,+ 0,0,
1 2 /
df do,
dar PO, — P, 62_.(1_; Q16— Qafly + —~ ,
)e; - 203 N
df, dB,>
Y ,— =t ), 0, — , 2
l 10 — P50, e Q04 0, Ir ),,
- 2.0 - 26, L= 010 — 0,0,

/

Ces deux équations ne sont pas plus facilement inté-
grables que les équations initiales ; mais il faut bien re-
marquer que, des quatre fonctions §, {, 6, et 6,, deux
sont absolument arbitraires, et que, par conséquent, il
est permis de choisir deux d’entre elles, 4, et 8, par
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exemple, de fagon & simplifier les équations (9) et (10).
Or on peut disposer de §, etde 6, de maniére a égaler 4 o
le coefficient de { dans ’équation (9) et de £ dans I'équa-
tion (10), en écrivant

d db,

P16+ P20, — d—.zl' B Q10+ Qg8 — a‘—;—

] - ) ’

(ll) ¢ ! 28 * a9
' Plel_Piez_"(Z;': B Q16— Qa8, + Ti;z
0, - 6, ’

et il est facile de voir qu'on aura ainsi transformé les

équations (9) et (10) en équations linéaires de premier
ordre, de la forme

4
:Z;+UE:M,
%+S;=N

Si les équations (11) permettaient de déterminer 6§,
et 8, les équations (g) et (10) transformées fourniraient
toujours § et §. Il ne resterait donc plus, pour avoir
y et z, qu’a porter dans les équations (4) les valeurs de
8, 8., £ et L une fois connues, et il est clair que les va-
leurs de y et z contiendraient deux constantes arbitraires
introduites par les intégrations des équations (9) et (ro)
transformées.

On le voit, toute la solution du probléme dépend ac-
tuellement des équations (11). Pourra-t-on en tirer des
valeurs acceptables de §; et 6, C’est ce que nous allons
étudier.

A cet effet, ajoutons et retranchons ces équations
membre a3 membre :

i 16 df

\ Pibi— S Qub— 52
(12) TG T T 6

' Py(6,)2— Qq(0,)2=o.
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De cette derniére équation, on tire

b _ VP,
Q)
quant a la premicre, elle peut s’écrire sous la forme
o,
P r/_r —0, dr

6, TG,
et, en l'intégrant immédiatement, on obtient encore
0, efm.—u.:)d.r_

E.A

. 0 . s . .
Mais ces deux valeurs de G—‘ doivent étre identiques;

2

nous avons donc la relation

\/‘)‘2‘ — oJIPi—Qudr,

VQ

‘Les équations (11) qui, en thése générale, sont in-

(A)

compatibles, pourront donc, toutes les fois que la rela-
tion (A) sera réalisée, se réduire a la seule
0, 0,

—_— = ==

VPV
dont on peut conclure que 'on aura trouvé des valeurs
acceptables de 0, et 6, si 'on prend ces valeurs respec-
tivement proportionnelles a \/P_2 ct \/—Q—..

On peut, pour simplifier, supposer que 6, et 8, sont

respectivement éganx a \/Pg et \/Q, .
III. Ce qui précéde conduit a formuler le théoréme
suivant :

Le systéme d’équations différentielles et simultanées
de d’Alembert est intégrable toutes les fois qu'entre
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les coefficients P, Py, Q,, Q. des wvariables y et z,
existe la relation
\/P? — (,f(l‘, Qsrda,
VQi

IV. Nous avons dit qu’en employant les hypotheé-
ses (11), les équations (9) et (10), qui donnent £ et g, se
simplifient; elles deviennent, en effet, dans ce cas,

s p191+ l)‘) 92— Z—?‘i
= - _— E = ('161—"* ('262,

(A)

dz N 0,
/ 84
o (rom e )
i — %, L= 00 0p 030,

Ce sont de simples équations linéaires et du premier
ordre, d’ott I’'on tire immédiatement

/P.U + Py ea—d[—er /l" f"-e +P~5a—z—e-

— ———(————-———d\r —e—d‘r

e i (018 = 0p05)e ! + G,
/po_p.e._:i‘i_ / /‘P‘G,—P, ._:’{_0
— —_— T adx _ e

e o (0101 — eg8g) e b + ¢

En posant, pour simplifier,

9
PO+ Py, — ;[ﬁ
—————eeeeeee e == )
6, ’
dh
P16 — Pyt — 7{7‘
[ T =0
0, ’

Jaurai pour y et z les valeurs suivantes :

LS [f(v,ﬁ, —+ ()gﬁg)ﬂﬂz ar C]

20;

e S I_f( 018 — 02‘)6"{“‘ " C'] ’
20, -

_fgrn[ﬂp 0, = (v,‘)q)(’fo'“ —+ C}

y=

4

(B) 1

=

T 26,

._.Le_f‘l)"d.r[f(vle‘_v202>efq‘ dr C']
20,

Ann. de Mathém., 3¢ série, t. 1lI. (Avril 1884.) - 12
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Dans le cas particulier o il n’y a pas de seconds mem-
bres, ¢'cst-a-dire si ¢, et v, sont égaux i o, ces valeurs se
simplifient encore et deviennent

C e—f&) dr . (;,P,,fl[,’ dr
Y= 26, ’
I vafg da - “--'[\V da

(C)

— —

2

IV. L’étude de la relation (A) conduit aux remarques
sulvantes :

Remarque I. — La relation (A) ne contenant pas
trace des scconds membres ¢y et vy, on peut en conclure
que la difficulté d’intégrer un systéeme d’équations difié-
rentielles et simultanées n’est pas augmentée par la com-
plication de leurs seconds membres.

Remarque II. — Si nous supposons que Py, Py, Q,,
Q. sont des constantes, larelation (A) est identiquement
vérifiée. Nous nous retrouvons donc ici en présence de
ce résultat connu, que le systéme d’équations (1) est in-
tégrable dans le cas ou les coefficients sont constants.

Remarque I11. — Si nous posons P, =0, Q, =o,
la condition (A) est encore identiquement vérifiée. 11
cst facile de constater en effet que, dans ce cas, les
équations du systéme initial deviennent de simples équa-
tions linéaires ctdu premicr ordre, I'une en y, etautre
en z, qu'il est possible d’'intégrer immédiatement.

Remarque 1¥V. — D’une maniére générale, la condi-
tion (A) étant une relation entre les quantités Py, Py,
Quy Q2, si nous en choisissons trois d’'une maniére ar-
bitraire, la quatriéme se trouve déterminée, soit immé-
diatement, soit par une quadrature.

V. Avant de terminer, observons encore que, dans le
cas particulier ou P, = Q., la relation (A) indique qu’il
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suffit, pour rendre intégrable le systéme fondamental,
que les deux autres coefficients soient dans un rapport
constant. Nous pouvons donc formuler le théoréme
suivant :

Tutorkme II. — Si le coefficient d’une variable
dans une des équations (1) est égal au coefficient de
lautre variable dans Uautre, et que le rapport des
deux autres coefficients soit constant, le sysiéme d’é-
quations dc d' Alembert est intégrable par la méthode
précédente. .

VI. Nous allons, pour achever, donner de cetre mé-
thode quelques applications qui ne sont peut-éire pas
sans intérét.

Application 1. — Soit a intégrer le systéme
dy +xy +2?
—— + )y - =5 =0,
dz Y
dsz
— - a?ziy - 7r3 =o.
dx Y

La condition (A), en observant que x correspond a
Py, (a®x?) a Py, 2% 4 Qy, x a Qs ct que ¢, ct v, sont
nuls, la condition (A) se trouve vérifiée (théoréme II).

Les fonctions G, ¢t 9,, qui, dans le cas général, sont
égales a \/I’—_, et \JQ,, sont par conséquent représentées
respectivement par ax et .x.

Par conséquent encorce

d
l’,ﬂ,—:-PwQ—a;' ,
Q= e —q 2l — —,
, 5
d61
P, — Py — 1
L G — _.._ii]: — —ar?- r— .‘4
04 r

Comme les équations proposées n’ont pas de seconds
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membres, les formules (C) donnent immédiatement

3 2 3
logxr — — _ o lo{.u'—)——'—ﬂ
C 2 3 (e 2 3
- s
} 200
log.a- r? ard log r? wxd
Ce™®" 7T T e T
S = .
20

Application 11. — Soit a intégrer le systeme

‘.1‘2_, - e2x z = 1,
dx
g—; +a?ey = v,
Ici
Pi=o0, Qy=o0, Py=a2e, Q,— e2r,
donc

0, = aer, 8, = e,
donc encore
Q= ae?@—i1, W =—aqe?xr—q;

y ct z sont fournis par les formules (B) :

1 - ae2r aerr

—_—
)= e 2 va—+vy)exe ? -+ C
Saex l (91 2)

« ) g « -
i IR T =L err
-+ e 2 ex(vya + vy)e . =dY
2ae’

aedr

i x ) aer L ’
et 2 f(&’,a—t—t'2)e"e 2 +CJ
. « . a -
I X etr — - =~ e
— Sz 2 [fex(v,a+v2)e 2 +C‘-

Application 111. — Soit a intégrer le systéme

dy | eT-1

—_— et — Y+ Z=0
dr ra ’
dz-i—.:rz L€

—_— f 4+ —5=0
dx 7

La condition (A) est vérifiée. En effet,

Vb, =«
VO

= .
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D’autre part,

I
Pl - Q2 - ;’
donc
J(P1— Qq)dr =logwx,
de plus

elosxr — g ;
nous avons donc

VP,

VQi

Les seconds membres étant nuls, on a, d’aprés les for-
mules (C), en remplacant Q@ et W par les valeurs

— ef("l-Ql‘[If'

er 41+ x? —7i exr - x?

Q= = ’
T x
e ) — 2 pT — 2
v = ! ' z,
T xr
el
(.1 .2 ¥ TS
__f'—-———f" dx o —f(——'— da
Ce ! +—C'e t
v ,
) o
e 2 s g2
~f’-—?f-l dr _f‘ e
___GCe ' — C'e *
- 2.

SUR LES COURBES UNICGURSALES DU QUATRIE\IE ORDRE,
DONT ON COXNNAIT LES TROIS POINTS DOUBLES ET CINQ
DOINTS -

POINTS; Pir M. A. ASTOR,

Chargé de Cours a la Faculté des Sciences de Grenoble.

1. On peut établir, entre les courbes unicursales du
quatriéme ordre et les coniques, un mode de correspon-
dance fort simple dont nous nous rendrons compte en
résolvant le probléme suivant :

L’un des foyers d’une conique inscrite a un triangle
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donné décrivant une conique donnée, trouver le lieu

de l'autrefoyer.

Sinous prenons le triangle pour triangle de référence,
et sinous appelons X, Y, Z, X,Y,,Z, les coordonnées
des deux foyers d'une conique inscrite au triangle, nous
aurons les relations connues

XX, = YY, = 7Z,.
Si (X4, Y, Z,)décrit la conique S,

S = AX2+ A'Y2 - A"Z2
+2BY,Z, -+ 2 B'Z, X, + 2B"X, Y, = o,

on aura, cntre les coordonnées de I'autre foyer, la re-
lation
(1) LT SIS S L1 A L
X2 Y2 72 YZ X XY

Cette équation représente toutcs les courbes unicur-
sales du quatriéme ordre dont les trois sommets du
triangle donné sont les trois points doubles ; car on peut
déterminer les cing cocfficients qui y entrent de maniére
que la courbe passe par cing points pris en dehors des
trois ¢otés du triangle. Dans ce procédé de transforma-
tion des figures, a une droite corrrespond une conique
circonscrite au triangle et réciproquement.

Pour abréger, nous appellerons U les courbes (r)et
Y les coniques circonscrites au triangle. U est indécom-
posable en méme temps que S; or S n’est une véritable
conique que tout autant que trois de ses points ne sont
pas en ligne droite; dés lors U ne peut avoir trois
points sur une conique X; etsi 'on se donne cing points
en dehors des trois cotés et satistaisant a cette condition,
ils détermineront effectivement une courbe U, car leurs
correspondants détermineront une conique elffective S.
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2. Voici une construction géométrique trés simple
pour avoir le point correspondant a un point donné.
Soient ABC ( fig. 1) le triangle donné et P un pointde
son plan; joignons AP et BP, et menons les droites éga-
lement inclinées sur une méme bissectrice des angles A

Fig. 1.
A

/AN

[,_/,,«—/ 2,
B TT—

et B, ces droites se rencontreront au point P; correspon-
dant a P; P et P, coincideront donc si 1'un d’cux est le
centre d’un cercle inscrit ou exinscrit au triangle ABC.

On pourrait aussi prendre le symétrique de P par
rapport au centre du cercle passant par les projections
de P surles wrois cotés, et celte construction mountre que,
si P est sur le cercle circonscrit au triangle, P, sera a
Vinfini sut la perpendiculaire menée de P a la droite de
Simson qui lui correspond. Cette remarque nous scra
utile par la suite.

Si P est sur I'un des cotés, P, est au sommet opposé.
En général, comme nous I'avons vu, a une droite corres-
pond une conique I; mais, «i la droite passe par 'un des
sommets, AP par exemple, la conique correspondante
se décompose en un systéme de deux droites, dont 'une
est le coté opposé BC, et l'autre la droite AP, qui, a
proprement parler, correspond seule a AP.

3. Construction par points de U, quand on en con-
nait cing points. — Construisons les cing points cor-
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respondant aux points donnés; ils déterminent la co-
nique S, dont nous pourrons, parles procédés ordinaires,
avoir autant de points que nous voudrons; construisant
les points correspondant a ces derniers, nous aurons au-
tant de points de U que nous le désirerons. Nous pouvons
avoir également la tangente en un point a de U; car, si
nous prenons le point @, de S qui lui correspond, a la
tangente a S en a, correspond une conique ¥ tangente a
Uen a, et si I'on cherche un autre point & de cette co-
nique correspondant a un second point b, de la tangente,
on pourra avoir la tangente en @ a la conique X qui passe
par les points @ et b, ¢’est-a-dire la tangente en a a U.

4. Construction des tangentes aux points doubles. —
Considérons une branche Aa de U (fig. 2): il lui cor-
Fig. 2.

A

respond un élément A, ¢, de S partant de T'un des
points A, de vencontre de $ avee BC; or on a

aAB = alAC§

en passant a la limite, on voit que la tangente en A a
Aa est la droite correspondant & AA,. Pour avoir les
tangentes aux trois sommets, il suffit done de prendre les
points de rencontre de S avec I'un des cotés et de con-
struire les droites qui correspondent a celles qui joignent
ces points au sommet 0pposé.
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Si BC rencontre S en deux points réels et distincts,
A est un point double réel ordinaire; si BC est tangente
a4 S, A est un point de rebroussement, et si D est le
point de contact, la tangente de rebroussement sera la
droite conjuguée de AD; d’ou nous déduisons que, si U
a trois points de rebroussement, les trois tangentes de
rebroussement sont concourantes, car S est alors inscrite
a ABC, et les droites qui joignent les sommets aux points
de contact des cotés opposés sont concourantes; il en
est de méme, comme on le sait, pour leurs conjuguées.

Nous pouvons avoir, relativenient aux six tangentes a
U aux trois points doubles, un théoréme général, dont le
précédentest un cas particulier. Soient D, D'les points de
rencontre de S avec BC, Dy, D) les points ou BC est
rencontrée par les droites conjuguées de AD et ADY; il
est facile de voir que les six points Dy, D', et les analogucs
sont situés sur une deuxiéme conique.

Soit

S=AX2 A'Y2: N"Z2 9 BYZ +- 2 B'ZX 4+ 2B"XY = o,
¢t considérons la conique dont I’équation est

S"_‘ AI!\I/X2+ ‘&”AYE—%— AA,ZQ
< 2ABYZ -+ 2 A'B'ZX + 2A"B"XY = o.

Si nous faisons Z = o dans les deux équations, nous
obtenons, pour les deux couples de droites joignant les
points de rencontre de S et §' avec Z au sommet XY,

les équations
AX2 - A'Y2 + 2 B"XY = o,

A'X2+ AY?2 +2B"XY = o,

et ce sont bien deux couples de droites conjugudes. 11
cn est de méme pour les autres, et nous pouvons dés
lors dire que :

Les six tangentes & une cowrbe unicursale du qua-
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trieme ordre en ses trois points doubles coupent les
trois cotés du triangle formé par les trois points doubles
en six points situés sur une conique.

De sorte que, comme on pouvait le prévoir, la con-
naissance de cinq de ces tangentes entraine celle de la
sixiéme. Ce théoréme comprend, comme cas particulier,
celui qui est relatif aux courbes a trois rebroussements.

5. Construction des asymptotes. — Soit 1 (fig. 3)
un point commun a $ et au cercle circonscrit. Nous
avons vu qu’au point I correspond un point a I'infini de

Fig. 3.

NS

,«_H
“T‘;‘\ ’
‘v

\

Sl -

/,/’ l\\ \/

U la divection asymptotique est la perpendiculaire IK
mende a la droite de Simson correspondant a l.

Supposons construite I'asymptote, sa transformée sera
une conique I tangente a S en 1, ce qui la détermine.
La parall¢le 4 IK menée par un point correspondant a
un point quelconque de cette conique sera I'asymptote.
Une construction trés simple consistera a chercher, au
moyen du théoréme de Pascal, la tangente a cette conique
¢n 'un des sommets, A par exemple; la droite conjuguée
de cette tangente coupera BC en un point de la trans-
formée, c’est-a-dive de asymptote.
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On aura donc les asymptotes de la courbe, si 'on con-
nait les points de rencontre de S et du cercle circonscrit.
Si S érait tangente au cercle circonscrit, deux asymptotes
deviendraient paralléles; la conique E considérée devient
le cercle circonscrit lui-méme dont la transformée est la
droite de I'infini; les deux asymptotes s’éloignent donc
al'infini, ce qu’on pouvait prévoir; car, si elles restaient
a distance finie, U aurait quatre points doubles, ce qui
est impossible. Si S était osculatrice au cercle circon-
scrit, trois asymptotes iraient a l'infini; les quatre iraient
a I'infini dans une méme direction si S et le cercle cir-
conscrit éLaient deux courbes surosculatrices, ¢’est-a-dire
si I'osculation avait lieu en un sommet de S.

6. Points d’inflexion. — A une tangente a U corres-
pond une ¥ tangente a S; a une tangente d’inflexion a
U correspond une X osculatrice a S; on aura donc les
points d’inflexion de U en transformant les points de
contact de S avec les T qui lui sont osculatrices. 11 est
facile dés lors d’avoir une courbe sur laquelle sont situés
les points d’inflexion de U.

Soit, en eflet,

S=AX24+A'Y2 - A"Z2 +2BYZ - 2B'ZX +2B"XY =o;
I'équation d’une coniquc osculatrice 4 S au point (&, 7, z)

sera
8§ (X8, + Y8, +Z8.)(IX +mY +nl)=o,

si l’on a
lr+~my +nz=o.

Pour que la conique soit une Z, il faudra que

A =18, =o,
A" m S; = 0,

A"--nS. =o,
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ct, parsuite, il y a six points donnés par I'intersection de
S avec la cubique

AX | AY AL

: t = 0.

S Sy Sy

Il y a donc six points d'inflexion, qui sont donnés par
Pintersection de U avee la courbe du sixiéme ordre

AYZ A'ZX
AYZZBZX - BXY " BYZ-AZX +BXY
A"XY

T BYZ-BIX=A'XY

Cette courbe, bien plus commode que la hessienne, a
trois points triples aux sommets du triangle de référence;;
clle coupe U en six points confondus en chacun de ces
sommets et six points distinets de ces derniers qui sont
les six points d’inflexion.

7. Dans le procédé de transformation employé, a une
droite @, b, correspond une conique I passant par a et b
conjugués de a, et b,; nous la désignerons par Tab. Au
point de rencontre de deux droites a4 by, ¢, dy, corres—
pond le quatriéme point commun a ab, Zed. A la tan-
gente en @, a S correspond une conique I tangente a U
en a; nous la désignerons par Sa2.

De cette réciprocité naissent un grand nombre de
théorémes, dont nous allons énoncer quelques-uns :

1° Il n'y aqu'une conique S tangente & cing droites ;
il Wexiste qu'une courbe U tangente a cing conigques X.

Le théoréme corrélatif du théoréme de Pascal est le
suivant :

Six points de U étant considérés dans Uordre abedef,
les quatriémes points communs aux trots groupes de
coniques (Sab, Sde), (Sbe, Sef), (Sed, Sfa) sont sur

une méme conique I.
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Transformons le théoréme de Brianchon :

Considérons six T tangentes a U, et leurs quatriémes
points communs successifs ; en les numérotant dans
l'ordre,2,3,4,5,6, les coniques 3, ,, Za5, 36 ont un
quatriéme point commun.

On sait que les six sommets d’un hexagone circonscrit
a S sont sur une méme conique : done, si ’on considére
les six coniques Xa?, £b2, S¢?, Sd2, Ze?, Sf2, dans
I'ordre circulaire indiqué, chacune coupe la suivante en
un point, ct les six points ainsi obtenus sont sur une
méme courbe U.

Citons encore, comme exemple de ces transformations,
qui sont, comme on le voit, en nombre indéfini, le théo-
réme suivant :

Deux cotés d’un triangle inscrit dans S passent par
deux points fixes p,, q.; le troisiéme coté enveloppe
uneconique S, bitangente .S en ses points de rencontre
avec la droite pq.

Théoréme corrélatif :

Si l'on prend un point quelconque a sur une courbe
U, et deux points p, q de son plan, les coniques Zap,
Saq rencontrent U en deux nouveaux points b et c;
Uenveloppe de Tbc est une courbe U, bitangente a U
en ses points de rencontre avec Ep(].

8. Cette transformation des figures conduit a une
propriété remarquable des droites de Simson, & savoir
que (*):

Les droites de Simson sont les asymptotes des hy-
perboles équilatéres circonscrites au triangle.

(') Voir WeiLL, Journal de Matheématiques speciales, 2° série,
t. II1, p. 16. Cu. B.
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Quelques préliminaires seront utiles pour la démon-
stration. Au centre du cercle circonscrit correspond,
&’aprés une propriété bien connue, le point de concours
des hauteurs; donc a un diamétre DE du cercle circon-
scrit correspond une conique T passant par le point de
concours des hauteurs, ¢’est-a-dire une hyperbole équi-
latére; les asymptotes de cette conique sont perpendicu-
laires aux droites de Simson relatives aux points D et
E, ce qui nous montre que les droites de Simson cor-
respondant a deux points diamétralement opposés sont
rectangulaires.

Menons la droite de Simson IH (fig. 4) correspondant

Fig. 4.

B\L HAlAC
NN

al) et joignons A au deuxiéme point K de rencontre de
DU avee le cercle; IH et AK sont paralléles.
En cllet, dans le quadrilatére inscriptible DHIC, on a

ct par suite

ce qui démontre la proposition.

Du point B menons BL perpendiculaire a AK, et joi-
gnons IL; en vertu du théoréme précédent, cette droite
est paralléle & AC, car c’est la droite de Simson relative
a B pour le triangle AKD.
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Cela posé, considérons I’hyperbole T asymptote a IH,
et cherchons, au moyen <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>