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SUR LES COURBES DE DIRECTION DE LA TROISIEME CLASSE;
Par M. LAGUERRE.

I.

1. Etant donnde une semi-droite quelconque A, si
'on considére 1’ensemble des semi-droites qui lui sont
parall¢les, on peut les regarder comme concourant en
un méme point situé a Uinfini ct que je désignerai par
A_. Les semi-droites paralléles a la semi-droite op-
poséc — A (') peuvent ¢étre regardées comme concou-
rant en un méme point — A_ situé a I'infini.

Ces deux points doivent étre considérés comme dis-
tincts, et, si I'on appelle D la droite définie par les
semi-droites A et — A, on voit que D renferme deux
points situés a I'infini, a savoir A_ct — A_.

Nous considérerons les points a I'infini comme situés
sur une conique infiniment aplatie et ayant pour som-
mets les ombilics du plan, et, pour plus de clarté, j'ap-
pellerai le point A_ un semi-point, en sorte que la co-
nique de l’infini sera le lieu des semi-points du plan.

Un point de la droite de Uinfini doit ¢tre considéré
comme la réunion de deux semi-points opposés.

Sil’on imagine un cycle variable qui touche constam-
ment deux semi-droites opposées A et — A, ce cycle,
lorsque son centre est rejeté a l'infini, se réduit aux deux
semi-points A_ et — A _.

Un semi-point peut étre considéré comme une courbe
de direction de la classe un; il n’y a du reste pas d’autre
courbe de direction qui soit de cette classe.

(') En général, D désignant une semi-droite quelconque, j'appel-
lerai — D la semi-droite opposée.
Ann, de Mathém., 3€ serie, t. 1I. (Mars 1883.)
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Les courbes de direction de la deuxiéme classe ne
comprennent que les cycles: je me propose, dans cette
Note, d’étudier les courbes de direction de la troisiéme
classe.

2. Soit p le nombre des tangentes que 'on peut me-
ner a une courbe de direction de la troisiéme classe et
parallélement a une semi-droite donnée; comme on peut
lui mener également p tangentes paralléles a la semi-
droite opposée, il résulte de la que, par un point de la
droite de I'infini, on peut mener a la courbe 2y tan-
gentes distinetes de cette droite. En désignant par p le
nombre des points de contact de la droite de infini et
de la courbe, on a done

2+ p =3,

et, comme o ne pent étre égal a 3,il en résulte z = 1 et
"= 1.

Ainsi la courbe considérée touche la droite de I'infini;
une semi-droite isotrope comncidant avee son opposée,
on voit en outre que les deux tangentes (distinctes de
la droite del'infini) quel’on peut, d’un ombilic du plan,
mener & la courbe, sont confondues; la courbe passe
donc par les deux ombilics.

3. Il est clair qu'on ne peut mener a une courbe de
direction de la troisiéme classe qu’une seule tangente T
paralléle a une semi-droite donnée. Tracons dans le plan
un cycle arbitraire K et menons a ce cycle une tangente
O parallele a T'; je dirai que cette tangente est 'image
de T. Si P'on imagine un nombre quelconque de tan-
gentes a la courbe considérée ct si I’on méne tangentiel-
lement a K des tangentes paralléles, ces derniéres (ou si
Pon veut encore leurs points de contact) formeront
Uimage des tangentes a la courbe. On voit qu'une
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tangente a la courbe est déterminée quand on se donne
son image sur le cycle K.

4. Considérons une courbe dedirection de latroisiéme
classc H et une tangente quelconque T a cette courbe.
Par chaque point de cette semi-droite, on peut mener i
la courbe deux tangentes distinctes de T'; soicnt a A et
Ao les tangentes issues d’'un point quelconque A de T.
Inscrivons dans ces deux semi-droites un cycle quel-
conque K sur lequel nous ferons I'image des tangentes
a H.

Soit B un autre point quelconque de T'; désignons par
B2 et 3'B les tangentes issues de ce point et soient yb et
~'b leurs images sur le cycle fixe K. 1l est clair que sil’on
se donne la semi-droite by, la tangente B3 est détermi-

née et, par suite, le point B ainsi que la deuxi¢me tan-
gente BB et son image 4. Des deux tangentes au cycle
K, by et by, I'une étant déterminée quand on sc donne
I'autre, il en résulte qu’elles forment un systéme en in-
volution et que leur point de rencontre b décrit une
droite du plan. Cette droite U passe du reste par le
point A, puisque les tangentes Aa ct Ao’ se confondent
avec leurs images.
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A chaque point B de.la droite T correspond un point
b de la droite Uj; les points B et 5 déterminent donc sur
ces droites des divisions homographiques et, comme le
point A se correspond évidemment & lui-méme, on en
conclut que la droite B passe par un point fixe du plan.

Pour déterminer la position de ce point fixe, je re-
marquerai que, si le point B s’éloigne & I'infini sur la
tangente T, 'une des tangentes que ’on peut de ce point
mener a la courbe est la tangente opposée a T. Si done
nous menons au cycle K la tangente 0 anti-paralléle a T,
le point b est situé sur cette semi-droite et la droite 4B
se confond avee © qui, par suite, contient le point fixe
cherché.

Soit P ce point fixe; par ce point menons une droite
paralléle a U et coupant T au point o. Le point o ou
Po rencontre U étant situé a infini, les tangentes me-
nées de o' au cycle K sont opposées et onut pour direc-
tions celles déterminées par la droite Pw; il résulte done
de ce qui précede que les tangentes issues de w sont les
deux semi-droites opposées déterminées par la droite
Pw, qui est ainsi une tangente double apparente de la
courbe.

Ainsi la courbe de direction de la troisiéme classe la
plus générale passe par les ombilics du plan, touche la
droite de T'infini et a une tangente double apparente;
’estdonc un hypercycle cubique, ou,en d’autres termes,
une anticaustique parréflexion de la parabole, les rayons
incidents étant paralléles.

5. La proposition que je viens de démontrer peut en-
core s’énoncer de la facon suivante :

Considérons une tangente quelconque T 4 un hyper-
cycle cubique H; d’un point A, pris arbitrairement sur
cette semi-droite, menons les deux tangentes a la courbe
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A et Ao’ qui sont distinctes de 'I', puis inscrivons dans
ces semi-droites un cycle quelconque K.

Fig. 2.

— T
P’
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Menons a ce cycle la tangente © anti-paralléle a T et
soit Ple point ou cette tangente rencontre la tangente
double PP’ de la courbe; soit de plus AU ladroite menée
par A parallélement a P.

Cela posé, si, par le point fixe P, on méne une sc-
cante arbitraire coupant respectivement T et U aux
points B et b, les tangentes que l'on peut mener a 'hy-
percycle par le point B sont paralléles aux tangentes
menées du point b au cycle K.

6. Par le point P menons au cycle K la tangente PCc
qui est distincte de 0 ; il est clair, d’aprés la proposition
précédente, que cette semi-droite est également tangente
a 'hypercycle, et qu’en faisant varier le cycle K, qui est
assujetti a-la seule condition de toucher les tangentes
Aa et Ad/, on obtiendra ainsi toutes les tangentes a la
courbe.

Remarquouns maintenant que le cycle qui touche a la
fois les tangentes Aa, Ao/, PC est précisément le cycle
K, que celui qui touche PC et les deux tangentes oppo-
sées PP’ et P'P se réduit au point P; enfin que, des
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deux tangentes communes a ces cycles, 'une est C et
Pautre la semi-droite © dont la direction reste con-
stante, quelle que soit la tangente PC considérée ; nous
pourrons alors énoncer la proposition fondamentale
suivante :

Tutoneve I. — Soient A, A’ et B, B deux couples
de tangentes a un Iy /)el'cycle cubique H et T une tan-
gente quelconque & cetie courbe; construisons les deux
¢y cles qui touchent respectivement A, A’ et T, B, B’ et
r‘l“ . ] l m . l

s ces deux ¢y cles ont ‘T pour tangente commune, la
seconde tangente commune 0 est paralléle a une semi-
droite fixe.

1l suffit, pour démontrer ce théoréme, de remarquer
qu'unc transformation par semi-droites réeiproques
transforme un hypereyele cubique en une courbe de
méme espece et que on peut toujours eflectuer la trans-
formation de telle sorte que les tangentes B et B se
transforment en une tangente double apparente de la
courbe transformée; auquel cas le théoréme résulte
immédiatement des remarques qui précédent.

6. Le théoréme précédent donne une propriété re-
*marquable de six tangentes quelconques a un hyper-
cycle. En voici d’autres conséquences :

Etant donnés deux couples de semi-droites fixes A, A’
ct B, B’ ct unc direction fixe ©y, menons une semi-droite
quelconque @ parallcle a4 0, puis construisons les cycles
qqui touchent respectivement A, A’ et 8, B, B' ct 9. Ces
cycles, qui touchent @, ont en outre une deuxi¢me tan-
gente commune T'; cette tangente, lorsque © se déplace
parallélement a elle-méme, enveloppe un hypereycle
cubique tangent 4 A, A', Bet B

Si l'on fait vatier la direction ®,. on déterminera
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ainsi tous les hypercycles cubiques qui touchent les
quatre semi-droites A, A’, B et B'.

7. Comme application, supposons que les tangentes
A et A’ soient les tangentes isotropes issues du foyer I
de la courbe et que les tangentes B et B’ soient les semi-
droites opposées définies par la tangente double appa-
rente PQ.

En désignant par T une tangente quelconque a 'hy-
percycle,on voit que le cycle, qui touche T ct les droites
isotropes issucs de I, est le cycle K qui a précisément

Fig. 3.
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F pour centre; le cycle qui touche T, B et B se réduit
au point de rencontre « de T et de PQ. La seconde tan-
gente ccmmune a ces deux cycles est la semi-droite U
qui est 'antisymétrique de T par rapportaladroite oI
On peut donc énoncer la proposition suivante, qu’il
serait trés facile du reste de démontrer directement :

Un hypercycle ayant pour foyer le point ¥ et pour
tangente double la droite PQ, si a désigne le point
olvune semi-droite quelconque T tangente & la courbe
coupe la droite PQ, Iantisymétrique de T relativement
& la droite Fa a une direction constante.

1I.

8. Etant données quatre semi-droites (uclconques
Ay A,y Aj et Ay, construisons les bissectrices (A, A,),
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(A, Az), (A Ay) ()5 les foyers des paraboles qui
touchent ces trois droites sont les foyers des hypercycles
cubiques qui touchent les semi-droites données; on sait
d’ailleurs, par un théoréme connu, que le lieu desfoyers
de ces paraboles est le cercle circonscrit au triangle dé-
terminé par les trois bissectrices.

Ainsi le licu des foyers des hypercycles cubiques qui
touchent quatre semi-droites données est un cercle K,
ct, comme il est facile de le voir, ce cercle est celui qui
contient les centres des quatre cycles inscrits dans les
triangles que I'on peut former avec les semi-droites don-
nées en les prenant trois a trois.

Soient K, K, et K; trois de ces cycles et o, o, 25 Icurs
centres 3 I désignant le foyer de I'un quelconque H des
hypercycles qui touchent les semi-droites données A,
A,y Aj et Ay, il résulte de ce qui précede que I, o, 2,
et o, sont situés sur le cercle K.

En d’autres termes, si 'on appelle I et J les deux om-
bilics du plan, le rapport anharmonique des semi-droites
FI, a1, 2,1 ct a31 est égal au rapport anharmonique
des semi-droites I'J, 2,J, @, ct 235 ce que T'on peut
encore énoncer de la facon suivante :

Sil’on méne a 'hypercyele H et aux cycles Ky, K, et
K; des tangentes paralléles 4 une droite isotrope d’un
systéme, puis des tangentes paralléles a une droite iso-
trope de systéme diftérent, les deux syst¢mes de semi-
droites ainsi obtenues ont méme rapport anharmonique.

Remarquons maintenant qu’une transformation par
semi-droites réciproques transforme un hypercycle cu-

(') Je rappelle que je désigne par la notation (C, D) la bissectrice
de deux semi-droites données C. et D, cest-a-dire la droite parfaite-
ment determinée qui est le licu des centres des cyeles qui touchent ces
semi-droites.
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bique en une courbe de méme espéce, que le rapport
anharmonique de quatre semi-droites paralléles se con-
serve aprés la transformation et que la transformation
peut toujours étre choisie de facon que deux semi-droites
prises arbitrairement aient pour transformées des droites
isotropes : nous en conclurons immédiatement que la
proposition précédente subsiste pour des directions quel-
conques prises dans le plan.

D’ou le théoréme suivant :

Tuatorime II. — Soient A,, Ay, As et A, quatre
semi-droites et K, K, Ky les cycles inscrits dans les
triangles que U'on peut former en adjoignant successi-
vement & A, deux quelconques des semi-droites A, A,
et Ay soit de plus B un hypercycle cubique quelconque
qui touche les semi-droites données. Cela posé, si l'on
méne & la courbe et aux trois cycles des tangentes pa-
ralléles & une direction quelconque, le rapport anhar-
monique de ces quatre semi-droites est constant.

On peut encore I'énoncer ainsi qu’il suit :

Tuitoreme III. — ZLtant donnés trois cycles qui
touchent une méme semi-droite A, si une semi-droite T
se déplace de telle sorte que le rapport anharmonique
de cette semi-droite et des tangentes, menées aux trois
cycles dans une direction paralléle, ait une valeur con-
stante k, T enveloppe un hypercycle cubique tangent
@ A et aux trois semi-droites qui touchent a la fois
deux des cycles donnés (V).

Remarque. — En faisant varier le nombre &, on dé-

(') Si les trois cycles donnés n'étaient pas tangents a unc méme
semi-droite, 'enveloppe de T serait un hypercyele de la quatriéme
classe : je reviendrai sur ce sujet.
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terminera ainsi tous les hypercycles qui touchent les
quatre semi-droites dont je viens de parler.

9. Considérons le faisceau des hypercycles cubiques
qui touchent quatre semi-droites données Ay, Aa, Ay et
Ay. Soient Aet A’ deux semi-droites prises arbitraire-
ment; a chacune des courbes du faisceau on peut cir-
conscrire un angle, et un seul, dont les cotés soient pa-
ralleles a A et 4 A'; il résulte de ce qui précéde que le
liew du sommet de cet angle est une conique dont les
asymplotes sonl paralléles & A et a N

En particulicr, quand les semi-droites A ct A’ viennent
a sc confondre, on obtient la proposition suivante :

Si, & chacune des cow bes du faisceau, on méne une
tangente paralléle i une semi-droite donnée A, le lieu
du point de contact est une parabole dont I axe est pa-
rall¢le a A.

I1L.

10. L’étude des courbes de direction de la troisiéme
classe se rattache & un autre genre de considérations
d’une grande importance dans la théorie générale des
courbes de direction.

Etant donnéc dans un plan fixe une droite quelconque
D, on peut, par cette droite, mener deux plans isotropes
(ui sont distincts si la droite n’est pas clle-méme une
droite isotrope; nous rattacherons respectivement ces
deux plans aux deux semi-droites A et — A déterminées
par la droite D.

Ainsi, par toute semi-droite du plan, passera un plan
isotrope parfaitement déterminé. Cela posé, étant don-
née une courbe quelconque de direction K, si I'on ima-
gine les divers plans isotropes qui contiennent les tan-
gentes a cetle Coul‘bc, ces l)lilllS eny e]opp(‘ront unc
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surface X5 en d’autres termes, sil’on considére ladévelop-
pable isotrope (') compléte qui est circonscrite a K, cette
développable se décompose en deux surfaces distinctes
qui correspondent a K et a la courbe qui lui est opposée.

11. Il résulte de la que la classification des courbes
planes de direction se raméne a la classification des sur-
faces développables isotropes.

Ftant donnée une surface déy eloppable isotrope X de
classe 7, tout plan sécant P la coupe suivant une courbe
de direction K qui est de la méme classe. Je ferai remar-
quer ¢n outre qu’en désignant par © I'aréte de rebrous-

sement de I la projection orthogonale de © sur le plan P
est la développée de la courbe K suivant laqud]e le plan
coupe la développable.

Les cones isotropes qui ont pour sommets les divers
points de © coupent le plan P suivant les cycles oscula-
teurs de la courbe K.

12. On voit, en particulier, que I'étude des courbes
de direction de la troisiéme classe se raméne a celles des
développables isotropes de troisi¢me classe et ces courbes
sont toutes de la méme espéce, puisqu’il n'y a qu’une
seule espéce de développables de la troisiéme classe.

Soient © une cubique gauche isotrope et ¥ la déve-
loppable isotrope dont elle est I’aréte de rebroussement;
on voit que toute section plane de T est un hypercycle
cubique (en d’autres termes, une anticaustique par ré-

(') Jappelle developpable isotrope unc surface développable dont
toutes les génératrices sont des droites isotropes et dont, par suite,
les plans osculateurs sont des plans isotropes. Voir, a ce sujet, mon
Memoire sur Uemploi des imaginaires en Géometrie (Nouvelles
Annales, 2° série, t. XI; 1872).

Des considérations analogucs a celles que je développe ici ont éte
employées par M. Stephanos dans diverses Communications orales
taites a la Societe matheématique de France.
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flexion de la parabole, les rayons incidents étant paral-
léles); la projection orthogonale de © sur un plan quel-
conque est par suite une caustique de parabole.

13. Comme application, considérons un hypercycle
cubique K ; soient T ]a développable qui est I'enveloppe
des plans isotropes, qui contiennent les diverses tan-
gentes a I'hypercyle, et © la cubique gauche qui forme
son aréte de rebroussement.

Considérons trois tangentes quelconques A, B et C a
I'hypercycle; désignons respectivement par a, b et ¢ les
points ou clles touchent la courbe ct par a, 3 et yles
points ou les plans isotropes menés par A, B et C touchent
la cubique . Ces plans osculateurs de T se coupent en
un point ¢ qui, d’aprés un théoréme connu, est situé
dans le plan déterminé par les trois points «, 3 et y; soit
T la droite suivant laquelle ce plan coupe le plan P de
Ihyperceycle K.

Les cones isotropes ayant respectivement pour som-
mets a«, 3 et y coupent le plan P suivant les trois cycles
Ra, Ry et R; qui osculent K aux points @, b et ¢, et 'axe
de similitude de ces trois cycles est évidemment la
droite T'. Le cone isotrope ayant pour sommet e point ¢
a pour trace sur le plan P le cycle inscrit dans le triangle
ABC et, commele point ¢ est dansle plan «fy, il en ré-
sulte que le centre de similitude de ce cycle et de 'un
quelconque des cycles Rq, Ry et R, est situé sur T.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Etant donnés trois points quelconques a, b, ¢ d’un
hypercycle cubique, si 'on imagine les cyles Ra, Ry et
R. qui osculent la courbe en ces points et le cycle R
qui touche les tangentes mences en ces mémes points,
les six centres de similitude de ces quatre cycles consi-
derés deux & deua sont sur une méme droite.
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14. On doit remarquer cn particulier le cas ou le plan,
qui contient les points o, 5 et v, est un plan isotrope; la
proposilion précédente peut alors s’énoncer ainsi qu'il
suit :

Ftant donnés un hypercycle cubique K et une semi-
droite arbitraire A située dans son plan; il y a trois
¢y cles osculateurs de K qui touchent A. Les tangentes
menées aux points d osculation et la semi-droite A sont
tangentes ¢ un méme cycle.

15. J’énoncerai cncore le corollaire suivant :

Si, par un point quelconque P, pris dans le plan
d’un hypercycle cubique K, on meéne des tangentes a la
courbe et si I’on considére les trois ¢y cles qui 'osculent
auwx points de contact, Uaxe de similitude de ces trois
cycles passe par le point P.



