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THEORIE NOUVELLE DU CALCUL DES VARIATIONS;

Par M. A. PICART.

1. Le calcul des variations, envisagé dans toute son
étendue, a pour objet la solution du probléme général
suivant :

Etant donnée l'intégrale

du  du )
T4y TCaeveaa Ly Uy —— 3 = seee
1 M ny del (l,"l
du d*u dPu

ny
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dans laguelle u, ¢, w, ... sont de certaines fonctions
dexy,xay..., Ty on fait subir respectivement aux va-
riables xy, X3, ..., Xp €t aux fonctionsu, v, w,. .. des
wariations infiniment petites 6y, 60Xy, . . ., 6Ly, Ou, &¢,
ew,. .. que lon suppose fonctions de x\, x5, ... 2, 1l
s'agit de trouver la wariation correspondante &V de
cette intégrale.

Pour résoudre cette question, nous nous bornerons a
q 9
considérer le cas particulier d'une intégrale triple dans
laquelle ne figure qu’une seule fonction u, les résultats
8 q )
relatifs a ce cas s’étendant facilement a celui d’'un nombre
quelconque de variables indépendantes et de fonctions.
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2. Soit donc & trouver la variation que subit I'inté-
grale triple

, A du du dn d*u dn
(l) \ :./J jl‘ (1‘,)’,5, u’(-l'—J" (7—}” (—1:’ E:"';ﬁa“‘)d.l‘d}/d:

lorsque les variables indépendantes x, v, z et la fonc-
tion u de ces variables subissent respectivement des va-
riations infiniment petites ox, ¢y, 0z, ou, fonctions
dex, y, =.

La variation d'une somme étant égale a la somme des
variations de scs partics, on a

eV = ///EIF(I‘) %,) d.rduyd:,]

ou, en appliquant aux variations les régles de difléren-
tiation des fonctions

(2) av:/'/'f(aF.dfdyd; +F.3dedyds).

11 faut donc évaluer ¢¥ et ¢ dzdy dz.

3. Or
_— dFB dF ; dF
p— ;1—1— I—i—@q} + ;[M:aq
(3) _*_d’a d¥ | du
’ du ' -+ “du dr ?
d—
dua

par conséquent, il suflit de calculer la variation des dé-

rivées partielles successives de la fonction u.
Or,attribuer aux variables ., 3 , z et ala fonctionu les

accroisscments infiniment petits dx, 8y, ¢z, cu, cela



revient a poser

~
<

>

et 4 substituer aux variables a
riables X, Y, Z, et 4 la fonction
fonction U de X, Y, Z. On est
les valeurs des dérivées partielles de cette nouvelle fonce-
tion U, par rapport a X, Y, Z, au moyen des dérivées

[T T

ottt
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or = X,
sy =Y,
oz = 7,
ou = U,

partielles de u par rapport a x, y, =.

Pour évaluer ces dérivées, on regardera U comme une
fonction de x, y, z exprimée par la derniére équation
du groupe (4) et x, y, 3 comme des fonctions de X, Y, Z

données par les trois premiéres.

On a ainsi

dU _ dU
‘ X = ds
§ dU  dU
() VY T dr
AU dU
dl. — dr

dr dU dy dU
X Tdy aXx T ds
dr AU dy dU
N DT
dr dU dv dU
a7, " dy di. T ds

dr df.

mais les équations (4) donnent

dU

dx

(6) -

d

ds

v

LV

U

du dsu
dr " dz’
du dsu
dy dy’
_du  dBu
T ds T ds’

", ¥, 2 les nouvelles va-
u de x, y, z la nouvelle
donc conduit a calculer

ds
d\

day

S

.gz;
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ct
l+d8x dx  ddx dy ddx dz _
dz)dxX " dy dXx T dz ax — "
ddy dx dsy\ dy dsy dz
(7) ‘dxd—x+<‘+7;>d—x+7;z\z~°’
dis dr  dis dy ( dis\ ds _
dzdx "dyax "\!"@GE)ax T
dox\ dz  ddx dv déx dz_n
s Yo ) T dy aYy T ds ay — ©
ddy dx d8y ddy ds
g) . Luraex asy az
%) a’de+<l+dy>dY+dz ay "
( dis dv  dis dy c_l%) ds o
oy T ayay T\ T@)ay T
d3zx\ dx dix dy diz ds
s“‘a‘;)ﬁ dy di. " dz az =@
d3y dx d3y\ dv  ddyds
(9) Wﬁ+<’+@7>d7 s L%
ddz dxz  diz dy ddz\ dsz
dzdi " dydi "\'Tdz)azT"

Comme dx, 8y, 8z et par suite

leurs dérivées sont

des infiniment petits, les équations (7) montrent que

du L6 dy ds
ax estlind, 7% ox
que l'on a, sans calcul,

dr ddx
aX ' dz
dy das
) X~ @
dz _ ddz
dX —  dz’

mﬁnlmentpel.lts et enconsequence,

aux quantités du second ordre pres.
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De méme, des équations (8) et (9) on déduit

dy _ ddy
&=y
) & s
dY dy
de  dix
T dy’
et
(A dés
aZ "' T d@E
, dx ddx
(9) 217‘ = — = s
dy dsv
di. —  ds
En portant ces valeurs, ainsi que celles de@ 9’2 au
in portant ces v s q e dy’a’z’

données par les équations (6), dans les équations (5),
on obtient

dU  /du ddu (ﬁ._ﬁ(‘
ax @@ )T @z

du dBu) diy (du  ddu\ diz
& T &) dr T \@& T a5 ) dz’
ﬂ~ du dou\ diz
dy —“<% dz ) dy
(e dhw) (dby(du | diwy dis
o " H)\'TF) & T E) G
au (du ddu\ dizx
dZ ~ \dz " dz ) d

_ ddu\ diy du ddu ddz
&y —;+<a;+7; ')
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ou, abstraction faite des termes du second ordre,

dU du déu dudix dudiy dudss
dX — dr + drx dar, dx dy dr s dx
dU  du déu dudir duddsy dudss
NG TG & dy Ay dy s dy
dU du déu  du dér dudsv  du dis

dZ — ds T ds ~ dr ds dv ds — ds d3’

et, si 'on pose

du . du du
— B — — ) 3
dx dy ds ’

&

o —

ces formules deviennent

U du . dsw N d*u S d*u d*u .
_— —_— — 0 —— 0 - 03I,
d\ dr dr da? dxdy ) drds"
dU du d%w ?u . d*u d*u
— o oy -

(10) dY — dy ' W + dydx or dy* ™~ - c-/‘yd; °%
dU _ du v d*u - IR TN d’u 5.
dZ. ~ ds “ds dsdx = dsdy AN =R

De 1a on déduit les valeurs de

dU ilﬁ dU du  dU du
AN T dx’ dY T dy’ dL T ds

ou de
du _du  _du
S OTV, et
savoir
Jdu ddw d*u . d*u d*u
0% = —([; -+ ;h—io.r+mo_y'~f- mo:,
(11) 811—[ = iaf:—l— -ﬂ &L‘+d_’—u8r—|— ﬂa;
dv— dy  dyvdx dy* ¥ " dyds
~du dow d*u d?u . dPu,_

<.

VCds T s T n':-r].ror+ dsdy sy ds?

FEn diflérentiant la premiére des équations (10) par rap-
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port a X, Y, Z, la scconde par rapport a Y etZ, et la
troisiéme par rapport a Z, et tenant compte des équa-
tions (7'), (8), (¢'), on obtient successivement

du dA*%w  ddu e
iE T dm T astt H;;;{—yoy)
PU_L e dudie(dy
d\? dr¢ds dx? dx dr
' du_ddy dru dis \
drdy dx deds dx
d*u . ddh
- <217(7; + termes du premier 0rdrc> T
d*u . ¢s
— <m -+ termes du premier ordrc> T’
ou
A*U d*u d?dw ddu ddu . Pu

= —— 4 —— = O oy 3
dX* T di? d.r? dr’ dxridy - dxtds
ety de la méme manicre,

AU du d*dw
d\dY T dxdy + ﬁ.rd)’
du du d*u

T ddy "t Tedy: ™ T drdvds
d*U _ d*u ?5w
AL = drds T deds
Bu du Bu
deds ™ T dedyds ™ T drdz "
A*U  d*u  d*ow Bu ddu Bu |
Z“IY') - C(_V; —+ 71‘;2— -+ [—ll'—d}T‘) l’+[—z}/—;’1‘y+ 3)—/%03,
A0 dru N d2owm
diu ddu . u s

-+ 8.
drdvds - dy*ds e dvds?
af[‘ _du ELTS) Adu A . Adu .,

——

az: T dz A drd="" T dydz T A
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par suite,

N T
dx® ~ dx? dxr®
; N d®u Sy 4 ddu is
driay drids 7’
d*u  d*dw Adu
dxdy — dxdy + dx*dy oL
v d*u 8s
+ dxdy? o+ dedyds ™’
d*u d*tw d*u
drds  dzds + drids "’
Adu dPu
(12) - drdyds Ot Iz 2
e adzu:(l??,ui +-‘—liu.-81;
dy? dy? drdy*™
ddu . ddu
. 7{? Sy + moz,
N d*u d*cv L d3u .
dyds — dyds  drdyds
odru o du
| " dyrds ¥ dy dz* °%
‘ ~dru d*éw  dPu
s T dsr T drdz®t
Bu d*u
3z.

T dyd2 " T dm

Telles sont les variations des dérivées premiéres et
secondes de u. La loi de formation en est évidente; il
‘reste a montrer qu’elle est générale.

Supposons, a cet effet, que I'on ait

N d+iu di+J 8w di+i+1y di+i+ly
° - = - i - - O - 0V
dridy) — doidy! T dzidy 7 dxidyiei Y
di+1+1

g
33,

+ dridyids
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en différentiant 'équation

d+i U di+u ‘ di+7 3w divi+1y
dXidYi — doidyl  daidyl | doidyl T
di+i+t g - di+i+1y

F daidy Y dridyids

par rapport a X, on obtiendra

di+i+1 di+J+1 Sw Adi+i+2 N
| - . - - — - . - 0.
dz+idyl * dedyl T dziridy)
di+i+2 N di+i+2 .
= - = — o3
di+i+1UJ + dzridyi+i Y + dei+tdylids dix
-/ L h LY ’ —
AN dY/ di+/*+1y dox N di+i+y dsv !
dzitdyl dx dzidy/*' dx
di+i+ty diz
+ dridy/ds dx

di+i+1y
— | =———— —+ termes du 1°" ordre
<dx'dy/+‘ /) dr

\ a

dsy

di+i+y, dss
— | =———— -+ termes du 1°rordre ) —,

dxty/ds dx
ou

di+i+ di+i+1y di+i/+15w divi2y
v - = n - n - 0,
AXdYl = dwidys - detiidyl T dardy?

di+j+2 u . di+j+'2 12
+ dz i dyiT oy + dzidylos

o
6z,

ou
o di+i+1y, di+i+1 3y Ai+i+2 . di+i+2y .
) - g - e oxr 5790
dx i+t d}/ dai+t d),/ a dxi+2dy’ + dxz+ld}</+l Y
di+/+2y
—.~,—~ 03,

+ E’Eir%iyf ds

, s qe . . d¥iu
c’est-a-dire la formule relative a ———
dzidy

> dans laquelle

Vindice ¢ est remplacé par i +1, ce qui démontre la
généralité dela loi de formation des variations des déri-
vées partielles successives de la fonction u.
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Si lon porte dans ol les valeurs de ces variations, on
~pa ., . . .. N A oA A
aura oI’ exprimé en fonction lindaire de cx, oy, 8z, cw
et des dérivées partielles de do.

4. Quant 4 la variation de dx dy dz, c’est-a-dire du
produit des diflérenticlles des variables indépendantes,
onl'obticndra en se rappelant que, lorsque 'on substi-
tue dans une intégrale muliple aux variables x, 3, =
d’autres variables X, Y, Z lides aux premicres par trois
équations, il faut sabstituer aun produit dedy ds le
produit dX dY d7. multiplié par le déterminant

dr dy ds

L dN  d\N dN
A- )(’_f b ds
dY Y
?(/r oy d:
|

A7, dL dl
cest-a-dire que F'on a

ANy a7, — T A

lei, la valeur du déterminant est, aux quantités du
second ordre pres,
dsr ddy dss
po e dey .
dor dy ds’
.
il en résulte pour dX dY dZ.— dur dy dz. ou la variation
de dx dy dz,
dsr dcy dss
13) d(drdyds:)={| — + —— + — )drdyds.
(13) o¢ . ) dr v T ds Y
La variation ¢V de I'intégrale sc présentera donc sous
la forme d’une intégrale triple portant sur une fonction
lindai . \ le 5a. d d dor dov dds
inéaire nomogéne de o, dy, dr, —, —, —=
° T Y de’ dv ds ]
~ .. . . '
de ow et de ses dérivées partielles successives.
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5. On peut la ramener a une intégrale portant sur

une quantité qui ne renferme que Sw en facteur.
di+i+k 3

. , . .
En effet, d’abord le terme qui contient ToTdyTdF

donne lieu 4 I'intégrale

(ll+j-+-/»°
[ e
qui peut s’écrire
Adt+I+4 G
Iy ds / A L2
//(’( drt (l)’(l../‘(
ou, en intégrant par partics,
LA d!«l—j—k/n—l'),
/ / (u»d;< ARG
. dxt Ny ds?h
[t+/+/—lgw
o // /(LL H;’:@)!(i g dy ds.

Cette derniere intégrale, dans laquelle ordre de la

dérivée de dw est abaissé d'une unité par rapport a x, se
transformera de méme cu une autre dans laquelle Pordre
sera abaissé de deux unités, et ainsi de suite jusqu’a ce
quil v’y ait plus de dérivées de 6w par rapport a x. On
fera de méme pour les dérivées relatives a y et pour
celles relatives a 5, et Pon aura finalement une intégrale
daus laquelle ne figurera plus que la variation go.

Ensuite, en transformant de la méme manicre les in-
tégrales

[[Fdordzdl dz, ///l ded;d-,
I
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on obtient pour la premiére

[ dy ds(F dx)

° dr dF\ du dF \ d2u
ﬂ/‘/f[<3;>+<%)35+<ddu>d72+'-']8$dfdyd:-
[ (% ‘—i;

Or, dans ¢F, les termes qui renferment ¢x en facteur

(dl? dF \ dbu
A T

dx

sont

donc, apres réduction, les termes qui renfermeront &,
8y, 8z seront

dF 'dua alu6 du8~>
—M&ax+@y+z"’
etils se réduisent avec —— ou a
du
dF su du - du du 5z
W\ T EE TR &
ou
dF
E—(Z 8(1).

Ainsi, toutes réductions faites, la variation ¢V se com-
posera d’une suite GG d'intégrales doubles relatives aux
limites, c’est-a-dire a la surface du corps dans I'éten-
due duquel doit se faire I'intégration triple, et d'une in-
tégrale triple de la forme

JijSwd.rdydz,

M étant unc certaine fonction de x, y, z, u et des dé-
rivées partielles de u.
S'il y avait sous U'intégrale triple proposée plus d'une
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fonction u, s’il y avait deux, trois fonctions u, v, w, en

posant
L VO PV L VP
—_ — —— 0} — —— 63 = 0w
dr dy Y T &z ’
. dy - dy do 3 .
8¢ — — 08X — — 0 — —— 03— Sw
dx dy o ds b
- dw dw dwv .
oW — —— —_—— 05 = OW,,

dx or dy o ds

on arriverait, aprés réductions, a 'intégrale triple
f[ f(Mam & Niw, + Pawg)drdy ds.

6. Supposons maintenant qu’il s’agisse de déterminer
les fonctions u, ¢, w, de maniére que, quelles que soient
les variations dx, ¢y, ¢z, cu, év, 6w, la variation ¢V soit
nulle. Comme, dansles intégrales doubles, il n’entre que
les valeurs a la surface des variations ¢x, 3y, 6z, 8w,
3w,, dw, et de leurs dérivées, tandis que dans 'intégrale
wriple les variations sont relatives a toute I’étendue du
corps, il faut évidemment que I'intégrale triple et I'en-
semble des intégrales doubles soient séparément nulles;
et pour que l'intégrale triple soit nulle, quels que soient
3w, Sw,, Sw,, il faut que I'on ait ’

.
M=o, N=o, P—o,
trois équations nécessaires et suffisantes, avec I’équation
relative aux limites G = o, pour déterminer les trois
fonctions u, v, w.

7. Exprimer que la variation de V est nulle, quels que
soient 6w, 6w,, 0wy, ¢’est exprimer que 'intégrale V est
maximum on minimum.

Sil’on proposait de trouver le maximum ou le mini-
mum dont est susceptible V quand une, deux, trois
autres intégrales V,,V,.V; relatives aux mémes fonctions
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u, v, wct aux mémes variables x, 5, z doivent conserver
en méme lemps chacune une valeur constante, il faudrait
joindre a Péquation ¢V = o les équations analogues

th =0, EV.Z: o, 8\"3: o
et I'on devrait avoir simultanément

G +/ / / (M S + N\ o, + P atog)dxél)’(lz —o,

o e

Gy + / / / (M, 80 + N Sw, == P 8wy)dxdyds = o,

, g
() Co. .
G, + / / / (\Lysw -+ Nydw, + Pyéowy)dedyds — o,
G, + / / / (Myéw + Nyouy + Pyowy)dedyds —o.

Or on peut toujours poser

. d
M0 -+ N 2w, + Pydw,=— —,
dr
. d7
N[.z 8('; -t N_,Eml = l’._,([o).l j— ———),
dx
. dn
MSw = Nytw;—+ Pylwy= ——,
dr

Ky hay g étant des fonctions de x, 9, 53 dou, en dési-

gnan( Pﬂl‘ A ]C (_]C[(‘l'llllll(lll(

M, N, P,
M, N, P,
| M, N, P,

d), ), dhy
s Adw = Ay A AT
(13) / Acw, =1 ,ﬁv{»l%zd/”—i—Bxd\—Af‘,
dx da dx
{3,
’ NP dx, N ,z( Iy o, Ly

dx dr

du
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En portant ces valeurs de ¢v, Sw,, ¢w, dans la pre-
micre équation du groupe {14), on obtient

[/[ MA,+ \NB,+ PC, 3, MA,+ NB,+ PC,
0=G + +
. . ( A dx A

o De MAHNBy+ PG,

'

dx A

d, .
7;) dxdyds;

P'intégration par partics donne ensuite

G
/-/‘[c_n == \B, = PG, + (MA, -+ NB, = PG, + (MA, 4 NB,+ 1)(:_‘)_)\_,1 dvds

A
/ / {d MA x;a,w*q
e 3 dr N

an \r-Vih -pe, PR \;;J ~bC,
- —_— — At —— | dzdyds;

da dx

mais Ay, Ay, hy sout, dans Pintéricur du corps, des quan-
tités arbitraires comme cw, ¢w,, ow,; donc on doit avoir

MA, =+~ NB, -+ PC, = a2,
(16) < M, = NB, - PC, == b4,
M, NB,+ PC==cy,

«ay b, ¢ élant indépendants de x. Mais on arriverait au
méme résultat si, au lieu d’égaler les quantités

~

M;¢o + N,Cw,; - P, Sw,,
M,Cw + N,yow, 4 P,ycw,,

M, 8w —+ Nj0w; + P;0w,

aux dérivées relatives a o de trois fonctions 7y, Ay, Ag,
on les égalait aux dérivées relatives a y oua z. Donc «,
b, ¢ doivent étre regardées comme des constantes.

Des trois équations qui précédent, en se rappelant les
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propriétés foridamentales des déterminants, on déduit
| M= aM b M, cM,,
(17) [ N =aN, + &Ny, +¢cN,,
. P =al, +bP, +cP,.
Telles sont les équations qui serviront a4 déterminer

les fonctions u, v, w. 1l faudra, en outre, tenir compte
de I’équation aux limites

' MA, -~ NB,+PC,.  MA.+NB,+PC,.
\ A A A A2 ,
G+[f( dyds —
) ’ MA, -+ NB, -+ BC, . \ 4 O
T

0

u
+a[f),dydz+b[[).2dydz +c [[)\3d)'dz:o;

mais on a

G, = »‘{:/i[%dxd)'dz:—_—L/‘f)\,d_ydz,

P

Gy =~ / / hody ds.

G, — w'[i[)\xdvdz:

cette équation équivaut donc a
(18) G=aG, + bG,+ cG,.

D’onl’on voit que les équations qui servent a déter-
miner les fonctions u, v, w ne sont autres que celles aux-

quelles on serait conduit si 'on cherchait le maximum
ou le minimum de la fonction

.

V—aV,—bV,—cV,.

La recherche des maxima ou minima relatifs se trouve
ainsi ramende a celle des maxima ou minima absolus.



