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DE QUELQUES PROPRIÉTÉS D'UNE FAMILLE DE POLYGONES
QUE L'ON PEUT FORMER AVEC UN POLYGONE DONNÉ;

PAR M. L.-F. IBACII,
Etudiant à la Faculté des Sciences de Marseille.

I. Considérons un polygone dont les n sommets sont
désignés par les // premiers nombres : i , 27 3, . . . , / / , et
imaginons que ses eôtés 12, 9.3, . . . soient divisés dans
des rapports a,2, a23. • . • *, la figure obtenue en joignant
successivement les points de division sera un nouveau
polygone, que nous désignerons, pour abréger, par
polygone (a l 2 , a23, . . .) du premier et dont nous allons
étudier quelques propriétés. Nous nous bornerons d'ail-
leurs à donner l'expression de la surface, du polygone
résultant, pour passer de suite à l'examen d'un cas
particulier, celui du triangle, où nous rencontrerons
quelques propriétés qui pourraient être dignes d'atten-
tion.
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II. Expression de la surface du polygone résultant.
— Appelons « 1 2 , ^2 3 les sommets de ce dernier . Il est

clair que la surface S est égale à la surface .v du poly-

gone donné moins la somme des triangles analogues à

( « 4 2 , 2, <723). D'ail leurs, si . r , , y , , .r2 , <) 2 , • • • sont les

coordonnées des sommets i , 2 , 3 , . . ., ^12,/) «!>,-•• celles

de rt,2, ^23? • • •- nous aurons

«12 - r l -+" -r2 « l î^ ' i -*" 1'2
r — r — ^ ^

les autres s'obtenant par une permutation circulaire.
D'après cela, la surface du triangle («12 , 2? a**) sera
donnée par le déterminant

où ( 1 re -Or, ce dernier se réduit à ^—

présente la surface du triangle formé par ces trois som-
mets. Il en résulte que nous avons

1 (a12-r- i)(a23-r 1)

le signe ^V" indiquant qu'il faut permuter les indices

n fois, afin de faire le tour du polygone.

III. Expression de la surface du triangle résultant.
— Dans le cas particulier du triangle, la formule précé-
dente devient

( a t ,

et, en remarquant que (i23), (a3i) , (3i -2) ne sont autre



cljose que s,

( î ) S = s
(«u-r-:

Lorsque les côtés sonl divisés dans le même rapport a,

(a + i):1

La formule ( i ) montre que la surface du résultant est
proportionnelle à celle du triangle donné. De plus,
comme elle est symétrique en a12, a23, a3M elle indique
que tous les triangles résultants que l'on pourra former
avec cette série de rapports, en changeant Tordre de di-
vision, sont équivalents; par suite :

THÉORÈME 1. — Les résultants obtenus en permutant
sur les côtés la même série de rapports sont équiva-
lents.

JV. La formule (i) montre aussi que, pour que le

rapport - soit un nombre donné A, on doit avoir

(a12-ri)(a23+i)(a31 + i) = A(a12a23a31-f-1),

et cela indique que, deux des rapports étant fixés, il sera
toujours possible de déterminer le troisième, pour que la
condition ci-dessus soit remplie. En particulier, la con-
dition, pour que le résultant (a12a23a3i ) soit équivalent
au triangle fondamental, sera

«12 "+• «23 "+- «31 = — ( «12 «23 "+" «23 «31 + «31 «12 )>

c'est-à-dire qu'il faut que la somme des rapports soit
égale et de signe contraire à la somme de leurs produits
deux à deux. En d'autres termes, tout faisceau de racines
de l'équation

«r3 H- a te2 -+• a x -\- b = o,



dans laquelle a et b sont complètement arbitraires,
pourra former une série de rapports, tels que le triangle
résultant correspondant soit équivalent au triangle fon-
damental .

V. Considérons deux triangles T et T' de surfaces s
et s\ et imaginons que Ton en forme les résultants
(*i2a23*31)

 e t (a'i2a23a3i)- ^ $ e t $' sont les surfaces de

ces derniers, nous aurons

o — S

Par suite
^12 «23*31 -

Supposons maintenant que a '1 2= a,2, a'23 = a23, . . . ,
c'est-à-dire que l'on prenne pour les deux triangles la
même série de rapports *, nous voyons facilement que :

THÉORÈME IL — Les surfaces des résultants corres-
pondant à une même série de rapports de deux\triangles
sont entre elles comme ceux de ces derniers, et, en par-
ticulier :

Les résultants correspondant à la même série de
rapports de deux triangles équivalents sont équivalents
aussi.

VI. Si l'on a en même temps S = 5, S' —s', c'est-
à-dire si les résultants sont équivalents au triangle corres-
pondant, l'équation (3) devient

l — («12-»- «23 +" «31-+ q|2«2T-t- «2-» «31- )
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Or, d'après (IV), le second terme du premier membre,
ainsi que celui du second membre, sont identiquement
nuls : il reste donc

«12 2-23 2.31 — a ' l 2 a î 3 a 3 1 >

qui s'énonce ainsi :

THÉORÈME. — Lorsque le résultant est équivalent au
triangle de base, le produit des rapports est un nombre
constant quel que soit, le triangle de base que Von con-
sidère.

VJJ. Considérons maintenant n triangles I \ , T2, • . .
dont les surfaces sont S^So, ...,SW, et imaginons que l'on
prenne les résultants de ces triangles en conservant pour
tous la même série de rapports; si CTJ, T2, O-3, . . . , cr/? sont
alors les surfaces de ces résultants, nous aurons

ajoutant,

Si donc on considère un triangle équivalent à la somme
des triangles donnés et que Ton forme le résultant de
ce triangle, en prenant les mêmes rapports, celui-ci sera
équivalent à la somme des résultants formés avec chaque
triangle.

VIII. Des triangles résultants de divers ordres, —
Demêmeque nous avons considéré le triangle(a,2,a23V..)
résultant d'un triangle donné, nous pouvons former le
résultant de ce nouveau triangle avec une série de rapports
( ai a* a2 3* a i \ ) : c e s e r a a l ° r s un résultant du second ordre



( )
du triangle donné. En continuant de la même manière,
on obtiendra, après n opérations, un triangle qui sera
un résultant du premier ordre par rapport au (n — i)ième

et du rcième 'ordre par rapport au triangle donné. La série
de rapports changeant toutes les fois, nous nous propo-
sons de résoudre le problème suivant :

IX. Trouver l'expression générale de la surface d'un
résultant du nième ordre.

Soient s la surface du triangle donné, et 84,82,.. -jSn

les surfaces des résultants successifs. Nous avons, en ap-
pliquant la formule ( 1 ),

11 1 „ « - 1 Mn 1
g g

Multipliant ces égalités membre à membre, pour éli-
miner S<, . . .,S,i_4, nous avons

a a?
( a " l 2 - f - i ) . . .

Lorsque, dans la formation des résultants successifs, on
a la même série de rapports, la formule devient

1 " ̂

) I
S —

et enfin, lorsque les côtés sont tous divisés dans le même
rapport a t,



X. Ces expressions montrent que les résultants d'ordre
quelconque jouissent des mêmes propriétés que ceux du
second ordre et leur sont absolument analogues. Ainsi,
on a, comme précédemment ;

Les résultants d'ordre quelconque de deux triangles
correspondant à la même série de rapports sont entre
eux comme les surfaces de ces triangles.

En particulier, ils sont équivalents si les deux pre-
miers le sont.

XI. Les résultats précédents montrent de plus que
les résultants successifs vont, en général, en diminuant;
nous pouvons donc chercher :

La limite "vers laquelle tend la somme des n premiers
résultants d'un triangle donné, lorsque n tend vers
l'infini.

Pour simplifier, nous supposerons que l'on conserve
la même série de rapports; nous aurons alors

S,= y s,

En ajoutant membre à membre,

^ S = Y* -r- Y2 s -+-...= Y*(I-T- Y -i- ...-+• Y*-1)*

c'est-à-dire

Si nous faisons tendre n vers l'infini, la somme tend vers la
limite chercher T, et nous avons

i - Y
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XL On peut appliquer à l'étude précédente la méthode
des polaires réciproques. Considérons, à cet effet, un
triangle (i^3), son résultant ( a ^ a ^ a ^ ) et une conique
auxiliaire. Au triangle (ia3) en correspondra un autre,
et aux sommets du résultant, divisant les côtés 12, 23,
3i dans des rapports a12, a23, a34, correspondront trois
droites passant par les sommets du triangle polaire et
partageant les angles correspondants en des parties dont
le rapport des sinus sera a,2, a23, a3i. Au triangle résul-
tant correspondra donc le triangle formé par ces droites,
et comme la surface de ce résultant est donnée par une
expression S = ys, s désignant la surface du triangle
donné, la surface de celui qui est formé par les trois
droites ci-dessus sera donnée aussi par une expression de
la forme S = -/o-, a- étant la surface du triangle polaire de
(i23). Toutes les propriétés des résultants s'appliquent
donc à ces derniers. De l'étude précédente, il résulte, par
suite, les deux faits assez singuliers que voici :

Si Von prend} sur les côtés d'un triangle, trois points
(jiielconques, ou si Von mène par les sommets trois
droites aussi quelconques, les surfaces de ces triangles
sont proportionnelles à celle du premier et, par suite,
proportionnelles entre elles.


