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REPRÉSENTATION DES FONCTIONS
D'UNE OU DE PLUSIEURS V4RIABLES, ENTRE DE CERTAINES LIMITES DE

CES V\RIABLES, PVR DES SERIES PROCEDANT SUIVANT LES VALEURS,

RELVTIVES A UN INDICE VVRIABLE ET MULTIPLIÉES PAR DES

COEFFICIENTS CONSTANTS, D'UNE FONCTION QUI SATISFAIT A UNE

CERTAINE FORME D'ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

OU PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

PAR M. A. PICART.

1. — Cas d'une seule variable.

On sait qu'on peut toujours déterminer les coefficients
A{), A,, A2, . . -, An, B,, B2, . . . , B„ delà série

Ao-+-A4 cos.r -f-A2cos2^r -h. . .-h \ n cosnœ -+-.. .
4- Bi sin.r 4- B2sin2 j " -h . . . 4- B„ sin nx 4- . . ,,



de manière qu'elle représente une fonction quelconque
f (oc) entre les limites — iz et -f- 7: de x.

Ils sont donnés par les formules

I
I f {oc) cos ix dx z=z Ai I cos2 ix dx = r, Ah

/
/(x) si 11 ixdx =n B,- ƒ sin2û?r/j? — TTB,-.

Les fonctions cos nx et sin /zxqui , d'uu terme au
suivant, varient avec l'indice TZ, satisfont à l'équation
différentielle du second ordre

Si l'on considère deux solutions u et u' de cette équation,
correspondant à deux valeurs différentes quelconques
n et 7i' de l'indice /z, 011 voit qu'il existe entre ces valeurs
la relation

. , . , . du du' ,, , ,
et si la quantité u-r- — u-j~ est nulle, ou prend la
même valeur aux deux limites a et è, cette relation
devient

uur dx — o.

C'est cette propriété de la fonction u qui sert de base
au mode de détermination des coefficients du développe-
ment en série.

Généralement, si une fonction u de x satisfait à une



équation de la forme

ou aura, en désignant par u' la valeur de u qui corres-
pond à l'indice ;i',

U-dx"~U~di)*{x)\a-Ja [F(*>* )-*(*>")]"«<**.

par conséquent, si la quantité

fdu du1

dx dx

est nulle, ou prend la même valeur aux deux limites a
et Z>, et si F(.r, //') — Y(jr,n) se réduit à une constante
multipliée par une fonction ^(.r), on aura

rb

I l{x) uu'dx — o.

D'où il résulte que la série

Aao«tto -t-Aa u* -fAft«a -h...-f- \at//ttt-f-.

dans laquelle uai désigne la valeur de u correspondant à
la valeur a/de l'indice 72, pourra représenter une fonction
quelconque f\or)^ entre les limites a et Z>, lorsque le
coefficient Attt sera déterminé par la formule

cb ch^
j / ( J ? ) uaidx z=z Attt I l(x) u^dx.

Ainsi, par exemple, si Ton considère la fonction
u -= cosnx, l'indice n satisfaisant à Véquation

ni tang ni = const.,

on pourra développer une fonction ƒ (.r), de o à/, sui-



vaut la somme des dilïorentes valeurs en nombre infini
de cos il x, multipliées chacune par une constante. Car
vosnx satisfait à l'équation

î i i . , ,du du' , •.
et de plus Ja quantité u —. u~l~ s a n n u ' e pour x = o

el x = /, puisqu'elle est égale ici a

— n cosn'' x sin nx -f- n' co$nx sin nf.r,

(jui est nul pour x = o et devient, pour .r = /,

— // cos nrl sin ni 4- /^ cos ni >>\\\ n'l

(— ni tang ni -t- /i'l tiingn'l) cos ni cosn'Y,

c'est-à-dire zéro, en vertu de l'équation de condition.
J)e même une fonction donnée quelconque de n

pourra se développer entre les limites— J et ~f— i suivant
les valeurs de la fonction 9 (.r, /*, /) correspondant à
toutes les valeurs entières de/z de o à -f- ce et multipliées
chacune par un coefficient, si G (.r, 7*, /) satisfait à
l'équation

dl)
r-d

il.r
nln -h i ) •

puisq

J)e même la série

Ao-+-A,R -+-

pourra représenter une fonction de x quelconque entre
les limites o et p, si R/; satisfait à l'équation

cl r » ^ ï
— — : — h [-//( // _|_,) __ Px-] wn •= o,
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et si la quantité

'* dx n dx
s'annule pour x = p.

II. — Cas de deux variables.

Supposons maintenant que TJ^x^y, n) soit une fonc-
tion de deux variables x et y satisfaisant à l'équation

d\ fAx, y) —-

,Av)±—JL^I.
' - dx

-H F(.r, v, /OU 3 o .

On aura, pour une autre valeur ri de l'indice,

dx

d'où l'on déduit

Si la fonction y) \X,y) est nulle ou prend la même va-
leur pour x = a et x = b, en même temps que f2 (»r,y )
est nulle ou prend la même valeur pour j ' = c ety — d;
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si U'-i U —j— est nul ou prend la même \aleur pour

x = a et x = è, en même temps que U' —7 U -7— est
* M dy dy

nul ou prend la même valeur pourjv = c et y = rf; ou
quey^(»r,j ') soit nul ou prenne la même valeur pour
.r = a e t x = J, en même temps que U' —) U -y— est

nul ou prend la même valeur pour y = c et j) = rf- ou
enfin que ƒ2 ( ^ j ) scnt n u ' o u prenne la même valeur

p o u r y ~ cetj = <i, en même temps que U' —z U -y-
ctoo doc

s'annule ou prend la même valeur pour x = a et j ^ = b ;
si, en outre, la différence F ( x , j ) , 71') — F ( x , ^ , /i) se
réduit à une constante, fonction de 77, 71', multipliée
par une fonction \(x,j'), on voit qu'on aura

* i* C*
j j ^\v,j r y — o.

Par suite, une fonction quelconque O(jr, 7̂ ) pourra se
développer en une série de la forme

<ï>(.r, v) — S^A^Uf.r, r, A?),

et Ton aura

r'' rrf

1 1 ^(.r, i')A( .r, > )U (.r, y, n)dxdy

— An ƒ ƒ X(.r,y)U2(.r,y, n)dœdy,

ce qui déterminera la constante Aw.
Ainsi, par exemple, la fonction Yw satisfaisant à l'é-

quation

« = : O,



. a2 s annulant pour y. = — i et IJL = -+- i, et

prenant la même valeur pour-<J; = o et ty = 2TT, si Yn est
une fonction périodique de l'angle à, de période 'iit, on
pouira développer une fonction quelconque ^(jx, '̂ ) de
deux variables JJL et A, entre les limites — i et 4- i pour
UL, et o et in pour 4, suivant une série de fonctions Yn

multipliées cliacune par une constante, ou écrire

h» coefficient A,2 étant déterminé par la formule

1 * 0 • 1 « 0

Mais, pour déterminer ainsi les coefficients, nous avons
admis le développement en série comme possible, ou plu-
tôt nous avons admis que la série fournie avec les diverses
valeurs delà fonction M, multipliées par les coefficients
ainsi déterminés, repiésentait la fonction donnée. Orcela
est loin d'être évident.

Voici comment on peut le démontrer généralement.

I. — Cas d'une seule variable.

D'après le mode de calcul des coefficients Aftj de la
série

los intégrales prises de a à b de cette série et de la fonc-
tion donnée/(.r) , après leur multiplication par une cer-
taine fonction \(x) et par cliacune des valeurs de la
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ionetion uiji) correspondant à toutes les \aleurs en

nombre infini de l'indice rc, ces intégrales sont égales. I]

en résulte nécessairement que pour toutes les valeurs

de x comprises entre a et b la somme de la série est égale

à la valeur de la fonction. En effet, représentons par v(x)

la somme de la série*, divisons l'intervalle de a à b en p

parties égales; désignons par h l'une des parties et po-

sons rt + A=a'1,rt-i-2A = j :2 , . . . , r t+(p — i)hz= xp_ K.

Si p est infiniment grand, on pourra regarder les inté-

grales, de a a 6, des deux fonctions v{x) et f{x) multi-

pliées par A(.rjz/a/, comme égales, l'une à

x ( x ) - f -

l'autre à

la quantité mq représentant l'expression

On a donc

moy{a) -h mlo(xi) -h. . .-^ mp^xv(
— mo/(a) -L- mj^xt )-+-...-i- mp

Cetce égalité doit avoir lieu pour une infinité de sys-

tèmes i de valeurs des quantités m0, m{, m2,. . . , mp_{,

indépendants entre eux, correspondant à toutes les va-

leurs en nombre infini de l'indice n\ ce qui, d'après la

théorie des équations linéaires, exige que l'on ait

o (a) —f(a) — o, ç( .r t) — j\œx) ~ o,

<p(a;,) -f(,T2) — o ? ( ^ - i ) ~ / ( ^ / » - i ) = o ,

c'est-à-dire que les fonctions/(.r) et cp(a* ) prennent les
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mêmes valeurs pour toute valeur de x comprise entre a
vtb.

On peut donc écrire, quand le coefficient Attj est déter-
miné par la règle ci-dessus,

II. — Cas de deux variables.

De même, si l'on désigne par 'f (•?",y ) la somme de la
série

A«BUac 4- AttiUai -h AajUai + . . . -h AaiUft< h . . . ,

dont les coefficients ont été formés avec la fonction don-
née ƒ (.r,}') par l'application de la formule

b d

f j f(x,y)l(x,r)Laidxdr

on a, pour chacune des valeurs en nombre infini de l'in-
dice 71,

p-sq-t p=sq=t

7 7 mP

q

xp^yq)~ 7 7 ^ , J ? (* r / ^ /7 )^

l'intervalle deo: = a à x => b étant supposé partagé en
s parties égales à A et celui de y = c iiy = d en t parties
égales à /r, xp et yq représentant respectivement a -h ph
et c-\-qk, et mpq étant la valeur du multiplicateur
^(x.y)XJahk pour x =-• x^ et j =yq-

Celte égalité peut s'écrire

p=zs q = t

y 7 mP,<i[f(*rij'<iï
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et, comme elle a lieu pour une infinité de systèmes indé-
pendants de valeurs des coefficients mp,ç, correspondant
chacun à chacune des valeurs en nombre infini de l'in-
dice 72, on en conclut

e'est-à-dire que les deux fonctions f[a\jr) et <?(x, y\
prennent les mêmes valeurs pour tout système de valeurs»
de x et y compris entre x = «, x= h et entre y = c,

11 convient de remarquer que ce théorème se trouve-
rait évidemment en défaut dans le cas où la fonction u
serait de sa nature essentiellement paire ou impaire par
rapport à Tune des variables et où on l'assujettirait a
fournir le développement en série d'une fonction im-
paire ou paire de cette variable entre deux limites —a ,
•+- a égales et de signes contraires.


