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REPRESENTATION DES FONCTIONS

D'UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES, ENTRE DE CERTAINES LIMITES DE
CES VARIABLES, P\R DES SERIES PROCEDANT SUIVANT LES VALEURS,
RELATIVES A UN INDICE VARIABLE ET MULTIPLIEES PAR DES
COEFFICIENTS CONSTANTS, D'UNE FONCTION QUI SATISFAIT A UNE
CERTAINE FORME D’EQUAT]ONS AUX DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
OU PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

Par M. A. PICART.

1. — Cas d’une seule variable.

On sait qu’on peut toujours déterminer les coeflicients
Aov Ay, Asy ooy AL B, By, oL, B, dela série

A+ A, cosx +A,cos22 ...+, cosnx +. ..
+ B,sinx + B,ysine2w +...+B,sinnx +..
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de mani¢re qu’elle représente une fonction quelconque
f(x) entre les limites — met + = de x.
Ils sont donnés par les formules

[ JS(x)dr =2%A,,

+ T + T
/ f(x)cosz}cdx:A,-f cos’lxdr —=xA,,

Caad —+ 7
f J(x) sinixdr =B; [ sin?izdr ==B,.

Les fonctions cos nx ct sin nx qui, d'un terme au
suivant, varient avec I'indice 7, satisfont a I'équation
différentielle du second ordre

d?u o
—_— ncu — 0.
dJ.2

Sil’on considéredeux solutions u et o de cette équation,
correspondant a deux valeurs différentes quelconques
nct n' de 'indice n, on voitqu’il existe entre ces valeurs
la relation

b
du du'\ R
W—- —u— /| = (n'*—n? wu'dr.
d‘ll‘ d‘l', «

- a

u du’
— — u— cst nulle, ou prend la
dx dx ? P

méme valeur aux deux limites a et b, cette relation

ct si la quantité o'

devient
13

[ wi' d.e = o.
“a
C’est cette propriété de la fonction u qui sert de base
au mode de détermination des coefficients du développe-

ment cn série.
(Généralement, si une fonction u de a satisfait a une
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équation de la forme
d [o(w) du
AT tdr] F(x,n)u=o
d.r T ’ 0

on aura, cn désignant par «' la valeur de « qui corres-
pond a Pindice 7/,

du du” b b , ,
[(u T Y ) go(x)]” __L[ [F(z,n"y— F(x,n)]uu'dx;

par conséquent, si la quantité

,du du’
e el e o(x)

est nulle, ou prend la méme valeur aux deux limites a
etd, ctsi F(w,n') — 1 (r,n) se réduit a une constante
multipliée par une fonction A(x), on aura
b
f Max)uu'dx = o.
“a
D’ou il résulte que la séric
Aoy + A Uo,+ A tty,+. ..+ N1ty +. . .,

dans laquelle u,, désigne la valeur de u correspondant a
la valeur a;del'indice n, pourrareprésenter une fonction
quelconque f{x), entre les limites a et b, lorsque le
coefficient A, sera déterminé par la formule

2 b b
jf(x)u,‘dx:Aa‘f Ma)uldre.

Ainsi, par exemple, si I'on considére la fonction
1w = cosnx, I'indice n satisfaisant a I’équation

nltang nl = const.,

on pourra développer une fonction f(x ), de o a /, sui-
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vant la somme des dilférentes valeurs en nombre infini
de cos na, multipliées chacune par une constante. Car
cosnx satisfait a I’équation

d’u R
o T rtu=o,
., ,du du'
ctde plus la quantité o/~ — u—— s’annule pour 2 == o
dr dx

et =/, puisqu’elle est égale ici a
— necosn'asin nx + n' cosnx sinn'.r,
qui estnul pour .z = o et devient, pour x =/,

— ncosn'lsinnl + n' cosnlsinn'l
ou
(— nltangnl + n'ltangn'l) cosnl cosn'l,

¢'est-a-dire zéro, en vertu de P'équation de condition.

De méme une fouction donnée quelconque de n
pourra sedévelopper entre les limites — 1 et + 1 suivant
les valeurs de la fouction § (a, 2, {) correspondant a
toutes les valeurs entiéres den de 0 a4 + oo ctmultiplides
chacune par un coeflicient, si 0 (x, n, /) satisfait a
Péquation

(
(I!U—nz)(—[l

o i &
+ @ +1)— — 3 0 — o,
| —

1
/ 08" dar = o.
7

Ag+A R+ R+ 0 4+ AR, +. ..

dux
puisqu’on a

De méme la séric

pourra représenter une fonction de x quelconque entre
les limites o et 5, si R, satisfait a I'équation
.2 ar,

d.x e

0T +[ntn+1)—L2?R,=o,
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dR, . dR,
" dr T "dr

et si la quantité -

R
s’'annule pour x = p.

II. — Cas de deux wvariables.

Supposons maintenant que U(x,y, n) soit une fonc-
tion de deux variables x et y satisfaisant a I’équation

{U
d[ft(“’a}’) ;7‘1:]

dx

[fg z, w)dzl

d)’

w(r)

. u(,r)

+F(z,y,n)U =o.

On aura, pour une autre valeur »’ de I'indice,

dlflxv)d,]

o(y) — —
dU’
[f ('Z‘y") *“]
“?“'Y(T)"”T"—“‘ 4+ F(z,v,n")U' =o,
d'ot 'on déduit
e dU’
[Maen (e )] e

~«[ [mx y)(U'—ﬂb"U'ﬂy:r'(x)dz
:v[ f [F (2, y,n') — F (@, y, n)]CU' da dy-

Si la fonction f; {x, y) est nulle ou prend la méme va-
leur pour & = a et x = &, en méme temps que f (x,y)
est nulle ou prend la méme valeur pour y =c et y = d;
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si U'i(—— ; 4U° est nul ou prend la méme valeur pour
dx dzx
!
r=aetx=~>, en méme temps que U’ —p—~—D 40 est
dy dy

nul ou prend la méme valeur pour y =cety =d; ou
que f, (x, ) soit nul ou prenne la méme valeur pour
r =actx=>b, en méme temps que U' 4y —U %,9-, est
Y
nul ou prend la méme valeur pour y =c¢ et ) =d; ou
enfin que £, (x,) soit nul ou prenne la méme valeur

dU dat’
pour y=c et ) =d, cn méme temps que U U
s’annule ou prend la méme valeur pourax =act y = b;
si, en outre. la différence F(x,y,n') —F(x,y,n) se
réduit a une constante, fonction de n, »/, multipliée
par une fonction A(x,y), on voit qu’on aura

b ad
/ / M, Y UUdrdy =o.

a oo

.

Par suite, une fonction quelconque @ (., y) pourra se
développer en une série de la forme

d(ax, V)= 2,A,Ul(x, ¥, n),

et I'on aura

b ad
[ / ®(x.v)nix, ) U(a, v, n)drdy
) e b d

— A, / [ W, ) Ui, v, n)dx dy,

cc qui déterminera la constante A,,. .
Ainsi, par exemple, la fonction Y, satisfaisant a I'é-

quation

L3 dYn
"[(‘_ k) dp.] &y,
T A . p?odyr

+n(n+1)Y,=o,
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p— ul sannulant pour p=—1 et w =+ 1. et

JAY, dY'

1 n' Ty T Y/z ="
dy dy

prenant la méme valeur pour< =oet¢ = 2=, siY,est
une fonction périodique de I'angle ¢, de période 27, on
powra développer une fonction quelconque ®(u,¢) de
deux variables p et 4, entre les limites — 1 et 41 pour
u, ct 0 et 27 pour 4, suivant une série de fonctions Y,
multipliées chacune par une constante, ou écrire

n
D(u, )~ S‘ ALY,
<~

le coefficient A, étant déterminé par la formule

At ~2"

a1 3=
f (W)Y, dudy =\, [ [ Y2 dudy.
=1 0

N 1 <0

*
Mais, pour déterminer ainsi les coefficients. nous avons

admis le développement en série comme possible, ou plu-
t6t nousavons admis que lasérie fournie avec les diverses
valeurs de la fonction u, multipliées par les coeflicients
ainsi déterminés, représentait la fonction donnée. Oreela
est loin d’étre évident.

Voici comment on peut le démontrer généralement.

I. — Cas d’une seule variable.

D’aprés le mode de caleul des coefficients A, de la
série

(x) (v)

(
\ﬂoum -+ Aulum -+ Amu:xr" = AV; ll':) EEERE

les intégrales prises de a a & de cette séric et de la fone-
ton donnée f(x), aprés leur multiplication par une cer-
taine fonction Alx) ct par chacune des valeurs de la
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fonction w™®) correspondant a toutes les valeurs ey
nombre infini de I'indice n, ces intégrales sont égales. 1|
en résulte nécessairement que pour toutes les valeurs
de x comprises entre a et b la somme de la série est égale
alavaleur delafonction. En effet, représentons par o(x)
la somme de la série; divisons I'intervallede @ a b en p
parties égales; désignons par & 'une des parties et po-
sonsa—+h =xy,a+2h=2xs,...,a+ (p—1)h=x,_,.
Si p est infiniment grand, on pourra regarder les inté-
grales, de a a b, des deux fonctions ¢ (x) et f(x) multi-

plides par x(x)u,, comme égales, I'unc 4

mye(a) + myo(x) + myo(x,) +...+mpy 19(xp_q).
I'autre a

my f(a) —mf(x)) +myf(x) +...+my f(2p_y),
la quantité m, représentant 'expression

7(xq) uqajf/‘ h.
On a done

mog(a) +mye(xy) +... = my o(2p )
=myf(a)~mf(r)+...+my,_,f(z,_,),
ou

mo[¢(a) — f(a)] + my[e(z)) — f(xy)]
-mylo(xy) — f(x)] +. ..
+mpa[e(2py) — flxpy) =o.
Cetce egalite doit avoir lieu pour une infinité de sys-
témes ¢ de valeurs des quantités mg, my, moy. oo mp_y,
indépendants entre eux, correspondant a toutes les va-
leurs en nombre infini de I'indice n; ce qui, d’apreés la
théorie des equations linéaires, exige que 'on ait

e(a)—flay=o, ¢(x,)—f(x,) =0,
¢(zy) —flxy) =0, .... o(xpy)—flxp_y)=0o0,

c'est-a-dire que les fonctions f () et ©(2') prennent les
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mémes valeurs pour toute valeur de x comprise entre «
et b.
On peut donc écrire, quand le coefficient A, est déter-
miné par la régle ci-dessus,

S(x) =AU,

II. — Cas de deux variables.
De méme, sil’on désigne par o(x,y)la somme de la
série
AUy, + A, Up + AU, +. . A U .,

dont les coefficients ont été formés avec la fonction don-
née f(x,y) par I'application de la formule

b ad
[ [ Sz, )0 (x, v) Uy dxdy

va

b ad
= A, [ [ Mez,y)Uldzdy,

on a, pour chacune des valeurs en nombre infini de I'in-
dice n,

p=sq=t p=sq=t
E 2 my o f(Zp, ¥q) = 2 2 my,  2(Zp, Vq)s
p=1g=1 p=1qg=1

Vintervalle de x = a & x = b étant supposé partagé en
s partics égales a hetceluide y = ¢ ay=d cn t partices
égales a k, x, ct y, représentant respectivement a + ph
et c+-gk, ¢t m, 4 étant la valeur du multiplicateur/
MM,y YU, hk pour x = xp et 3 = 3.

Cette égalité peut s'écrire
p=sqg=t
S‘, 2 Mp g f(2p, 7g) — 2(xp, ¥g)] =05
=

q
7 =1
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et, comme elle a lieu pour une infinité de systémes indé-
pendants de valeurs des coefficients m,, 4, correspondant

chacun i chacune des valeurs ¢n nombre infini de 1'in-
dice n, on en conclut

S(Zps 3 g) = 0(Zp. ¥y

c’est-a-dire que les deux fonctions f(ar.y) et ¢(x,y)
prennent les mémes valeurs pour tout systéme de valeurs
de x et y compris entre x =a, x=>0 et entre y =c,
y=d.

11 convient de remarquer que ce théoréme se trouve-
rait évidemment en défaut dans le cas ou la fonction u
serait de sa nature essentiellement paire ou impaire par
rapport a I'une des variables et ou on l'assujetiirait a
fournir le développement en série d’une fonction im-
paire ou paire de cette variable entre deux limites —a,
-+ a égales et de signes contraires.



