
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

CH. BIEHLER
Sur l’élimination
Nouvelles annales de mathématiques 3e série, tome 1
(1882), p. 529-542
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1882_3_1__529_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1882, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1882_3_1__529_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR L'ÉLIMINATION;

PAR M. GH. BIEHLER.

L Considérons deux équations

œ(.z) = BQÛCP -h B, a^-1-f-... +

et supposons que m soit supérieur à /?.
Soient de plus

Formons le système des équations

et désignons par A le déterminant du système de ces
équations, considérées comme linéaires et homogènes
entre les quantités xm~*, xm~% • . . , x1, x° ; le détermi-
nant A sera symétrique par rapport à la diagonale prin-
cipale. Désignons en outre par A, le déterminant du
système des équations

( # ) O
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et
= O,

— O,

///i-i <?(*) — ?p-

considérées comme linéaires et homogènes en x ' n | ,

a:"*"2, . . . , a ? , x ° .

Il est aisé de voir que Ton a entre A et A1 la relation

très simple
A

Il nous sera avantageux, dans ce qui suit, de considé-
rer le déterminant A qui est symétrique, de préférence
au déterminant A4 qui ne jouit pas de la même propriété.
Cette substitution de A à A{ ne présente aucun inconvé-
nient si, comme nous le supposons, Ao est une quantité
différente de zéro. Posons

j\*(x) =z 1 -f- G2/„,2 .r'»-2 4- . G2

on aura alors

G l f, G1)2 • • • G1>;/1

G2,i G2 > 2 . . • vJ2fm

A zz

et il est clair que A = o est une condition nécessaire



pour que les deux équations f{x) = o et <p (x) = o aient une racine commune. Je dis que cette
condition A = o est aussi dans tous les cas suffisante.

I.

2. Supposons en effet que A = o et que les déterminants d'ordre m — i, mineurs de A, ne soient
pas tous nuls 5 nous allons démontrer que dans ce cas les équations proposées ont une seule racine
commune.

On pourra en effet écrire l'identité

G,,.
Gl,m

. . . Lrm—p̂ rn

ou bien
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en posant

U
Qm—p+x.x G/n^-p+i^ . . . G/rt—p-t-i^-i fm—p ^m—p-hl,|x-f-l

G/n,l G m , î . . . Gm,(x_i Jm—\ Gm?|A-f-i

et

o

o

V = Gm_P ii Gm-pj ••• Ç*m-p&-\ O

Cette identité, dans l'hypothèse de A = o, devient

elle montre donc que les deux équations f(x) = o,
<p(x) = o ont une racine commune, à moins que les
deux fonctions U et V ne soient identiquement nulles
quel que soit [/., auquel cas on ne peut rien en conclure.

3. Nous allons montrer que, dans l'hypothèse faite,
que les déterminants d*ordre m — i, mineurs de A, ne
sont pas tous nuls, les fonctions U et V ne peuvent pas
être identiquement nulles, quel que soit JJL.

Désignons en effet par A(JJL, v) le déterminant d'ordre
m—i obtenu en supprimant dans la figuration de A la
colonne d'ordre y. et la rangée d'ordre v.
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Les fonctions U et V pourront s'écrire

, m)

m —
, m)

ou bien, en ordonnant ces polynômes par rapport aux
puissances décroissantes de x,

tV =

— B0A((x, m— i)

!-h A2A([x, m )

— A1A(ji., m — i)

-f- Ao A ( [x, m — 2 )

, /ra)

, m — i)

• Bo A ( [x, m — 2)

~3 -f- . ,

a? /» -» - + - . . . ,

Si donc U et V étaient identiquement nuls, on
aurait

, m — i) =

A([x,v)r=:o,
et par suite

pour toutes les valeurs de [x et de v, depuis 1 jusqu'à ///,
ce qui est contraire à l'hypothèse; on peut donc con-
clure de ce qui précède :

Si^ A = o et si les déterminants d'ordre m — 1, mineurs
de A, ne sont pas tous nuls, les équations proposées ad-
mettent au moins une racine commune»

4. Nous allons démontrer en outre que, si A = o et si
les déterminants A ( jx, v) ne sont pas tous nuls, A( jx, m)
est nécessairement difïérent de zéro, quel que soit jx,
et par suite les fonctions U etV formées plus haut sont
respectivement de degré m — 1 et p — 1.



Considérons en effet le déterminant

Gj,i Gi,2 . . . G i ^ j -

G2,i G2,2 . . . G2.ix,-

On en tire l'identit é

G2,i G2,2 ... G l i l t l-i

Gvj-t-1,1

Qm,l GWi2 ••• G/n^j—i
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que l'on peut écrire

(b) x™-** A(IJI,, v t) ± œ>»-

les fonctions U\ et V<, qui sont en général de degrés
m — i et p — i, ne sont plus que de degrés m — a et
p — 2 lorsque v< = m.

Si A(ji.,m) était égal à zéro, pour une valeur parti-
culière donnée à [*, l'égalité précédente, pour JJL, = (A,
v4 =• m, prendrait la forme

et comme, d'après ce que nous avons démontré, f(x) = o
et y(x) = o ont au moins une racine commune, il s'en-
suit que l'on a

( „ m )=zoy

quelque soit ]x2 ; par suite, si un seul des déterminants
A([i., ni) était nul, tous les déterminants obtenus, en
faisant varier p. depuis i jusqu'à m dans A([x, w), seraient
aussi nuls.

Mais, le déterminant A étant symétrique, on a

A ( j / . , v ) : = A ( v , p ) ;

par suite, l'identité (£), pour ;JI2 = m, se réduit à

et, comme les deux équations f(x) = o, o [x) = o
admettent au moins une racine commune, on aurait

quels que soient JÂ  etv*, ce qui est contraire à l'hypo-
thèse. Donc :

Si A = o, <?£ M' /e^ déterminants A( JJL, v ) /z
tous nuls, on a nécessairement A(JJL, m)^o
50^ [JL, e^ /;«/• 5 ^ ^ les fonctions V et \ sont respec-
tivement de degrés m — i et p — i.
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5. Nous allons démontrer enfin que si A = o, et si les
déterminants A(JJL,V) ne sont pas tous nuls, les équations
proposées n'admettent qu'une seule racine commune.

Faisons, en effet, v< = m, JJL4 = m, JJL2 = m — i dans
Tidentité (6), il viendra

x A (m, m) •+• A (m — i, m) — Ulo(x) — Vl/(x).

Les quantités A (m, m), A(m — i , w ) sont,d'après ce que
nous avons démontré, toutes les deux différentes de zéro ;
de plus, les fonctions XJ{ et Vj, qui sont dans ce cas de
degré m — i au plus, ne peuvent être identiquement
nulles, puisque le premier membre ne l'est pas} par suite,
si f(x)=o et <f(x) = o admettaient deux racines
communes ou plus de deux, ces racines devraient satis-
faire à l'équation du premier degré

x A(/n, ni) 4- A (m — i, m) = o,

et, par suite, cette équation devrait se réduire à une iden-
tité, ce qui est contraire à ce que nous venons de démon-
trer. Donc :

Si A = o et si les déterminants A ( f/.,v) ne sont pas
tous nuls, les équations proposées n admettent quune
seule racine commune, et cette racine est fournie par
V équation

x A(/n, m) 4- A(m — i, m) = o,

ou, comme il est facile de s'en assurer, par l'une des
équations

. x A ([A, m) -h A(fx, m — i) = o,

obtenues en donnant à p. les valeurs 1,2, . . . , m.
L'identité (b) donne aussi,pour JJL2 = /72, p., = 1. 2 , . . . ,

m — i j une série d'expressions pour les puissances de la
racine commune, depuis la puissance m — 1, jusqu'à la
première puissance.



II.

6. Supposons maintenant que A = o, que les déter-
minants A([JL,V) soient tous nuls, et que les détermi-
nants d'ordre m — 2, mineurs de A, ne soient pas tous
nuls.

L'identité (b) se réduit à

Elle montre que les deux équations f {oc) = o,
o (.r) = o ont au moins une racine commune, à moins
que les fonctions Uj et V< ne soient identiquement
nulles. Mais s'il en était ainsi, on aurait

m — i ) = o,

et par suite

en désignant d'une manière générale par A (JJLJ , [JL2 ; v<, v2)
le déterminant d'ordre 772 — 2, mineur de A, obtenu
en supprimant dans la figuration de A les colonnes
d'ordre [x4 et [JL2 et les rangées d'ordre v4 et v2.

Or nous avons supposé que les déterminants de la
forme A( JJLM [JL2 *, vn v2) ne sont pas tous nuls ; par suite,
les fonctions Uj et \ t ne sont pas identiquement nulles.

7. Nous allons démontrer, de plus, que les deux équa-
tions J(x) = o, cp(a:)=:o ont, dans les hypothèses
faites ci-dessus, au moins deux racines communes.

En eiïet, pour v< =. m, les deux fonctions L^ et V4 de
l'identité (b) s'abaissent respectivement aux degrés
m — 2 et p— 2; par suite, si ces fonctions ne sont pas
identiquement nulles pour v< = m, le théorème d'Erler
nous montre que les équations f{x) = 0 , <f(x) = o
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admettent au moins deux racines communes. 11 est aisé
de démontrer que, dans ce cas, U< et V< ne sont pas
identiquement nulles quels que soient les nombres JJL4,
JJL2 ; il faudrait pour cela que l'on eût

A(fi1 ,[x s; 7 ? i , v 2 ) = i o ,

comme il est aisé de le voir en développant U* et V{.
Mais on peut établir, comme nous l'avons fait pour

l'identité ( i ) , une identité nouvelle, dans le premier
membre de laquelle figurent trois déterminants d'ordre
m — 2, mineurs de À, savoir :

(c)

Si Ton fait dans cette identité JJL3 = m, il viendra

i, V-i ï vi> V2) ± xm"V-i A ( m , \H ; vj, v, )

Si l'on avait
!,ÎX2; /n ,v , )=o ,

on aurait aussi, à cause de la symétrie de A,

et par suite l'identité (c) prendrait la forme

et comme, d'après ce qui précède, ƒ (.r) = o, cp( .r) = o
ont au moins une racine commune, on aurait

ce qui est contraire à l'hypothèse.
Les fonctions U4 et V4 ne sont donc pas identiquement

nulles, quand v< = m eï quels que soient JJLt et JJL2; par



suite, les équations proposées admettent au moins deux
racines communes ; on a donc cette proposition :

Si A=zo, et si tous les mineurs A(u.v) sont nuls,
sans que les déterminants d'ordre m— 2, mineurs de A,
le soient tous, les deux équations proposées admettent
au moins deux racines communes.

8. Nous allons démontrer maintenant que, dans les
hypotheses faites précédemment, les équations proposées
n'admettent que deux racines communes.

Faisons en effet, dans l'identité (c),

|JL3 — m, jji2 = m — 1, \xi —m — 2,

011 aura

A ( ,n — 2, ni — 1 ; v,, v2 ) dz x A( m, m — 1 ; Vj, v2 )

zh a;2 A ( m, m — 2 ; v l, v2 )

= U Î C P ( ^ ) - V Î / ( J : ) .

Si les deux équations f (x) — o, <p(x) = o admettaient
plus de deux racines communes, l'équation du second
degré

A ( m — 2 , m — i ; v h v 2 ) ± ^ A ( m , / w — 1 ; v , , v 2 )

±z x1 A( ni, m — 2 ; v l 5 v 2 ) — o

se réduirait à une identité} par suite, on aurait

A {m — 2 , m — 1 ; v t , v 2 ) •= o ,

A (m, 7H — 1] Vj, V 2 ) ~ O ,

A ( m , m — 2 ; v j , v 2 ) = 0 .

En faisant dans (c)

|Xj •=. m, \x2 -=zm — 1,

cette identité devient

1, m — 1 ; vj, v2) ± x^(\x3, ni: vn v2)
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et comme

A(m,m — i ; v
±o;A({xs, m; v^vj)

L'équation du premier degré

: ± . r A ( p . 3 , m ; v l 5 v 2 ) d = A ( { i 3 , w — - i ; v t v j

devant admettre au moins deux racines, on a

Or nous avons vu que, dans ce cas, on a

ce qui est contraire à l'hypothèse ; on a donc cette nou-
velle proposition :

Si A = o et si tous les mineurs A([À, V) sont nuls,
sans que les mineurs du second ordre A( JJLI , [̂ 2 ? VM

 V2 )
le soient tous, les équations proposées admettent deux
racines communes et n'en admettent que deux.

Les racines sont données par l'une des équations du
second degré

A (m — 2, m — 1 ; vt, v2) ±z xk (m, m — 1 ; vt, va)
± x1 A(m, m — 2 ; vj, v2) z= o.

9. On peut faire voir de plus que, si A = o et si
tous les mineurs A([x, v) sont nuls, tous les mineurs
A ( [JL|, [JL2 ; Vj, v2) sont aussi nuls, du moment que le mi-
neur A (m, m — \\ m, m — 1) est nul.

En effet, faisons, dans l'identité (c),
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elle deviendra

sem-V-3 À(m, m — i ; m, m — i) ±: o?A({x3, m — i ; m,m — i)
m; m, m — i) = U2cp(#) — V2/(a?).

Dans Thypothèse de

A (m, m — i ; m, m — i ) == o,

cette identité devient

±:a?A(|jt.3, m — i ; m, m — i)±A(jx3 , /n; mfm — i )

Comme/(x) = o et <f(jc) = o ont au moins deux
racines communes, dans les hypothèses faites, on aura

A((x3, m — i ; m, m — i) = o, A([x3, m; m, m — i) = o.

Faisons maintenant, dans (c), [JL4 = m, [i.2 = m — i,
v, == m, on en déduira

3 ,m — i ; m,v2)=ro, A((x3, m, v,) = o,

puis, pour {x3 = m, v, = m, on en tirera

et enf in , e n faisant, dans ( c ) , [x3 = m , on en déduit

ce qui montre que, dans le cas où

x,v) = o, A(m, m — i ;m, m — i) = o,

tous les déterminants A ([JLM fx2} V|, v2 ) sont nuls.
Mais nous avons démontré que, si A = o, A (m, m) = o,

on a A([x, v) = o; par suite, si A = o, A (m, m) ==• o,
A (m, m — i ", m, m — i ) = o, tous les déterminants
A([JL,, [x2; y,, y,) sont nuls.
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10. En continuant de la même manière que précédem-

ment, on démontrerait que, si A = o, A(JJL, V) = o<
A ( [X|, [x2 ; Vj, v2 ) = o, sans que les déterminants d'ordre
m — 3, mineurs de A, soient tous nuls, les équations pro-
posées admettent trois racines communes et n'en ad-
mettent pas plus de trois, et ainsi de suite.

On peut donc énoncer cette proposition générale :

Si A = o, et si les déterminants d'ordre m— i,
m— 2,.., , m — p + i, mineurs de A, sont tous nuls, sans
que tous les déterminants d'ordre m — /?, mineurs
de A, soient nuls, les équations proposées admettent
p racines communes et n'en admettent pas plus de p.

Ou bien encore,

Si A = o, et si les déterminants d'ordre m — i,
m — 2,..., m — p -+- i, mineurs de A, obtenus respective-
ment en supprimant dans A la dernière colonne et la der-
nière rangée, puis les deux dernières colonnes et les deux
dernières rangées y etc., enfin lesp— i dernières colonne*
et les p — i dernières rangées sont nuls, et si le mineur
d'oindre m—py obtenu en supprimant dans A les p
dernières colonnes et les p dernières rangées, est diffé-
rent de zéro, les équations proposées admettent p ra-
cines communes et n'en admettent pas davantage.


