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SUR L’ELIMINATION;
Par M. Cn. BIEHLER.

I. Considérons deux équations
f(z)y=Ajzm+Ayz" ' +...+Ap=0,
o(z) =ByxP +BjaP'+...4+B, =o,

et supposons que 1 soit supérieur a p.
Soient de plus

fio = Agzb Az ...+ Ay,
Pu = Bo(ﬂ"-i—' B,xl’-"‘—l— cee By..
Formons le systéme des équations
fo?(x):‘ov
Sfig(z)=o,
Sm—p-19(2) =0,
fm—p‘?(‘x) - ‘Pof(x) =0,
Sm—pr18(x) — 91 f(2) =0,

.................. cecs ooy

Sm19(x) — 9 p f(2) =0,

ct désignons par A le déterminant du systéme de ces
équations, considérées comme linéaires et homogénes
entre les quantités ™!, "%, ..., &', x°; le détermi-
nant A sera symétrique par rapport a la diagonale prin-
cipale. Désignons en outre par A, le déterminant du

systéme des équations
g(z)=o,

z¢(x)=o0,

xm—P-lo(x) =0,
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( 530 )
et
Sm-pe(x)—0 f(z) =0,

fm-p+1<:"(x) - "f‘lf(‘z‘) =0,

Sm-r2(x) —op_y f(2) =0,
considérées comme linéaires et homogénes en x™ !,
x"2 .., x, 0.

I1 cst aisé de voir que I'on a entre A et A, la relation

trés simple
A=A, X< Ay-P,

Il nous sera avantageux, dans ce qui suit, de considé-
rer le déterminant A qui est symétrique, de préférence
au déterminant A, qui ne jouit pas de la méme propriété.
Cette substitution de A 4 A, ne présente aucun inconvé-
nient si, comme nous le supposons, A, est une quantité
différente de zéro. Posons

f-o?(x):Gi,lx'n—l+Gl,2x,lz_2 Rk o Gl,ma
Sio(x) =Goy 2™ '+ Gy 2™ 4L+ Gy s

./‘In—-p—-l (f‘(x) == (}m—p,ia“'m"_l I o Gm—p,nn
fm—p?(x) - (?Of(‘r) — Gm—p+llem—‘ . Gm—p-(-l,nn

fm—-l‘?(-r)_?p—lf(x):Gm,‘lx"“ T+ Gm,m:

on aura alors

Gl,l Gl,2 LA Gl,m
G!,l G2,2 L Gﬂ,m

A= Gm—p,i e oo Gm—p,/u ’
Gm—p+l,l .. LI an-—p+1,1n
Gims U ¢ S

et il est clair que A = o est unc condition nécessaire



pour que les deux équations f(x) = o et ¢(x) = o aient une racine communec. Je dis que cette
condition A = o est aussi dans tous les cas suffisante.

I

2. Supposons en effet que A = o et que les déterminants d’ordre mm — 1, mineurs de A, ne soient

pas tous nuls; nous allons démontrer que dans ce cas les équations proposées ont une seule racine
commune.

On pourra en effet écrire 'identité

Gy, Gy - Gyu—1/09(x) Gy g coo Gum

G2’| G’g’g . o Gz,p-—ifx ?(w) G2,(‘4+l e Gz'm,
Azm—t =1 Gp_p, coevon Ghuppt fru—p-19(2) Gri—p, st vov Guepm |

Gm——p+1,i v e Gm——p—!—l,p«—lfm—p‘?(x) - ?of(x) Gm—p+1,p.+1 v Gm—p+1,m:

Gpm,e e e Gupoyfmag(@) —ox —1f(2) Gmpey coe Guym

ou bien

(a) szmp = Ug(z) — Vf(),

(1¢5)
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en posam

Gi,l Gi,i Gl.(-l-—i fo Gt_wH Gl.m
Gz.i Gz.: Gz.p-q fl G:,p-ﬂ Gz.m
Gm—p,l Gm—p,! eee Gm—p,p.—i fm—p—i Gm—p,p+l Gm—p.m

GM-p—H,i Gm-p-H,x s Gm—p-H‘p—ifm—p Gm—p+1.u+l see Gm—p+1.m

tees e cese e B ¢ eeeesse sescecens et sesesse

Gm,l Gm.i Gm.{‘-—i fm—l Gm.(‘-+l soe Gm,m
et

Gg‘j Gg" “ee Gi‘y._‘ (] GI.IH-I ess Gj‘m

Gz‘g Gg‘z “ee Gz‘p,_.l o Gz,p.-H oee Gz,m
Gm-ps  Gm-p2 -+ Gmpp-1 0 Gmoppr1 . Gmopm
Gm—p+1,1 Gm-—p+i.2 Gm—p+1,;x—1 Po Gm—p+1.;~+1 Gm—p+l,m

G’m.i Gm,l oes Gm,p—i Pp—1 Gm,;H—i ve Gom

Cette identité, dans I'hypothése de A = o, devient
o=Ug(z) — Vf(z);

elle montre donc que les deux équations f(x) = o,
¢(x) = o ont une racine commune, 3 moins que les
deux fonctions U et V ne soient identiquement nulles
quel que soit p, auquel cas on ne peut rien en conclure.

3. Nous allons montrer que, dans I'hypothése faite,
que les déterminants d’ordre m — 1, mineurs de A, ne
sont pas tous nuls, les fonctions U et V ne peuvent pas
étre identiquement nulles, quel que soit .

Désignons en effet par A(, v) le déterminant d’ordre
m—1 obtenu en supprimant dans la figuration de A la
colonne d’ordre p. et la rangée d’ordre v.
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Les fonctions U et V pourront s’écrire

+ U=/fu_y X A(p, m)

—fm—a XA, m—1) ... fy < A(p,1),

£V =0, xXA(p, m)

— @p2 XA(ym —1) 4. .. E o A(p,m — p +-1)
ou bien, en ordonnant ces polynémes par rapport aux
puissances décroissantes de .,

“U=A)A(p,m)zm—1+AA(p,m) zm=24 Ay A(p, m)
—A)A (@, m—r1) — A A(p, m—1) |@m34.,
+ AgA(p, m—2)
xP~24 By A( @, m)
—BjA(p, m—1) | @P=3 4. ..
+ BoA(p, m—2)

=V =BoA(p, m)xP~t+ By A(p, m)
—BoA(py m—1)

Si donc U et V étaient identiquement nuls, on
aurait

A(p,m)=o0, A(p,m—1)=0, ..., A(p,1)=0,

et par suite
A(p,v)=o,
pour toutes les valeurs de i et de v, depuis 1 jusqu’a m,
ce qui est contraire i I'hypothése; on peut donc con-
clure de ce qui précéde :
Si A= o et silesdéterminants d ordre m —1, mineurs
de A, ne sont pas tous nuls, les éqguations proposées ad-
s P q
mettent au moins une racine commune.

4. Nous allons démontrer en outre que, si A = o etsi
les déterminants A (1, v) ne sont pas tous nuls, A(, m)
est nécessairement différent de zéro, quel que soit p,
ct par suite les fonctions U et V formées plus haut sont
respectivement de degré m — 1 et p —1.



Considérons en effet le déterminant

A, ve) =

On en tire 'identit ¢

M=t A(fay, vy )

Gy

’
Ga,1

Gy
Ga,2

)

le+l,l e e

c oo

Gm.i

oo GZ,V]—I

Gyt wee e e

cesese tesaees aes

ceee

Gy G,z e Gw,—:

G'Z,l Gm s G2‘l’~1*1

Gvi—l,l

DR cee eeseas

Gv1+l,1 Gvi+1‘2 Gv,+1,v~1—1 th+l,p~1+l G:1+j‘m

veses e seeeas eee

Gmi  Gmge

“e Gm""l_’

2 o Grppet Grper oo Gupgt foo(2)

tecaaee aee

R

le._j'z cae Gv‘—i,u‘——i

R

Gopgr1 oo Gogymr fi0(2)

cre s e e e

TR

Gl,u1+1
Gz,g,-m
ceeaan

Gy —t,p1+1

ere e

Gy

ce G“m
e Gz,m

e Gvi—l,m

cre seeaese

vor Goym

)

’_Gl,m pm—p
_GZ,lﬁ pm—t

D IR T

ce et st

D I I A I

Guns .. Gm‘pl—i Gm,p1+1 e Gm,::.2—1fm—1‘?(x)—?p—-if(m) —‘Gm.p,z'm—gi

Gi,ll-2+i voo Giym
GZ,;L2+I Gz,m

Gm.p2+1 Gm,m
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que Pon peut écrire
(%) 2mF A (g, vy) T A(pe,vq) = Ul?(\z‘)vaf(x')‘;

les fonctions U, et V,, qui sont en général de degrés
m —1 et p—1, ne sont plus que de degrés m —a et
p — 2 lorsque v, = m.

Si A(p,m) était égal a zéro, pour une valeur parti-
culiére donnée a p, I'égalité précédente, pour p,= y,
vy = m, prendrait la forme

=M BA (g, m) = Uﬂ?(‘T) - Vlf(x)’

et comme, d’aprés ce que nous avons démontré, f(x) = o

¢t ¢(x) = o ont au moins une racine commune, il s’en-
suit que l'on a
Ay, m)=o,

quel que soit . 5 par suite, si un scul des déterminants
A(pm, m) était nul, tous les déterminants obtenus, en
) b b
faisant varier p depuis 1 jusqu’4 m dans A (s, m), seraient
aussi nuls.
Mais, le déterminant A étant syméirique, on a
A(psv) =4(v, 1);
par suite, I'identité (5), pour u, = m, se réduit 4
EA(pyn)=Ue(z)—V,f(z), .
et, comme les deux équations f(x)= o, ¢ (x)=o0
admettent au moins une racine commune, on aurait
A(,v) =0,
quels que soient py et vy, ce qui est contraire a I'hypo-
thése. Donc :

8i A= o, ct si les déterminants A(,v) ne sont pas
tous nuls, on a nécessairement A(p,m)Z o, quel que
soit ., et, par suite, les fonctions U et V sont respec-
tivement de degrés m—1 et p —1.
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5. Nous allons démontrer enfin que si A = o, etsiles
déterminants A(,v) ne sont pas tous nuls, les équations
proposées n’admettent qu’une seule racine commune.

Faisons, en effet, v, = m, uy = m, puy = m — 1 dans
I'identité (b), il viendra

zA(m,m)+A(m —1,m)=U o(x)— V, f(x).

Les quantités A (m, m), A(m — 1, m) sont,d’aprés cc que
nous avons démontré, toutes les deux différentes de zéro;
de plus, les fonctions U, et V,, qui sont dans ce cas de
degré m—2 au plus, ne peuvent étre identiquement
nulles, puisque le premier membrene Uest pas ; par suite,
si f(x)=o0 et ¢(x)= o admettaient deux racines
communes ou plus de deux, ces racines devraient satis—
faire a I’équation du premier degré

zA(m,m) +A(m—1,m)=o,

et, par suite, cette équation devrait se réduire a une iden-
tité, ce qui est contraire a ce que nous venons de démon-
trer. Donc :

8i A= o et si les déterminants A ((+,v) ne sont pas
tous nuls, les équations proposées n’admettent qu’une
seule racine commune, et cette racine est fournie par
I’équation
x A(m,m)+A(m—1,m)=o,
ou, comme il est facile de s’en assurer, par l'une des
équations
< xA(p,m)+A(p,m—1)=o,
obtenues en donnant i p. les valeurs 1, 2, ..., m.
L’identité (b) donne aussi,pour po=m, g, = 1.2, ...,
m — 1, une série d’expressions pour les puissances de la
racine commune, depuis la puissance m — 1, jusqu'a la
premiére puissance.
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II.

6. Supposons maintenant que A = o, que les déter-
minants A(p,v) soient tous nuls, et que les détermi-
nants d’ordre m — 2, mineurs de A, ne soient pas tous
nuls.

L’identité (b) se réduit a

o=U,0(x)—V,f(z).

Elle montre que les deux équations f(x)= o,
® (x) = oont au moins une racine commune, & moins
que les fonctions U; et V, ne soienl identiquement
nulles. Mais s’il en était ainsi, on aurait

A(py, oy vy, M) =0, A(py, pa; vy, m—1)=0,

. Ay, Poj vy, 1) =0,
et par suite

Ay, o5 vy, v2) =0,

en désignant d’'une maniére générale par A(py, a3 viyva)
le déterminant d’ordre m — 2, mineur de A, obtenu
en supprimant dans la figuration de A les colonnes
d’ordre p, et pp et les rangées d’ordre v, et v,.

Or nous avons supposé que les déterminants de la
forme A(, pta3 v4, v2) ne sont pas tous nuls; par suite,
les fonctions U, et V, ne sont pas identiquement nulles.

7. Nous allons démontrer, de plus, que les deux équa-
tions f(x)= o0, ¢(x)=o0 ont, dans les hypothéses
faites ci-dessus, au moins deux racines communes.

En eflet, pour v, = m, les deux fonctions U, et V, de
I'identité (&) s’abaissent respectivement aux degrés
m — 2 et p— 2; par suite, si ces fonctions ne sont pas
identiquement nulles pour v, = m, le théoréme d’Erler
nous montre que les équations f(x)= o, ¢(x)=10
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admettent au moins deux racines communes. 1l est aisé
de démontrer ue, dans ce cas, U, et V, ne sont pas
identiquement nulles quels que soient les nombres .,
(2 ; il faudrait pour cela que I'on eft

A( gy [ras My Y,) =0,

comme il est aisé de le voir en développant U, et V.

Mais on peut établir, comme nous ’avons fait pour
I'identité (%), une identité nouvelle, dans le premicr
membre de laquelle figurent trois déterminants d’ordre
m — 2, mincurs de A, savoir :

s Xy APy g s Y, Ve ) TE BT A( kg, g Ve, Vs)
(C)( = Ay By 5 Ve Va)
=Uy¢(x) — Vo f (2).

Si Von fait dans cette identité py = m, il viendra

A( gy P Ve ve) TE T A (M, a5 vy, v,)
™ A(m, vy, ve) = Uge () — Vo f(x).

Si 'on avait
A(l“'h("ﬁmy"?) =0,

on aurait aussi, a cause de la symétrie de A,
A(M, gy, ve) =20,  A(M,y5vy,v2) =0,
ct par suite I'identité (¢) prendrait la forme
Ay 25 vy ve) = Ups(x) — Vo f (),
et comme, d’aprés ce qui précéde, f(x) =o0, g(x)=0
ont au moins une racine commune, on aurait
A(ry, a3 vy, V) == 0,

ce qui est contraire a I'hypothése.
Les fonctions U, ¢t V, ne sont donc pas identiquement
nulles, quand v, = m et quels que soient py et a3 par
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suite, les équations proposées admettent au moins deux
racines communes ; on a donc cette proposition :

Si A=o, et si tous les mineurs A(u,v) sont nuls,
sans que les déterminants d’ordre m— o, mineurs de A,
le soient tous, les deux équations proposées admettent
au moins deux racines communes.

8. Nous allons démontrer maintenant que, dans les
hypothéses faites précédemment, les équations proposées
n’admettent que deux racines communes.

Faisons en eflet, dans I'identité (¢),

P == M, Pa=m—I, W =Im—2,
on aura
Al —2,m —1;vy,v) X A(m,m—1;vy,v,)
EatA(m, m—2;v,v;)

=Uye(z) — Vo f (2)-

Si les deux équations f(.x) = o, o(x) = o admettaient

plus de deux racines communes, 1’équation du second

degré

A(m—2,m—1;vy,vy) AN, M —1;vy,v,y)
= xTA(m,m— 25 9,v,) =0

se réduirait 4 une identité; par suite, on aurait
A(m—2,m—1;v,v,) =0,
A(my,m—1;vy,vy) =0,
A(m,m —2; vy, v,) =o.
En faisant dans (c)
Bp=m, pg=m—1I,
cette identité devient

XMy A(m, mo—1; vy, vy) T2 A, M2 vy, v,)
= A(py, m— 15 vy, vp) = Uso(x) — Vo ().
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¢t comme
A(m,m—1; vy,vy) =0,
= zA(ps, 15 vy, Vs)
T A(ps, m—1; vy, va)=Uso(z) — V, f ().

L’équation du premier degré
=2 A(s, My vy, va) EA(R3, M — 1 Vivy) =0
devant admettre au moins deux racines, on a
A(l“':ﬁ m; vy, Vz):0,
A(pg, m—1; vy, v9)=0.
Or nous avons vu que, dans ce cas, on a
A () tha} V15 V2) =0,

ce qui est contraire a ’hypothése; on a donc cette nou-
velle proposition :

Si A = o et si tous les mineurs A(u,v) sont nuls,
sans que les mineurs du second ordre A(,y pa;viyva)
le soient tous, les equations proposces admettent deux
racines communes et n’en admettent que deuzx.

Les racines sont données par l'une des équations du
second degré

A(m—2,m—1;vy,vy)EZA(m,m —1; vy, vy)
= z2A(m,m — 2; vy, v3) = 0.

9. On peut faire voir de plus que, si A=o et si
tous les minetirs A (@, v) sont nuls, tous les mineurs
A( iy g2 vy, va) sont aussi nuls, du moment que le mi-
neur A (m, m — 13 m, m—1) est nul.

En effet, faisons, dans I'identité (c),

By=m, pgp—m-—1, vi—/m, Vg=—=m —1,
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elle deviendra

M A(m,m—i1;m,m—1)xA(py, m —1;m,m—1)
= A(pg,m;mym—1) =Ugp(x) — Vy f ().

Dans I'hypothése de
A(m,m—1;mym—1)=o,
cette identité devient

FxA(py,m—1;m,m—i1)EA(p, m;m,m—r1)
=Usg(z) — Vo f (2).

Comme f(x) =o et ¢(x) = o ont au moins deux
racines communcs, dans les hypothéses faites, on aura

A(py,m—1;m,m—1)=—o, A(p3,m;m,m—1)=o.

Faisons maintenant, dans (¢), gy = m, po =m —1,
vy = m, on en déduira

A(pgy m—15m,vy)==0, A(u3, m,v,) =0,
puis, pour p3 = m, v, = m, on en tirera
A(pyy a5 My v,) =03
et enfin, en faisant, dans (c), p3 = m, on en déduit
A( g, ta; Vg Va) =0,
ce qui montre que, dans le cas ou
A=—o, A(pm,v)=o0, A(m,m—1;m,m—i)=—o,

tous les déterminants A (py, W23 v4, v2 ) sont nuls.

Mais nous avons démontré que,si A=o0, A(m,m)=o,
on a A(u,v)==o0; par suite, si A =o0, A(m,m)= o,
A(my, m—13;m, m—i1)=o, tous les déterminants
Ay pras Viy va) sont nuls.
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10. En continuant de la méme maniére que précédem-
ment, on démontrerait que, si A=o0, A(y, V)= o,
A(piy 23 i, v2) = 0, sans que les déterminants d’ordre
m— 3, mineurs de A, soicnt tous nuls, les équations pro-
posées admettent trois racines communes et n’en ad-
mettent pas plus de trois, et ainsi de suite.

On peut donc énoncer cette proposition générale :

Si A=o, et si les déterminants d’ordre m — 1,
m—2,...,m —p -+ 1, mineurs de A, sont tous nuls, sans
que tous les déterminants d’ordre m — p, mineurs
de A, soient nuls, les équations proposées admettent
p racines communes et n’en admettent pas plus de p.

Ou bien encore,

St A= o, et si les déterminants d’ ordrem — 1,
m—2,...,m—p —+ 1, mineursde A, obtenus respective-
ment en supprimant dans A la derniére colonne et la der-
niérerangée, puisles deux derniérescolonnes et lesdeux
derniéresrangées, etc., enfinles p— 1 derniéres colonnes
et les p — 1 derniéres rangées sont nuls, et si le mineur
d’ordre m — p, obtenu en supprimant dans A les p
derniéres colonnes et les p derniéres rangées, est diffe-
rent de zéro, les équations proposées admettent p ra-
cines communes et n’en admettent pas davantage.



