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SUR QUELQUES INTEGRALES INDEFINIES ;
Par M. S. REALIS,

Ingénieur a Turin.

1. A l'aide de substitutions convenables, la formule

¢lémentaire
dv
fT'—— — arctang y -+ const.
yiu

conduit a des résultats assez curieux, propres a étre dé-
veloppés, dans I'enseignement du Calcul intégral, avant
d’aborder la théorie des fonctions elliptiques. Nous
allons en signaler ici quelques-uns, pour lesquels la trans-
formation consiste simplement a remplacer la variable y
par un radical du second degré, sous lequel se trouve
unce fonction entiére d’une nouvelle variable.
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Pour plus de simplicité, nous supprimerons partout
la constante arbitraire introduite par I'intégration. De
plus, dans le second membre de nos formules, nous dé-
signerons souvent par z le radical qui figure au premier
membre. Ainsi, en écrivant, par exemple,

drx 1 xs

(xz‘*‘l)(wz*‘z) \/3—1;' 3v23rctangﬁ,
2241 de 1 xs
f(xe_,)@zH) Ve =3 3y e

nous sous-entendons que z représente le radical \/3 —xt

dans la premiére égalité, et le radical \/x*—3 dans la
seconde.

2. Ona
f3ar:——1 dx parct
———— —arctangs,
X—1 \pixt—a —
3 +1 dx s aretane
— r ngs
x—1 VT — =
S5z 1 dzx
f 2"* — 2arctangs,
=1 ()i (e 1)’ —1
77X I dx

3 — — 2arctangzs,
21 (w1 (e 1)t —1

La formule générale a laquelle se rapportent ces ré-
sultats est la suivante :

f(2,l-i:l)£:[ dz o
R CED [

= 2arctang\/(c = 1)(L2—1)"—1,

ou les signes supérieurs et inférieurs se correspondent.
On la vérifie directement par la différentiation.
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Les valeurs des intégrales

bx =2 dx
ZP—1 b o ad P—
/’51‘13 dx
2 M
J =1 Jlrz1)(r 1) —1
6xr 4 dr

J xr—1 Ve E l)(.l)tl)"———l,

se déterminent comme les précédentes. Elles se dédui-
sent, en effet, de la formule générale
(n+2)rxzn dr
2t —1 Vaei—i1)(xr 1) —1

= arctang\/(x2— (xE£n)r—r.

Parmi les intégrations qui rentrent immédiatement
dans la formule fondamentale d’ou nous sommes partis,
nous inscrirons encore la formule

22X - dr 2
f 5 z x — —arctangs,
Zr +1J+B\/(1.2+4‘L.+p)u_l n

dont la généralisation se présente d’elle-méme.

g p

Prenant 7 = 2, a=3, 8 =1, on trouve le résultat
trés remarquable

f 22 +3 dx ————_ =arctangs
2+ 32 + 1 \fz(x +1)(z +2) (L +3)

3. Des résultats qui viennent d’étre signalés, on passe
directement aux suivants :

3x?+1 dx
- —_— —arctangxs,
Lr—1 gtz
S5x?—1 dx
y — —arctanguxs,
21 b rt— axt— 2ot 41
5x2%*+ 3 dx

. —arctangzz,
Tr—1 \fgd —Jxb+ oxt+ 22— 3
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On a aussi

f dr 1
— —arctangzs,
(22 + 1)zt +322+3 2

nr+(n—1)a dx
—_—— —2arctangz,
(X +a)  (rrazrl—1
f 222+ « dr ! aretane
. - ——ar x3
Zt+ax?E 1 V(z'+ a) (2" + ez 2) 2 o

n étant un entier positif et « une constante quelconque.
Il est bon de remarquer que cette derniére formule, ou
les signes se correspondent dans les deux membres, fait
connaitre les valeurs des intégrales

f 222+ 3 dx
3L 1 ik ) (22 ko) (22 3)

/ 2221 dr
P P P ———
J tEaxr—1 \//(—‘1.2—32)('1;&_1)

f dr
. (.v*il)\/c_rﬂ_t 2) (Lt 2+ 2)
4. La formule élémentaire

dy 1 p— 1
-, —=-lo J
Joyr—1 2 Y1

conduit de méme, par des substitutions semblables aux
précédentes, a la détermination d’intégrales analogues a
celles dont on vient de s’occuper.

Par exemple,

3 +1 dx g 2T

P s B Y
. Vs — x?— x + 2 s

S5a—1 dr g 21

=1 Jr T(p 1) P
. V(e —1)? (2 +1)+1

d. 35—

freer  dr i,
Jo@t =1 (2t ) (@ — 1) 51



f dr RO k.
(.z’—[)\/x‘——3x2+3—~6 Srz 41

/‘ dx 1 x5+ 1
— 7log——
J (1—x2) V(2 —x) (2 —2x+2*) 4

241 dx 1 x5 —1
n :—logﬁ
Th—1 v oyt o 4 x5 —+1

3xr?—1 dr X3 —1
T — = —log——,
Joxt—1 \/IL+J.2_I 2 x5+ 1
“hat— dx 1 x5 —1
. = - log
Jowt—r v e, 2 L5 41
5x2—3 dr I 3 —1
- . _—_.—:—log .
Jo—=1 4 3t ot —aoxr—3 2 IS

= désignant toujours, dans le second membre de chaque
formule, le radical qui entre dans le premier membre.

5. On voit assez de quelle maniére les résultats qui
précédent pourraient étre généralisés a différents points
de vue, et comment, par ’emploi combiné des formules
fondamentales du Calcul intégral, on peut amener direc-
tement une foule d’intégrales indéfinies, analogues aux
précédentes, et s’exprimant de méme sans I'intervention
des fonctions elliptiques. Ajoutons cependant que les
résultats 4 obtenir dans cette voie, étant généralement
de simples objets de curiosité, ne sauraient présenter
quelque intérét qu’a la condition de se rapporter a des
différentielles trés simples.

Citons, en cette matiére, I'intégration de la différen-

tielle
dz\/1+x*

b
1— x*
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effectuée par Euler, et qui a donné lieu récemment a
d’intéressantes remarques de la part de M. Hermite et de
M. Catalan (*). Nous renvoyons du reste au Recueil
d’Exercices sur le Calcul infinitésimal de M. Frenet
(Paris, 1882), ou sc trouvent réunis (n® 401 a 408)
plusicurs résultats remarquables, obtenus par Euler et
par d’autres, touchant les expressions que ’on intégre en
les rendant rationnclles.
Il est a propos de rappeler aussi les intégrales

fl:xz dr
r2 _r—,
1= Vaxt+ St 4

f axt—y dx
axt + 6@+ \art 4 Bt + v

[ o wd
J (w4 8) Vs —1

ct quelques autres du méme genre, que Legendre a ra-
menées aux intégrales élémentaires dans ses diflérents
Ouvrages sur le Calcul intégral ct les fonctions ellip-
tiques (2).

6. L’intégrale

/[3 r dx o
B \Jr (w4 a) (& + 1)

, . . ..
s’exprime pareillement sans transcendante elliptique,
lorsque 22 =: ay, ainsi que cela est établi dans le Recueil

(') Bulletin des Sciences matheématiques et astronomiques;
annde 1879, 17 Partie, p. 226 ; Journal de Mathematiques, année 1880,
p. 51 Nouvelle Correspondance mathematique, t. VI, p. 151.

(*) Voir aussi, pour la derniére intégrale, les Nouvelles Annales
de Mathematiques, 1 série, t. X, p. 362.
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complémentaire d’Exercices sur le Calcul infinité-
simal de M. Tisserand (Paris, 1876, p. 127).
Il en est defméme a 1'égard de I'intégrale

X fl__—" an dx
- b
132" \fa 4 B + 2+ B’ + axt

ou 'exposant 7 est un nombre entier, et les coeflicients
a, {3, y sont des constante squelconques.

Cette intégrale n’avait pas encore été considérée dans
sa généralité. Les cas spéciaux dont Euler et Legendre
s’étaient occupés viennent d’étre mentionnés. Le cas de
n =1, que nous avions proposé comme gquestion dans la
Nouvelle Correspondance mathématique (t.1V, p. 63),
a été traité par M. V. Jamet (p. 183 du méme Tome);
ce cas comprend 'intégration rapportée dans le Recueil
complémentaire précité.

Mais il est facile de voir que, quel que soit 7, si I'on
pose

e VX1,
Vy—+1

Pexpression X se réduit toujours a la forme

Y dy _
VATBy =G

Y étant une fonction rationnelle de y. Cette expression
ne représente donc pas une intégrale elliptique.
On trouve, en effet, en faisant, pour abréger,

P—=a—+ B2+ 22+ 322+ axt,

Q=<a—3+;1>+(6a—'r)y+<u+?+g>y’,
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les relations

fl—{—m dr 1 dy
=z BT VaJ Q'

/‘1+x’dr__L/‘1+,de
J =2 yp T aal ¥y O
f‘:ﬁi‘i_;f?’fy dy
= VPV
fl+.rhd.x—';fl+6y+y2 dy
=2 P 4yad ya+y) Q)

[EELCEN s
Jrre P yaJ pWQ
“1—a? dx _ dv
-/‘+‘L‘W—P"“ Ve f(l+y)\/Q
fl—a“dr _“f 1+3y dy
1+ 2% /P Va vy(3+y) \/Q’

/‘l—w‘da' \/—f I+ y dy
. 1+1"*\/p 1+ 6y + y* Q’

et, par suite,

f ¢ _dr _ 1 (y—idy

=P G2y Q)
x* dr 1 (y—1)? dv

fl—x‘s/_“ls—STE Yo+

f__i_if_.;f (y—1? dy
=2 /B 42 YO +3)By+10VQ

f zt dr 1 f (y —1)* dy
1—2 P 16ya) Yy +)(F+6y+1) Q'

Prenant en particulier

P=1+2z* dou Q=1+6vr—+ )y
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on reproduit, en leur donnant une grande extension, les
intégrales d’Euler (n° 402, 403, 404 du Recueil de
M. Frenet), auxquelles le grand Analyste était arrivé
par une voie différente.

.

Nous inscrirons encore les formules

/‘.T—+—2 dr
J L1 \/xa——zxz-\:fix—l
2 x\a—3
— arccos

Vo —3 (xr—1)r—1

. Vi —axrt 4+ 3z —1—ax\/3 —«
= 0g : )
V3i—a Vot —axi+3x—1+2xy3—2a

/‘.7'—-2 dx
J 2 axr?+3a 41
x\/3 —a
= arccos —————
3—-a (z + 1)z +1
T Vot ax?+3xr +1—x\2—3

=1

Vo —3 \/x“—f—ax2+3x+l+x\/1——3’

2

/

susceptibles d’une grande et belle généralisation, et
dans lesquelles le cas particulier de « = 3 constitue une
exception digne d’attention.

7. Qu’il nous soit permis, en terminant, de rappeler
icila question 325, proposée de méme dans la Nouvelle
Correspondance mathématique (1. 1V, p. 32), et dont il
n’a pas encore été publié de solution.



