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SUR LA METHODE DES ISOPERIMETRES;
Par M. Evecine ROUCHE.

M. Désiré André a fait connaitre, en 1874, dans ce
Journal (2¢ série, t. XIII, p. 178), deux propriétésnou-
velles des apothémes et des rayons de la suite des poly-
gones réguliers isopérimétres dont le nombre des cotés va

sans cesse en doublant.

Si ’on retranche chaque apothéme du suivant, l'une
quelconque des différences est infériecure au quart dela
precédente.

8i l’on retranche chaque rayon du précédent, lune
quelconque des différencesest inférieure au quart dela
précédente.

On peut tirer un parti utile de ces propositions qui
semblaient n’oflrir qu’'un intérét de pure curiosité ; nous
allons montrer, en effet, qu’elles permettent de simpli-
fier, d'une maniére a la fois notable et fort simple, la

méthode des isopérimétres.

I. Désignons par « et p I'apothéme et le rayon du
polygone régulier de n cotés dont le périmétre est égal
a2, et par oz et px I'apothéme et le rayon du polygone
régulier isopérimeétre dont le nombre des c6tés est égal a
7.2k,

Les rapports

Ay — Oy A3— %y Ly — Xpp—q
ey Ly ey ————————
%y —a Qg — %y Lpp—1— %m—2

’ . I .
étantmoindresque > il en est de méme durapport obtenu
M
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en divisant la somme des numérateurs par celle des dé-

nominateurs, ¢’est-a-dire du rapport

Ly — %y
—

Xy — &

ctaussi de sa limite lorsque I'entier m croit indéfiniment.
On a done

al =

aAl-

d’ot
I I
- <a— 5 (2 —2).
= 3
Le méme raisonnement, appliqué aux rapports

P1— P2 Pa— P3 _Pm—‘l — Pm_
L e, e, A IT7,

P—P ’ P1— P2 Pm—2— Pm—1
donne
1

1
> gle—pa1)-
Nous pouvons donc énoncer ce théoréme :

aet p étant Uapothéme et le rayon d’un polygone re-
gulier quelconque dont le périmétre est égal a 2, et a,
et p, étant l'apothéme et le rayon du polygone régulier
isopérimetre d'un nombre de cotés double, le nombre

1 .
— est compris entre
a~
I I
o — §(p—pi) et a, + g(al—z).

Remarquons que la différence entre ces deux limites

[ /

(s —2) = 3(pr—)
équivaut i

(p1— 11)2.

%y

el W
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Il suffit, pour le voir, d’éliminer g et « & l'aide des
formules fondamentales

1

“1:;(““'9), 91:\/-:‘—1;- .

I1. Cela posé, considérons la suite de Schwab

11 2
O,;)Z)T)

Tandis que la méthode ordinaire des isopérimetres

Qyy I'yy, Qyy Tae

consiste a prendre a; et r; pour valeurs approchées de

1 , .. , C
=5 la méthode perfectionnée consiste a prendre
1 1
Th— g (Pk—1—Tk), @t 3@k — @)

Comparonsla marche de 'approximation dans les deux

cas.
I
10

S S . .
Pour obtenir - 4 moins de » 1l suffit, dans la mé-
T

thode ordinaire, que I'on ait
<t
ry—ap << ——-
2 E<1om
Or, la différence ry — ayx est moindre successivement
que

1

1 I
Z("/e—-t_ak—x): 5 (P2 Qr_z)y -+ [Tm("i—an),

4
3
ct, par conséquent, moindre que
1
%10

. . , . ' o
puisque ry — @y = 0,0248... est inféricur a o L’iné-

o« . . . r_. ’ M K
galité primitive sera donc vérifiée si 'on a

4k> 'Omal’
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d’ou
m—1
K> Toei?
) log4
ety afortiori,

5
k> g(m—l),

puisque log 4 = 0,602... est supérieura g

, ., S
Dans la méthode perfectionnée, pour obtenir ~ i moins
T

| .
de o’ il suffit qu’on ait

2 (rp—ap)? 1

3 ay o™’

mais r— ay est inférieur a > et a; reste supérieur

I
4%.10

a o> puisque @, = 0,301...; I'inégalité précédente sera

donc vérifiée sil'on a

9 s2k -1
_2_42A> 10™ ,

et, a fortiori,
42k+l > 1o™m—1,

On en déduit successivement

— 5 .
2/\‘_+-1>Y]lo—g—!‘—1 > g(m——l), k>%(om—8).

Comme [’entier égal ou immédiatement supérieur &

(m — 1) est au mqins égal au double de I'entier égal ou

wl ¢

T S . ,
immeédiatement supérieur a 3 (5m — 8),onvoit quel’em-

ploi de la méthode perfectionnée diminue certainement
le travail de moitié.

III. On pourrait aller plus loin; des deux valeurs ap-
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prochées -
I 1
Se=rk— g (M= rk)y b= ap+ g (ar—apy)

on déduirait, par un tour analogue, deux nouvellesvaleurs
plus approchées, et ainsi de suite.

En considérant, par exemple, la valeur par excés by ct
tenant compte de la relation

Ay — A 1 Qg

Ap— Ap—y 4 Apig

on verrait que le rapport

est égal a

L
42

raisonnement fait en commencant,

et, par suite, moindre que -, et il en résulterait, par le

On voit de la sorte que I'on obtiendrait des valeurs
alternativement approchées par défaut et par excés, soit
a l'aide des seuls apothémes, soit 4 l'aide des seuls
rayons.

Nous nous bornerons a cette indication, d’abord parce
qu’il s’agit d’une de ces extensions faciles que chacun peut
développer, une fois le principe posé, et aussi parce qu'’il
convient, ce nous semble, de conserver & cette solution
élémentaire la simplicité qui la distingue.



