NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

GERASSIME ORLOW
Sur une intégrale double

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 1
(1882), p. 311-318

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1882_3 1_ 311_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1882, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1882_3_1__311_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR UNE INTEGRALE DOUBLE ;

Par M. GErissime ORLOW.

Dans un Mémoire intitulé : Sur une intégrale double
(Annales de U'Ecole Normale supérieure, t. VI,
1870), Didon montre que la valeur del'intégrale double

B _# .
(1)\/?/‘(1—J;L—.v‘l)2 l(l—?aw—%-az) 2(1—2by+0%) *drdy.

dans laquelle les variables x ¢t y sont limitées par la
condition x*—+ 21, ne dépend que du produit ab,
dans le cas ou . est un nombre entier positif quelconque
et ol a ct b sont moindres que l'unité.
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11 déduit cette proposition des formules suivantes :
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ou p et m sont également des nombres entiers et posi-
tifs.

Nous nous proposons de montrer que la proposition de
Didon sur I'intégrale (1) subsiste aussi, dans le cas de @
fractionnaire positif, ct que les formules (2) que cet au-
teur établit indépendamment 'une de 'autre ne sont
que deux cas particuliers d’'une mé¢me formule, que nous
déduirons du développement de l'intégrale (1) en séric.

Introduisant, au licu de @, un nouveau parametre, en
posant

=2a 17,

nous aurons o >>-—1, eu égard a la condition p.>> o; et,
en méme temps, l'intégrale (1) devient

2a+1

2 1 2a+-1
fﬁl — .1"3—)/3)_-—(1 —oax+a?) (1—2b)‘—+—b2)A 4 dr dy.

Les résultats que nous avons en vue résultent de la
considération de certaines fonctions w,(ar, o), définies
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par I'équation

2a+1 I »

() Gerazaa) T =Y alu(a,),

I=v

ou les valeurs numériques de a et x ne surpassent pas
l'unité, et o est un paramétre tout & fait arbitraire. La
fonction w;(x, 2) est un polynéme en x, du degré /, qui
se présente sous l'une des formes suivantes :

w, (1, 2)
C(an. (a2l —D)[ (l—n ., J
l. = [ * —2(21+zl——1)'r Ty
. I (l[(‘l":— l)rﬁ-/
Lv)/(.l',i)—cl(‘r?.—])a A I
ou
(7) o (ean)oa - 3). . (224 2l—1) (224 {+1) )
R (22 -+ 2l +1)

Considérons d’abord l'intégrale définice
-1
(8 [ (1— ) v/ (r,2)xPdr.
& 1

Au moyen de la formule (6), onobtient

/ +1
‘ [ (I— Lo (r,a) P de
(9)

U (2 et
( =(— I)"‘()/fv xP (zldvc—/ﬂ—(/r.
1

Mais si dans la formule élémentaire
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et
V= (x2—1)p, g=I,

ct observant que, aux limites x=—1etr=-+1, la
quantité  s’évanouit sous la condition 2> —1, on trou-
vera P'égalité

! +1 dl (22 —1)*+!
f_ U

(10) o d’Ll
—(— 1) a+1
=(—1) [1 (22— 1) = dr,
d’ou l'on tire, en faisant U = x? et p <!, .

+1 (2 g \a+l
f xpt_l&_.l])—dx—_—o.
. dx

Ainsi, pour o > —1, l'intégrale (8) se réduit a zéro,
pour toute valeur entiére et positive de P'exposant p,
inférieure a /.

On en conclut que, ¢(x) désignant un polynéme en-
tier, on aura

+1
(11) / (1—x*)*w,(x,2)e(x) de=o,
—1
toutes les fois que le degré du polyndome ¢ (x) est infé-
rieur a/, et a>>—1.
En supposantp2 [, U =x?, au moyen des formules (g)

¢t (10), on obtient I'égalité

! +1 .

\ (1 — 2*)*w,(x, a)z? dx
(12) )

\

+1
=cplp—1). (P"‘l—i—l)f P (1 — 2+ d,

qui montre que l'intégrale (8) est encore nulle pour
p 21, lorsque la différence p — I est un nombre impair.
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Si la différence p — ¢ est un nombre pair, la derniére
intégrale s’exprimera au moyen de la fonction T, c’est-a-

dire
+1
\ [ aP=(1 — 2?)**dr
(13) « v
1.3.5...(p —{ — )22+t I'2(a+4{+1)
( T (22 2l+1)(2a+20 4 3). . . (22 l+p+1) I‘(21+2[—!—l).

En portant cette valeur trouvée de l'intégrale dans
I'équation (12), et substituant & la constante ¢; sa valeur
(7), ontrouve, aprés quelques simplifications, la formule

suivante :
+1

\f (1—x?)w,(x,2) xrPdx
—1

(14) . p! 23+ (T (2a + [ + 1) T(z+1) |2
o l’*_2’<l _l>‘l‘(za+1)...(2a+l+p—|—|) I(22+1)
2 )1
2

Je considére en second lieu U'intégrale double

‘-1
(13) ff(x—:{'f—)"-’)_'—w,(x, 2)w, (v, a)dx dy,

étendue aux valeurs des variables x et y telles que
x4 y2Sret je vais faire voir que, pour o > — 1, cette
intégrale est nulle, toutes les fois que les nombres /et p
différent entre eux. La proposition est évidente si I'un
des nombres /et p, ou tous deux a lafois, sont impairs. Il
ne reste ainsi qu’a démontrer notre proposition dans le
cas [ = 2m, p==2n; m et n sont des nombres entiers po-
sitifs et inégaux. A cet effet, je me propose d’abord de

déterminerla valeur de I'intégrale

2a-1
(16) f‘[(l—xﬂ—-]’z)Tmz,,l(x,z)y2”dxdj',

dans laquelle les variables satisfont toujours a la con-
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dition x? +y2<r1. Si l'on introduit, au lien dc j,

une nouvelle variable ¢, en posant y = t\/l — x2, on

aura
Fevimrs 2a 1
f (I '—-172—‘)'2) 2 )’2" d),
RYgti

1 2a 1
:2(1—x2)“+"[ (r—2) % ende,
v

I'intégrale au sccond membre, sous la condition 2 > — 1,
s’exprime au moyen de la fonction T, de sorte que la
seconde partie est égale a

= 1.3.5...(an—1) T(2a+1)
a¥t A+l (g ) (x—2)...(x+n) PFa+1)’

par conséquent 'intégrale (16) se réduit a

(—1)r = 1.3.5...(2n—1) T (22 1)
22+ 8 (g 1) (2 + 2)...(2+ n) T2 (z+1)
+1

x (1— &)Wy (i, %) (2°—1)" dz,
o

ct par suite, d’apres la formule (11), elle est nulle, si n
est inféricur & m, car (x*—1)? est un polyndme de
degré 2n; de plus, dans le cas n = m, on trouve, au
moyen de la formule (14), aprés des réductions faciles
qu’elle se réduit a

1.3.5...(2m —1)

(—1)"ax - .
(2a42m1)2a+2m+3) ... 2x+fm+1)

On en conclut que, © désignant un polyndme de
que, 21y g P

degré 2n eta le cocflicient de 27 dans ce polyndme, on

aura, pour n <im,

2a |
(r) '[:[(1———.1'3——.)I)Tm?m(J',1);()')(1[(1)‘::0.
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ct pour n=m

e 1
‘ //‘(l'— I — ‘2>—T‘”2m(xa “)’{'(ﬁ’)dl’d."
1.3.5...(2m —1)

(224 2M—4-1) (2242 +3). . .(2at4m—+1)

’ = (—1)"az~

Posant, dans (17), ¢ ()" ) = @aa () ;2), o0 Lrouve I'éga-
lité

(19) | /‘/U”"Z?'—‘ ) "’z:u(‘[ “)L‘)zn(‘ “)d‘rfh———o

qu'il s’agissait d'établir, ct qui s'applique évidem-
ment toutes les fois que les indices m et n sont iné-
gaux, car alors I'un des deux est toujours plus grand que
Iautre.

Posant également, dans (18), ©(y)= wn(y,a), et,
cu égard a I'expression (5), on trouve Idgalité

2a-1
. /:[<( —a? "“7’?) 2 g (L, ")‘"2/11(.‘3 2) dx d?'

_(~l),n_3§_(2u+1)(91+3) (Qu-l,-om._;)
- m!am 20—+ fm +1

au moyen de laquelle on peut déterminer la valeur de
Iintégrale cherchée (3). A cet effet, multipliant I'équa-
tion précédente par (ab)*™, puis donnant a m toutes les
valeurs de m =0 & m =, et faisant la somme, on
trouve, vu les équations (4) et (19), le résultat sui-
vant :

l 2a+1 __?_a_tl
~[./‘(I—T2———-1 T (1—2ax+a?)  f (1—2by+-bY) ? dxdy
) N (ab)"m (22 +1)(22+3).. (21+9m~—1)
( :27:2(—1)’" o

m!2 20 +4m 1
\ m

ce qui fait voir que la valeur del'intégrale double (3)ne
dépend que du produit ab, sous la scule condition
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Chacune des formules (2) est un cas particulier de la
formule générale (20). Effectivement, en premier lieu,
donnant i a, dans la formule (20), une valeur entiére,
positive quelconque p, on a évidemment la premiére des

formules (2). En sccond lieu, faisant & = -Q—P—;—l dans la

méme formule (20), le second membre devient

- mzz_m)m(ab)m (m—+1)(m—+2)...(m+p—r1)
(p—1)! 2m —+ p ’
0

m=

et la formule méme seréduit ala secondedes formules (2).



