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SUR LA THÉORIE DU DÉPLACEMENT;

PAR M. HALPHEN.

M. Cyparissos Steplianos a fait connaître, dans le
Bulletin de la Société Philomathique ( ye série, tome VI,
page i3) , l'élégante proposition que voici :

Trois figures égales, situées d'une manière arbi-
traire sur un plan, coïncident avec les symétriques
d'une même figure, prises respectivement, par rapport
à trois droites.

Le même géomètre a énoncé aussi, dans une com-
munication verbale, une proposition analogue et rela-
tive à trois positions, occupées dans l'espace par une
même figure, dont un point reste fixe. En cherchant à
généraliser encore, j'ai été conduit à meure sous une
forme très simple les éléments de la théorie du déplace-
ment. C'est ce que je me propose de faire voir dans
cette JNote.

Soient, dans l'espace, F i et F2 deux positions d'une
même figure, tellement choisies qu'une droite de la
figure Fj coïncide avec son homologue de la figure F2 ,
non seulement en position, mais encore en direction.
Soit A4a cette droite. La figure F< étant donnée, ainsi
que la droite A<2, Qii obtient F2 en imprimant à F< deux
mouvements, l'un de translation, l'autre de rotation, le
long et autour de A12. L'ordre dans lequel s'elïectuent
ces deux mouvements n'influe pas sur le résultat. S'ils
s'effectuent ensemble et par quantités proportionnelles,
le mouvement résultant est hélicoïdal. Pour cette raison,
le déplacement est dit hélicoïdal. Ici on ne considère



que le déplacement final, sans avoir égard au mouve-
ment par lequel on l'obtient.

Je dirai qu'un déplacement hélicoïdal est la moitié
d'un autre déplacement hélicoïdal, si, l'axe étant le
même pour tous deux, la translation et la rotation le
long et autour de cet axe sont, pour le premier et le
second respectivement, dans le.s rapports de i à 2.

Dans F4 prenons une droite D< rencontrant l'axe Ai2

à angle droit. La droite homologue, dans F2 , est de
même une droite D rencontrant l'axe à angle droit. Ces
deux droites D et D< ont un axe de symétrie et un seul,
quand on suppose ces droites caractérisées non seulement
par leurs positions, mais encore par des directions choi-
sies sur chacune d'elles. Les directions étant choisies
ici homologues, Taxe de symétrie est une droite D2,
rencontrant l'axe Ai2 à angle droit, et sur laquelle vien-
drait s'appliquer D< par le déplacement | (A i 2 ) , moitié
du déplacement (Al2) changeant F< en F2 .

Faisons tourner la figure F< d'une demi-circonférence
autour de D4, nous obtenons une figure F. Les droites
D< et Ai2 de F4 ont pour homologues, dans F, les droi-
tes D< et A'l2, cette dernière n'étant autre que A<2

changée de sens.
Faisons ensuite tourner F d'une demi-circonférence

autour de D2 5 nous obtenons une figure égale, dans
laquelle les homologues de D< et A\2 sont D et A<2,
puisque D est symétrique de D t , par rapport à D2. Cette
dernière figure est, par conséquent, F2 . J'ai donc la pro-
position suivante :

Soit un déplacement hélicoïdal (A12) changeant une
figure F4 en une figure F2 . Prenons une droite D, ren-
contrant à angle droit Vaxe du déplacement, et la
droite D2, sur laquelle viendra s'appliquer D4 par le
déplacement ^(A12). Les symétriques de F* et F2 prises



( 398)
respectivement par rapport à D4 etD2 coïncident entre
elles.

Prenons maintenant une nouvelle position F3 de la
même figure, en donnant à F2 un déplacement hélicoïdal
(A23) autour d'un autre axe. Les figures F2 etF3 seront
de même les symétriques d'une figure F' par rapport à
deux axes D'2, D3. Mais D2 et D'2 peuvent être arbitrai-
rement choisies parmi les droites qui rencontrent à#angle
droit Tune A12, l'autre A23. On peut donc faire coïnci-
der Do et D'2, en clioisissantia perpendiculaire commune
à A,2 et A23. Alors F et F' coïncident, et F , , F2 , F3

sont symétriques d'une seule et même figure F, respec-
tivement par rapport à trois droites Dl9 D2, D3.

Soit maintenant A<3 la perpendiculaire commune à
D< et D3. Cette droite, envisagée dans F, a pour homo-
logue A', 3, c'est-à-dire elle-même, mais changée de sens,
aussi bien dans Ft que dans F3 . Ainsi A13, considérée
soit dans F<, soit dans F3 , est à elle-même sa propre ho-
mologue. Elle est donc l'axe d'un déplacement hélicoïdal
changeant F< en F3 . Ce déplacement est le résultant des
deux précédents, et il est manifeste que le demi-déplace-
ment £(AI3) est celui qui change D< en D3. Ainsi :

Soient deux déplacements hélicoïdaux, ayant pour
axes At2 e£A23.

Soient :
D2 la perpendiculaire commune à ces deux axes;
D| la droite qui est amenée sur D2 parle demi-dépla-

cement ^ ( A<2); *
'D3 la droite sur laquelle est amenée D'2 par le demi-

déplacement 4-( A23 )}

Les deux déplacements (A < 2 ), (A23 ), étant opérés suc-
cessivement et dans cet ordre, équivalent à un dépla-
cement hélicoïdal unique (A<3 ), dont Vaxe est la per-



pendiculaire commune à D{ et D3. Le demi-dèplace-
ment ^ ( A4 3 ) est celui qui amené Dt sur D3 (

x ).

Deux droites dirigées ayant, comme je l'«ai observé
plus haut, un axe de symétrie, on peut amener en coïn-
cidence deux droites homologues de deux figures égales
par une rotation. Il est donc évident que tout déplace-
ment peut être obtenu, d'une infinité de manières, par
deux déplacements hélicoïdaux successifs. La dernière
proposition donne donc le théorème fondamental :

Tout déplacement dans l'espace équivaut à un dé-
placement hélicoïdal.

En conséquence, dans le raisonnement ci-dessus, Fj ,
F2, F3 sont trois positions tout à fait arbitraires d'une
même figure, et la proposition de M. Stephanosse géné-
ralise ainsi :

Trois positions quelconques d7une même figure dans
Vespace sont les symétriques d'une seule et même

figure, prises respectivement par rapporta trois droites.
Chaque axe de symétrie est la, perpendiculaire

commune aux axes de deux des déplacements hélicoï-
daux qui amènent les figures données les unes sur les
autres.

(*) Pour le cas particulier de deux rotations autour d'axes qui se
rencontrent, on retrouve le résultat démontré par M. Brisse dans son
Mémoire Sur le déplacement fini quelconque d'une figure de
forme invariable {Journal de Mathématiques pures et appliquées,
3e série, t. I, p. 142).


