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QUESTIONS PROPOSEES AU CONCOURS POUR LES BOURSES
DE LICENCE (MARSEILLE, 1881);

Pw M. MORET-BLANC.

1. On considére la cubique représentée par U'équa-
tion
(1) xd 4y} —3kxy +~1=0,
et U'on demande, en premier lieu, de déterminer ses
points d’inflexion; en second liew, d’indiquer pour
quelle valeur de k cette courbe se décompose en trois
droites.

Les points d'inflexion sont déterminés par 'intersec-
tion de la courbe avec celle qui est représentée par le
hessicn égale a zéro

f.’t.c f‘,l.‘y f:’l‘; 2x — A ————/\y
‘/‘:ﬁ) j":y ,f;; - —k 2) — hx =o,
l-f:’r-'- .f';:. f.:.:. '—'k)’ —A.T 2 :

ou, en développant et divisant par 2,

(2) k2(ax3 + 4+ hav 4-1) — jay =o,
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équation qui, combinée avec celle de la courbe propo-
sée, donne

(3) (I —1)xzy =o.

Les points d’inflexion sont les intersections de la
courbe avec les axes de coordonnées : deux sont réels
(x=0,y =—1) ct (y =o0,x = —1); les autres sont
imaginaires.

L’équation (3) est identiquement satisfaite, quels que
soient x et y, si k% =1, ou, en sc bornant aux valeurs
réelles, k=1. Tout point de la courbe est alors un

o s . s s
point d’inflexion; ¢’est-a-dire que la courbe se compose
de trois droites.

On arrive 4 ce méme résultat en identifiant I'égquation
proposée avec

(y—mx—n)(y —myx—n)(y — myx — n,) =o.
On ales conditions

M-I =M ==0, N ~+IMM g+ My==0, MMM, =—=—1,
NNy Ny=0, NNy~ NNy—+ NNy, =0, RN, =——1,
mymyn - mmyn, -+ mm, ny=o0,
mnyny -+ mynn, + Mmynng =—o,

Mmny -+ myn -+ mny + myn + Ny ny + myn, == — 3JA.

Les trois premiéres montrent que les valeurs m, m,,
m, sont les trois racines cubiques de — 1, et les trois
suivantes qu’il en est de méme de n, ny, n2; et silon
prend .
14+y—3
2

/—3
11— \/—
Inz_—_—;—)

m=——i1, m;=

il faut, pour satisfaire aux autres conditions, prendre
1—y—3 n 1+y\/—3
_— _

n——1i ny — e
) 1 o 2 5

et faire h=1.
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I.es trois droites sont donc
r+y+1=o,
T+ \/——— 3 1—\—3
I —+ )

2 2

I

_ 1——\/—3w+ 1—+~\/—3.
- 2 2

Les deux derniéres sont imaginaires et se coupent au
point réel x =y =1.

2. On considére toutes les coniques passant par lin-
tersection d’'un cercle et de deux droites paralléles
données, et on demande le liew des foyers de ces
courbes. Discuter la forme de ce lieu dans le cas ou
Uune des droites paralléles devient tangente au cercle
donné.

Prenons pour axe des x le diamétre du cercle paral-
léle qux droites données et pour axe des y le diamétre
perpendiculaire, et soient

22+ —r*=o
I'équation du cercle, et
yv=a, y=25b

cclles des deux droites données; 'équation générale des
coniques passant par les points d’intersection des droites
et du cercle sera

Py =My —a) (v — b) =o,
ou

(1) 2+ (0+Ny*—ra+b)y—r*+2rab—o.

La conique est une ellipse, une parabole ou une hy-
perbole, suivant quon ad < —1, A=—1, 2> —1.
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AMa+b)
2(1+ 2)
En y transportant 'origine, I’équation devient

Les coordonnées du centre soni .xx =o, y =

w2 (a+ b)?

2+ (1+ W2 =r—)dab —_—
-+ (14 2), -+ ATESN)

y

ou
12 a— by —4rab
d+2)

x4 (14 2))2 =1+

L’axe des y sera 'axe focal : 1° des ellipses correspon-
dant aux valeurs de )\ comprises entre zéro et — 15 2° de
la parabole; 3° des hyperboles correspondant aux va-
leurs de A< — 1, pourvu que I'on ait aussi

22 (a— D) —4hadb

r*+ .
4(r-+2)

Dans les autres cas le foyer sera sur I’axe de la courbe
paralléle a Ox. Cherchons le licu de ces foyers.

Solent C le centre de la courbe, BB' I'axe dirigé sui-
vant Oy, et AA' l'axe paralléle 4 Ou.

CB est lc carré de la demi-différence des racines de
Péquation
(a+2)y*—ra+b)y—rt+drab=o.
On a donc

2 W (a— D) AN —ab) + b

CB' = Ll ,
—C—Xz _ )\2(0—"[))24_/.{‘)\(,12_(”))+l”_j;
4(1-+4A)

x ety désignant les coordonnées d’un des foyers, on a

Ma—+ b
= —_
2(14A)

TR M2 (a — b)? :4— ',1(\1":— ab) 4+ 4r*]
V(1 1)
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On obtiendra le lieu des foyers en éliminant % entre
ces deux équations, ce qui donne

P 27[(a+b)y* —2(r +ab)y +r*(a+b]
- (a+b)(a+b—2y)

C’est une courbe du troisiéme ordre passant par I’ori-
gine et symétrique par rapport a I’axe des y.

Si'une des droites est tangente a la circonférence,
il faut faire b = r, et I’équation devient

2 gy_(y—— r)?

T a+r—ay’
d’ou
/
. \ 21
=0 __‘))a+1'—zv
On en tire
de (a+r)(r—3y)+4?
—_— = [ ——————
dy (@a+r—2y)\ay(a+r—a2y)

et, par suite,

(_i__y . (a+r—ay) \/2'1f(a—+—r—2y)
de — (a+r)y(r—3y)+4y*

On ne peut donner a y que les valeurs comprises entre

, a—+r
zero et

; la courbe, symétrique par rapport a 'axe

des y, touche’axe des x al’origine et a pour asymptote la
X g p ymp
,

. a-—+ . 1 O eas

droite y = » c’est-a-dire la paralléle équidistante

des deux droites données ; elle présente donc deux points
220

d’inflexion, donnés par 'équation ﬁ =o0, ou

(3r—3a)y—r(a—+nr =o.
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