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CONCOURS D’ADMISSION A I’ECOLE CENTRALE

(prEMIERE sEssioN, 1881);

Par M. L. KIEN,

Eléve de Plnstitution Notre-Dame, a Plaisance.

Soit
(1) a*y* + b*u? = a* b* .

Uéquatton d’une ellipse rapporeée i son centre O et ¢
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ses axes; soient a, 3 les coordonnées d’un point P situé
dans le plan de Uellipse.
1° Démontrer que les pieds des normales menées
cette ellipse par le point P sont situcs sur Uhyperbole
représentée par U'équation

(2) ctxy + 0?3 —atry =o,

dans laquelle ¢* = a*— b,

2° On considére toutes les coniques qui passent par
les points communs aux courbes (1) et (2); dans cha-
cune d’elles, on méne le diamétre conjugué & la direc-
tion OP, et on projette l¢ point O sur ce diamétre :
trouver le lieu de cette projection.

30 Par les points communs aux courbes (1) et (2), on
peut faire passer deux paraboles : trouver le lieu du
sommet de chazune d’elles, quand le point P se meut
sur une droite de coefficient angulaire donné m, mence
par le point O.

. .. \ a, .
On examineracen /)arlzcuher le casotvm = B et celul
)
. al
ol M= — —-
bH}

1° L’équation d’unc normale en un point (xeyy) de
Pellipse est
Y—» X—or,

aty b’

si cette normale est assujeltic a passer par le point

P(a, 3), on a la condition
B—v a2—ua
a*y T bir
ou
() oy +0*8x —atxy =o.

Les points d’incidence (&, 3 ) sont a 'intersection de
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Uellipse et de I'hyperbole équilatére (2), car leurs coor-
données sont données par I’équation de cette ellipse (1)
ct équation (2), considérées comme simultanées; la
premiére partie est donc démontrée.

2° Ces points d’incidence sont au nombre de quatre;
en lesjoignant on obtient un quadrilatére, etles coniques
passant par ces quatre points sont circonscrites a ce
méme quadrilatére.

Or nous savons que les diamétres correspondant a
une direction donnée, dans les coniques circonscrites a
un quadrilatére, passent par un point fixe Q3 de plus,
les perpendiculaires abaisségs de O sur ces diamétres
passent toutes par le point fixe O; le lieu de la projection
de O sur ces mémes diamétres sera donc le cercle déerit
sur OQ comme diamétre.

Le calcul vérifie d’ailleurs ce raisonnement.

L’équation générale des coniques passant parles pieds
des normales est

K) a?v*+ 0¥ + A(c*xy + DB — atay) — a*b? =o.
. . Y

La droite OP ayant pour coefficient angulaire %, les
diamétres conjugués dans les coniques (K) ont pour
équation

af, + re/y =0,
ou
(3) (26 +Ac*B)x + (Acta +2a%B)y — Ac*af=o.

L’équation des perpendiculaires abaissées de O sur
ces diametres est donc
, . Acta+2ap
(4) Y = s aq b
v 20%a + Ac*
En éliminant A entre les équations (3) et (4), on a
le licu. On trouve 'équation

(b*2x+ a@By)(By —ax)
— (b*ay —a*Bx) (B + 2y —ad)=o,
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ou simplement
(22 + ) (@B — b*a®) — (a*Bxr — b*2y)afi=o,
équation d’un cercle passant par l'origine.
3° Déterminons A dans I'équation (K ) pour que cette
équation représente une parabole. Il faut ici que
e —fatbt =o,
d’on

A=

2ab
C‘.‘
Par suite, I'équation des deux paraboles passant par
?
les pieds des normales issues de P est
2ab
, 2 2 2 252 —
(ay = bx) i—;__—(b Bxr —a*ay) — a*b*—=o.

Séparons les signes, en remarquant qu’aprés avoir
calculé pour les signes supérieurs, on passera aux signes
inférieurs en changeant b en — & dans cette derniére
équation. On a done

(5) (ay +bx)+ Z—L?_,—lf(bgﬁx-— atay) — a*b® =o.

L’équation de l'axe de cette parabole est

Afe +Bfy=o,
ou

(6) (bx-i—(ly)(aﬁ—i—bg)—!--(g(b:’ﬁ——a”a):o.

Le point P étant sur la droite y = mx, on a
(7) —=ma.

En éliminant «, 3 entre les équations (5), (6), (7), on
ale lien du sommet de 'une des paraboles.
On trouve ainsi 'équation .
( 2(0*mx —ay) (b + ay)(a® + b*)
—(b*m —a®) .
'\ X (ay+br-+ab)(ay + bx —ab)y=o.

(8)
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Si I'on considérait la deuxiéme parabole, le lieu de
son sominet serait
2(Pmx —aty)(be —ay)(a® + b*) .
—(P*m+a*)(ay —bxr +ab)(ay —be — ab) =o.

On pourrait chercher les axes de la conique (8), puis
la construire facilement. On pourrait aussi chercher pour
quelles valeurs de m la conique est une ellipse, une
hyperbole ou une parabole. L’origine est d’ailleurs centre
de la conique.

al > . .
En remplacant m par = dans1’équation (8 ), on obtient

br+ay=o,

équation d’une des diagonales du rectangle des axes de
Pellipse, et, en remplacant m par cette méme valeur dans
I'équation du lieu relatif a la deuxiéme parabole des
pieds des normales, on obtient

(bx—ay)(ax — by)(a® + b*)
—ab(ay — bx + ab)(ay — bx —ab)=o,

ou plus simplement

(@2 + b2 y?)ab— (a* + b*)xy + a*b* = o.
Ona
(a* + b*)? = fa* b = (ab_l_ b*)*> o3

le lieu est donce, dans ce cas, une hyperbole.
L’équation des asymptotes de cette hyperbole est

ab(@®x® + 0*y*) — (a* + b*)wry = o.
5 al . .
En remplacant m par — 5 dans les deux équations
du lieu trouvé plus haut, il vient pour la premiére

aa® + 0 v2)ab — (a" 4 )y — @®b® —o.
. )L



( 283 )
» . b A
equatlon d’une hyperbole ayant memes asymptotles que
la précédente.
Pour la deuxiéme équation, on trouve

bxr—ay—=o,

équation d’une des diagonales du rectangle des axes de
Pellipse.
Note. — La méme question a été résolue par M. Chaigneau, éléve

de Vécole préparatoire Duvigneau de Lanneau (classe de M. Geof-
froy), et par M. H. Lez.




